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®Sommaire

Avant propos

Ce cours de mécanique céleste a été enseigné durant de nombreuses années a I'Université des Sciences ¢
Technologies de Lille, en tant qu’option dans la Licence de Mathématiques. Il est donc abordable par des étu-
diants ayant le niveau d’'un DEUG de sciences physiques ou mathématiques. Diffusé ici sous la forme d’'un
document hypertexte, il s’adresse plus généralement aux personnes intéressées par I'étude des mouvements de
planétes et de leurs satellites et curieuses des méthodes développées par les astronomes pour représenter ¢
mouvements.

Aprés quelques rappels des notions de base de mécanique générale et une introduction a la mécanique lagran
gienne et hamiltonienne, on montre en détails de nombreuses propriétésugement képlérieque suit une
masse ponctuelle lorsqu’elle est attirée par une autre masse ponctuelle sous I'effet de la gravitation universelle
(loi de Newton). On introduit ensuite les effets de la gravitation par une masse non ponctuelle, ou par d’autres
forces subies par les satellites comme celles du frottement atmosphérique ou de la pression de radiation. Ces
effets sont généralement considérés en mécanique céleste compeetddsationsde mouvements képlériens.
On introduit donc les équations différentielles qui décrivent ces perturbations, et on montre comment, malgré
la non intégrabilité des équations du probléme des N corps, on peut arriver a les résoudre par approximations
successives dans le cas des planétes du systeme solaire ou de leurs satellites.

Ce cours n'a cependant pas la prétention d’étre exhaustif; il explique les notions fondamentales de la mé-
canigue céleste classique (mouvement képlérien et perturbations) appliquée le plus souvent aux mouvements
orbitaux des corps célestes du systeme solaire. Les méthodes de perturbation présentées ici sont limitées a I'ex-
ploitation des équations de Lagrange et de la mécaniqgue hamiltonienne élémentaire : par exemple, les méthodes
de perturbation plus sophistiquées fondées sur les séries de Lie ne sont pas abordées, ni celles relatives aux résc
nances, ni encore celles concernant les mouvements de rotation des corps célestes sur eux-mémes ; ces extensio
seront sans doute accessibles plus tard par I'adjonction de chapitres supplémentaires.
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Exercice On trouvera aussi inclus dans le texte de ce cours un certain nombre de petits exercices d’application dont on
peut visualiser I'énoncé par un double clic sur la petite icone placée comme ici dans la marge de gauche. Ces
exercices sont le plus souvent placés dans le cours en vis-a-vis des notions dont ils représentent une application
directe.

La particularité de ce cours est son interactivité, grace aux liens "hypertexte" dont il est muni : La table des
matieres est une succession de liens vers chacune des sections et sous-sections du texte. Un index rassemble |
termes spécifiques a la mécanique céleste utilisés dans le texte et renvoie a leur définition ou a leur utilisation
dans le texte. Lors de la définition d’'un terme, il apparait en bleu, et lors d’'une autre utilisation, il apparait en
rouge ; dans ce cas le terme en rouge est un hyperlien vers la définition de ce terme. Par ailleurs, les formules
sont numérotées et sont accessibles par un hyperlien lorsqu’elles sont citées (en rouge) dans le texte.

Enfin, ce cours est associé par des liens hypertexte a plusieurs documents d’applications. Pour faciliter la
navigation entre les divers fichiers (cours, applications, problemes), ils sont tous au format PDF et on donne
ci-dessous quelques conseils pour cette utilisation avec le logiciel "Acrobat Reader".

Le cours est ainsi associé a un recueil d’énoncés de problemes de mécanique céleste qui doivent permettre
au lecteur intéressé de manipuler sur des exemples plus ou moins réalistes les notions abordées dans le cours
Les manipulations exigées dans ces problemes sont réalisables "a la main”, mais peuvent aussi étre étendues pe
I'utilisation de logiciels de calcul formel.

Dailleurs, d’autres applications associées au cours montrent comment de nombreuses notions du cours sont
manipulables avec le logiciel de calcul formel MAPLE : Chaque fois que c’est possible, des liens relient le cours
a des exemples réalisés avec Maple, et ces fichiers d’exemples renvoient également au cours par des hyperliens
Bien gu'ils soient au format PDF, ces fichiers d’exemples sont directement issus de calculs effectués sous Maple
(on donne les instructions maple et leur résultat). Si le lecteur a acces au logiciel Maple, il pourra par des copier-
coller extraire ces instructions du fichier PDF pour les exécuter en variant éventuellement les paramétres dont
elles peuvent dépendre. Il est cependant préférable d’utiliser directement les fichiers d’exemples Maple (avec
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I'extension .mws) qui sont fournis avec ce cours.

Les applications ainsi mises en ceuvre avec Maple rassemblent des exemples de développements analytique:
des formules de mécanique céleste (probleme des 2 corps, fonctions perturbatrices, équations du mouvement
perturbé), ainsi qu'un exemple permettant de construire les perturbations du mouvement des planetes.

On trouvera aussi dans le cours quelques figures réalisées avec le logiciel "Cabri Géométre" qui ont la parti-
cularité de pouvoir étre animées sous forme d’applets Java, grace au moteur "CabriJava.jar" fourni avec ce cours
mais aussi réactualisable sur le sité& ://www-cabri.imag.fr/cabrijava/index-f.ntn@es figures sont manipu-
lables par l'intermédiaire d’un fichier au format "HTML", nécessitant un navigateur acceptant les applets java;
en principe, un clic sur le nom du fichier html contenant une figure ouvre ce fichier dans le navigateur internet
associé a "Acrobat Reader"; cependant, des problemes peuvent survenir quand le navigateur ne trouve pas le
fichier a cause d’'une mauvaise configuration du "chemin de base". Il convient alors d’ouvrir manuellement le
fichier html (indiqué par son nom dans le cours) directement a partir du navigateur.

Consells d’utilisation

Le fichier CoursMCecr_Duriez.pd€onstitue la version du cours de mécanique céleste adaptée pour étre
consultée a I'écran (le fichig€oursMCimpr_Duriez.pdést une version mieux adaptée pour étre imprimée).
Ces fichiers peuvent étre ouverts a partir d’'un navigateur internet qui lance alors le visualiseur PDF associ€,
en généralAcrobat ReaderCependant, les hyperliens entre fichiers PDF semblent alors gérés par le naviga-
teur et n'aboutissent qu’'a la premiére page du fichier, au lieu d’aller jusgu’au signet visé dans ce fichier. Donc,
pour profiter pleinement des facilités apportées par les hyperliens, il vaut mieux ouvrir ces fichiers PDF
directement dansAcrobat Readefou xpdfsous linux) sans passer par le navigateuiCela nécessite cepen-
dant d’avoir acces a I'ensemble des fichiers PDF (qu’il faudra télécharger éventuellement). Il faut alors que
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tous les fichiers visés par des hyperliens soient placés dans le méme dossier. Il s'agit des fihiesd/:
Cecr_Duriez.pdfPbMC_Duriez.pdfDevMC_Duriez.pdfAnxDevMC_Duriez.pdPlaMC_Duriez.pdhinsi que
les fichiers d’extensiorfig et.htmlpour les figures animées par le mot@abriJava.jar

Si vous utilisezAcrobat Readeril convient de le configurer de telle sorte que dans les "préférences" I'option
d’affichagepage simplesoit sélectionnée, et que I'on permette I'activation des liens externes, avec ouverture
de ces liens dans la méme fenétre. L'option d’affichpgge simplgpeut aussi étre sélectionnée dans le menu
déroulant qui s’ouvre lors d’un clic avec le bouton droit dans la page.

La bordure de chaque page est munie de plusieurs zones sensibles (en haut et en bas), délimitées a gauche p:
le symbolee. Elles permettent de se diriger par un clic de souris (bouton gauche) vers lesggeanteou e
Précédenteou vers la table des matieresgommairg vers I'e Indexou vers lae Page d’accueilOn peut aussi
passer d’'une page a la suivante ou a la précédente au clavier avec les faotisdsaudu fleche basou avec la
molette si votre souris en est équipée. La commanidetourpermet de parcourir dans 'ordre inverse les pages
visitées jusqu’ici, et celle Retour Dogpermet (éventuellement) de revenir directement au document précédent.

L'index fournit des liens hypertexte vers les termes indiqués, la ou ils sont définis dans le texte ou la ou ils
ont une utilisation particuliére. La table des matiéres donne des liens hypertexte vers les tétes de section ou de
sous-section du cours. On peut aussi acceder a la table des matieres a partir de la Page d’accueil en cliquant su
un titre de chapitre, ce qui visualise la premiére page du chapitre correspondant; on y trouve alors des liens vers
les sections et sous sections de ce chapitre. Lorsqu’on est dans un chapitre, un retour direct vers sa premiere pag
s’obtient en cliquant sus Partie x en haut de I'écran a droite. Un clic sersection x.y.permet de méme de
revenir au début de la section correspondante

Dans le texte, toutes lesférences de cette couleuune formule ou & un mot sont un lien vers cette formule
ou vers la définition du mot dans le texte (le mot est y alors signaldeei Un tel mot est aussi référencé dans
I'index. Lorsque partant d’une certaine page, on s’est "dérouté" pour suivre un lien ou plusieurs liens successifs,
on revient a la page de départ en cliquant un nombre de fois suffisasfiouren bas de I'écran. De méme,
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lesréférences de cette couladirigent vers une étiquette d’un aufrehier pdf , celles de cette coulewers une
Url internet La commande Retourpermet aussi de revenir dans le fichier initial.

On trouvera aussi parfois des liens vers des applications réalisées avec Maple ou vers des problemes. Ces
liens pourront apparaitre comme des balises placées dans la marge, sur lesquelles il suffit de "cliquer" EF)Z Voir
le document lié, exemple :

Un clic avec le bouton droit sur la page ouvre un menu déroulant permettant aussi la navigation décrite
ci-dessus, mais surtout tacherche d’'un modlans le texte.

Enfin, un clic sure Page xx de nren haut de I'’écran a droite ouvre une fenétre de dialogue permettant
d’indiquer un numéro de page.

Ce document hypertexte a été réalisé sous linux a partir d'un document LaTeX comtélpgex  avec
les styleshyperref.styet pdfscreen.stZe dernier est diffusé par C. V. Radhakrishnan sur lensife://www.river-
valley.com/download/
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Pour en savoir plus :

C.D. Murray & S.F. Dermott : Solar System Dynamics, Cambridge University Press, 1999

Les méthodes modernes de la mécanique céleste, Ed. D. Benest & C. Froeschlé, Editions frontieres, 1990
H. Goldstein : Classical Mechanics, Addison-Wesley Publishing Company, 1980

E. Stiefel & G. Scheifele : Linear and Regular Celestial Mechanics, Springer-Verlag, 1971

D. Brouwer & G. Clemence : Methods of Celestial Mechanics, Academic press, 1961

F. Tisserand : Traité de mécanique céleste, Gauthier-Villars, 1888, 1960

H. Poincaré : Les nouvelles méthodes de la mécanique céleste, Dover, 1892, 1957
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Premiére partie

Rappels de mécanigue génerale

1 Reperes et coordonnées
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1.2 Repéres et référentiels
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1.5 Repéres astronomiques
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2.1 Mouvement d'un point
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3 Rappels de cinétique
4 Rappels de la dynamique classique
4.1 Principe fondamental de la mécanique newtonienne
4.2 Principe d’'opposition de 'action et de la réaction
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4.4 Différents types de forces
4.5 Théoreme de I'énergie cinétique
5 Mise en équations et résolution des problemes de mécanique céleste
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1. Reperes et coordonnées

1.1. Modélisation de I'espace, du temps, des systemes matériels

On assimile lespace physiqugI’espace affinegel euclidien orienté a 3 dimensions ; on lui asso@sgace
vectoriel classique des vecteurs : a 2 pointset B correspond le vecteulié AB, puis les vecteurs libres
V équipollents aAB. On suppose connues les opérations classiques entre points, vecteurs, scalaires et leurs
propriétés (associativité, commutativité, non-commutativit§:

B=A+AB ou B=A4+V ouAB=B-A

U+V=W somme de vecteurs

AV =W multiplication par un scalaire
U-V=aqa produit scalaire

VvV .-V =|V| module de V

UAV =W produit vectoriel
(U,V,W)=p3 = U-(VAW) produit mixte

On rappelle encore :

U-V =|U||V|cos(U, V)

UAV =-VAU-=|U|V|sin(U,V)k

(UAV)AW=(U-W)V —(V-W)U
ou k est unitaire et orthogonal & et aV ; le sens dek est défini par la régle selon laguelle un observateur
‘debout’ suivantk et regardant dans la direction @& voit la direction deV a sa gauche. L'angléU, V) est
alors orienté positivement dans le sens trigonométrique. Le modulé deéV représente I'aire du parallélo-

1Dans tout le cours, les vecteurs seront notés par des symboles en caractéres gras
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gramme construit sur ces vecteurs, tandis que le produit mixte de 3 vecteurs représente le volume du parallépi-
péde construit sur ces 3 vecteurs.

On assimile ldempsa un réel (espace de dimension 1). Espace physigue et temps sont supposés indépendants
I'un de l'autre.

On assimile ungparticule matériellea un point de I'espace physique, auguel on associe un scalaire positif
appelémasseadu point. On parle alors aussi geint matériel Le mot ‘particule’ n’est pas pris ici dans le sens
des particules élémentaires de la physique quantique : Il désigne un corps matériel suffisament petit pour étre
localisé par un point, et assez gros pour qu’on n'ait pas a tenir compte des propriétés quantiques de la matiere.

On assimile ursystéme matériél un ensemble de points matériels. Ces points sont en interaction (ou soumis
a des forces). L&orce agissant sur un point est représentée par un vecteur lié a ce point, dirigé dans le sens de
la force et de module égal a son intensité. La signification physique de la masse et des forces est donnée par les
lois de la dynamique

1.2. Reperes et référentiels

En mécanique classique, les systémes matériels sont repérés dans des référentiels, qui sont la donnée d’ut
repere d’espace et d'un repére de temps.

Un repere d’espace est défini par un point origihet par une base de I'espace vectoriel asso¢igj, k).
On le noteOijk. Sauf indication contraire, les bases utilisées sont toujours orthonormées et directes (bases
cartésiennes), c'est-a-dire satisfont a :

i.j=0=j-k=k-i jAk =i
ii=1=j-j=k-k = | kni=j
inj=k (i,j, k) = +1
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Un repére de temps est défini par un instant initjat une base de durék(unité de temps).

Dans ces repéres, un poiht & un instant est défini par trois coordonnées d’espécgy, ) et une de temps
(1), telles que :
M=0+zxi+yj+zk t=ty+7d

Etant donnés trois vecteus, V' et V”, donnés par leurs coordonnéesy, z), (¢, y/, 2') et(z”,y", 2”), on

a alors les résultats :
V.-V =zxz' +yy + 22

VAV = (yz' — 2y, 22’ — 22, 2y — y2')
(V, V', V") = det(V, V', V")
Exercice

A la place des 3 coordonnées cartésienneg, =) de M, on pourra étre amené a utiliser des coordonnées
cylindriques(p, 6, z) ou sphériquesr, A, ¢).
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Donnons la définition desoordonnées sphériquesilisée généralement par les astronomes :

k
X = T COS Y COS A
Yy = rcospsin A
M Z=rsiny
r ou inversement :
O © J
r=+v22+y2+22 (=r>0)
¢ = Arcsin(z/r) (= —71/2< ¢ <7/2)
. )\ A = atan2(y, z) (=0< <27
T s x <0
ou la fonctionatan2(y, x) est définie par Arctg(y/z) + < 2r  si r>0ety <0
0 sinon

1.3. Changement de reperes d’espace

Etant donnés 2 repéres cartésiéhs= O,iij1k; et Ry = Osisjsks, un pointM est donné dans chacun d’eux
par trois coordonnées cartésiennes :

M = O + 211y + yij1 + 21k
= Oy + 22l + Y2j2 + 22ko
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Pour avoir les relations entfe, y;, 21) et(xs, y2, 22) il faut connaitre par exemple la position @¢ dansk; et
la base dd&?, dans celle de?; :

O, = 01 + &+ njpi + Ck
b = aniy + anji + ank
b = a2l + axnji + apk
ky = aizi;  + axsji + azk
On en déduit, sous forme matricielle :

) 13 a1 a2 13 )

Y1 | = n |+ | a1 ax ass Y2

21 ¢ az; Qs ag3 29

Les bases d&,; et R, étant orthonormeées, la matrice dgs est orthonormée : 3 seulement des; 9sont
indépendants et suffisent pour exprimer la matrice complétement; cette propriété traduit le fait que 3 rotations
suffisent généralement pour passer d’'une base a une autre. On utilise le plus souvent les 3 rotations d’Euler (ou
angles d’Eulemotés (), 0, ¢), et ainsi définis :

Sik; etks ne sont pas équipollents, @tétant un point arbitraire, le plaik,, Ok,) est défini, ainsi que sa
normaleOu choisie dans le méme sens dkieN k,. Alors, les angleg entreOi; et Ou (dans le plarOi,j;),
0 entreOk; et Ok, (dans le plarOk;k;) et ¢ entreOu et Oi, (dans le plarDi,j,), définissent les 3 rotations
successives permettant d'amener la Hasg, k;) & se superposer a la base j», ko) ; la droiteOu est appelée
ligne des nceuddes 2 plan®)i,j; etOi,j.. Ces 3 rotations conduisent a définir 2 bases intermédiaires k; )
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et(u,w,ky):
k,
k
2 ; (k) — rotation ) i, 7, %)
/ i I autour de Ok, o
i rotation 6
. (wv.ky) = autour de Ou (u, w, ks)
J1
O rotation ¢ ..
¢ (u7 W, k2> = autour de Ok2 = (127J27 k2>
. v u

On peut représenter chaque rotation par une matrice de rotation, et obtenir ainsi la matrigecdasne
produit des trois matrices de rotation, qui ne dépendent bien sdr chacune que d’'un angle :

costyy —siny 0 1 0 0 cos¢ —sing 0
(a;j) = | sinyp  cosyp 0 0 cosf —siné sing cos¢ O
0 0 1 0 sinf cosf 0 0 1
cos Y cos @ —siny sinpcosf —cosysing —sinycospcost  sinfsin
= | sinycos ¢ + cosysinpcosf —sinysing + cosycospcosf —sinfcosy
sin ¢ sin 6 cos ¢sin 6 cos 6

La transformation inverse s’obtiendrait a I'aide de la matrice inveisg !, égale ici a la transposée de;)
puisque cela revient a changer le signe des 3 angles et a inverser I'ordre des 3 rotations.
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En astronomie, on rencontre souvent le casgtet O, sont confondus et ou le poit/ est repéré dans
chacun des 2 repéres par des coordonnées sphéfiquesy;) et (r, \a, po). Les relations qui expriment les
anglesp; et \; en fonction dep, et A\, sont alors avantageusement obtenues par la trigonométrie sphérique.

1.4. Eléments de trigonométrie sphérique

Il'y a une correspondance biunivoque entre 'ensemble des demi-droites issues d'um @diehsemble des
points de la surface de la sphere de cettet de rayon 1 (sphére trigonométrique) : A une demi-droite, ou a son
vecteur unitaire, correspond le point ou celle-ci perce la sphére. De méme, a un plan pasSacdpaspond
le grand cercle de la sphére, intersection de celle-ci et du plan.

Alors, 2 plans qui se coupent suivant
une droiteD passant paf) sont repre-
sentés sur la sphere par 2 grands cercles
qui se coupent en 2 poinf3 et P’ dia-
métralement opposeés ; ces points repré-
sentent les 2 directions opposées por- )
tées parD. L'angle A des 2 plans défi- ‘
nit ce qu’on appelle 'angle des 2 grands
cercles correspondants (égal aussi a I'an- ,’
gle des tangentes ef (ou P’) aux 2 (A
grands cercles).
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Par 2 points distincts) et ()’ de la sphére, il passe toujours un grand cercle : Celui-ci est I'image du plan
défini par les 2 demi-droites doft et )’ sont les images. La longueurde I'arc de grand cercle joignafgt a
()’ est égale a I'angle de ces 2 demi-droites.

3 pointsA, B, C de la sphere définissent tmangle sphérique c’est 'une des figures dessinées sur la sphére,
formée par les 3 arcs de grand cercle3), (BC) et (C'A) joignant ces 3 points 2 & 2. Il n’y a pas unicité de
figure car pour chaque co#B, BC ouC A, on a le choix entre un arc et son complémeta

Comme pour les triangles plans, on nate

b, ¢ les cbtés opposés aux sommets B,

C. On désigne aussi pat, B, C' les angles
ayant leur sommet e, B, C. Alors, on
montre que, comme pour les triangles plans,
il existe des relations entre les cotés et les
angles permettant de calculer I'un de ces élé-
ments a partir de trois d’entre eux :

Exercice
Relation 1, entre 3 c6tés et 1 angle :

cosa = cosbcosc + sinbsin ccos A (formule fondamentale) (1.1)
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Relation 2, entre 2 c6tés et les 2 angles opposés :

sina  sinb
L asin B — sinbsin A _ :
sin a sin sin b sin ou sn A snB (formule des sinus) (1.2)

Relation 3, entre 2 c6tés et 2 angles dont un adjacent :

sin b cot a = sin C' cot A + cos b cos C (formule des cotangentes) (1.3)

Relation 4, entre 1 c6té et 3 angles :

cos A= —cosBcosC +sin Bsin C cosa (1.4)

Relation 5, entre 3 cOtés et 2 angles :

sinacos B = cosbsinc — sinbcosccos A
sinacosC = coscsinb — sinccosbcos A (1.5)
Relation 6, entre 2 cotés et 3 angles :
sin Acosb = cos Bsin C' + sin B cos C cosa
sin Acosc = cosC'sin B + sin C' cos B cosa (1.6)

La relation(1.4) peut étre déduite dg..1) en considérant les triangles polaires : Etant donné un grand cercle,
les 2 points situés 80° de tous ses points sont les pdles de ce grand cercle. Aux 3 arcs de grands(érrgles
(AC), (AB) correspondent les poldset P', Q et ', R et R’ respectivement. Par définition, en choisissant
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Q) et R de telle sorte que les ardA, 6/21\3 et RC soient inférieurs a /2, le triangle PQ R est appelé triangle
polaire deABC. Ses c06tég, ¢, r et ses angle®, () R valent alors :

p=n—A g=7n—B r=n-C
P=r—a Q=7m—-b R=m-c

C’est en portant ces expressions dahd) qu'on trouve(1.4). De méme, les formule&l.6) se déduisent de
(1.5)par la considération des triangles polaires. Bien sdr, on en déduit aussi d’autres semblables par permutation
circulaire des angles et des cotés.

En regroupant les relatiorn$.1), (1.2)et(1.5), ou(1.4), (1.2)et(1.6), on constitue legelations de Gauss

cosa = cosbcosc+ sinbsin ccos A
sinasin B = sinbsin A (1.7)

sinacos B = cosbsinc — sinbcosccos A

cos A = —cos BcosC + sin Bsin C cos a
sin Asinb = sin Bsina (1.8)

sin A cosb = cos Bsin C' + sin B cos C cosa

permettant de calculer sans indétermination (par leur sinus et leur cosinus) I'angle et I'arc présents dans les
membres de gauche.

Notons que ces relations engendrent des relations plus simples dans les cas ou un angl (#iaangle
rectangle) ou quand un coté vaut2 (triangle rectilatére). Signalons enfin que la somme des 3 angles d’'un
triangle sphérique ne vaut pagomme dans un triangle pla:désignant la surface du triangheBC (exprimée
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en stéradians), on a :
S=A+B+C -

Avec ces éléments de trigopnométrie sphérique,

il est facile de calculer directement I'un quel-

conque des termes de la matricg;) permet-

tant de passer d&ij; k; a Oiyj.ks par les Sl
angles d’Euler : On place sur la sphére les points

L, Ji, K1, I, J5, K5 etU correspondant aux ‘4

vecteurdy, ji, ki, iz, j2, ko €tu; on place éga-

lement les grands cercles de base donet K,

sont les poles.

Les angles d’Euler se retrouvent alogscomme ard, U, ¢ comme ard/ I, etd comme angle des deux grands
—_—

cercles de base, ou encore comme f&ré<,. Par exemple, dans le trianglel I,, on obtient immédiatement,
par la formule fondamentalé.1):

Exercice
a1 = cos(iy, i) = cos 1) cos ¢ + sin ) sin ¢ cos(m — )

= c0s 1) cos ¢ — sin 1 sin ¢ cos 0

On pourra retrouver de méme les autigs
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1.5. Repeéres astronomiques

Etant donnés un repére cartés@ijk et les coordonnées sphériques assodiges, \), il est commode de
placer les angleg et A sur la sphere trigopnométrique :

k

M

On y voit le grand cercle de bag$éJ) et son polek, images du plaDij et de 'axeOk, le grand cercle
origine (K1) image du plarOik et le grand cerclé/ M) image du plan “vertical” passant par I'akék et par

le point M. Ce dernier grand cercle coup&/) en H. X est I'angle des cerclegds/) et (K M), ou larc TH

mesuré sur le cercld J). ¢ est la mesure de Parf M. Si\ et représentaient des coordonnées geographiques
classiques sur le globe terrest(é,/) serait I'équateurk le pdle nord,(KI) le méridien origine (K M) le

meéridien du point\/, A la longitude deV/, mesurée dans le sens direetsa latitude etr /2 — ¢ sa colatitude ou
distance polaire.

Finalement, on voit qu’'un systeme de coordonnées sphériques est complétement défini par la donnée d’un
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pole, du cercle de base correspondant, d’un grand cercle origine contenant le pdle, d’'un sens dans lequel on
mesure les rotations autour de ce poéle.

En astronomie, la sphere trigonométrique représente I'ensemble des lignes de visées depuigsyepedt
appeléesphere célestéelle est vue de I'extérieur). Les reperes astronomiques rencontrés le plus souvent dans
les applications de la mécanique céleste, sorggére équatoriakt lerepere écliptique

. : écliptique
Le repere équatorial a pour cercle de base le P

grand cercle paralléle a I'équateur terrestre ayant
pour pole le pble nord. Les coordonnées sphé-
riques correspondantesetd sont desoordonnées
eéquatoriales analogues aux longitudes et lati-
tudes géographiques, mais s’appellant respecti-
vementascension droitet déclinaison

équateur

L'ascension droite est mesurée sur I'équateur dans le sens direct, de 0 a 24 h, a partir d'upcertainon

lié au globe terrestre, appelé augsint vernalou équinoxe de printemp€e point est défini en relation avec le

repere écliptique. Ce dernier a pour cercle de base le grand cercle parak&ipdidue nom donné au plan de

I'orbite que la Terre décrit en un an autour du Soleil ; son péle nord’e§ur la sphéere céleste centrée sur la
Terre, le Soleil décrit en un an et dans le sens direct le grand cercle de I'écliptique. Ces deux cercles se coupent en
deux pointsy et~’ en formant un angle appeléobliquité de I'écliptiqug(e vaut actuellemerit3°26’). Le point
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~ est & l'intersection correspondant au passage du Soleil de 'hémisphére sud a 'hémisphére nord (c’est-a-dire
a l'instant du printemps, lorsque la déclinaison du Soleil s’annule en devenant positive). Les coordonnées sphé-
riques associées au repere écliptique sontdesdonnées écliptiqueset b, appelées respectivemdangitude
célesteet latitude célestel est mesuré sur I'écliptique dans le sens direct, de360a a partir du pointy. La
déclinaison et la latitude céleste sont mesurées@g a+90° de part et d’autre de I'équateur et de I'écliptique
respectivement.

Si un pointM a pour coordonnées équatoriales §) et pour coordonnées écliptiques §), les relations

de Gausg1.7) écrites dans le triangle sphériqae” M permettent le passage d’'un systeme de coordonnées a
l'autre :

sinb = cosesind — sin e cos d sin «
cos bcosl = cos d cos o (1.9)

cosbsinf = sinesin d + cos € cos d sin o

sind = cos esinb -+ sin € cos bsin ¢
cos 0 cos o« = cos bcos ¥ (1.10)

cosdsina = —sinesinb + cos ecosbsin ¢
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2. Rappels de cinématique

2.1. Mouvement d’un point

e Le mouvemend’un point M est une application qui, a tout instanfait correspondre une position de I'espace
notéel () ; cette application est continue et le plus souvent dérivable.

e Latrajectoirede M est 'ensemble des positions géométriques prised/fplarsquet varie. On l'oriente dans
un certain sens a partir d'un point origine, permettant d’y mesurer I'abscisse curviligile Batret ett + dt,
le déplacement

OM = M(t + ot) — M(t)

est un vecteur qui tend vers la tangente a la trajectoire lor&ciead vers zéro.

e Laloi du mouvemergur la trajectoire est donnée par I'abscisse curviligig comptée a partir d'une position
initiale.

e Lavitessede M estV = % = 5 (dans toute la suite, la notatigrdésignera la dérivée premiére de la quantité
g par rapport au temps, étdésignera sa dérivée seconde).

e Le vecteur vitessde M est le vecteuV = % tangent enV/ a la trajectoire, de module égald| et dirigé
dans le sens du mouvementaSidésigne le vecteur unitaire tangenteha la trajectoire, on écrit aussi :

V =35u
e Le vecteur accélératiode M est le vecteul’, dérivée du vecteur vitesse :
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u dépend du temps par I'intermédiaire gletona u-u =1 = u-u = 0. Sin désigne le vecteur unitaire
orthogonal au et dirigé vers le centre de courbure de la trajectoiréd/gret si R est rayon de courbure de la
trajectoire enV/, on obtient :

o)

S

I'=—=5u+—=n
i """ R

On y reconnait kccélération tangentiellet I'accélération normalele plan @, n) est leplan osculateude la

trajectoire (au sens de la géométrie).

e Si M est défini dans un repére = Oijk par des coordonnées cartésiennesgy( z) fonctions def, on peut
définir lavitesse relativele M dansR :

d,OM z
V(M/R) = Rdt =git+gj+ik= |y (1.11)
3
et I'accélération relativele M dansR :
4V (M z
F(M/R):%:iiwjmk: ij (1.12)
3

e Si M est défini dansk par des coordonnées quelconques (par exemple sphériques), potges- - ¢, et
supposées fonctions continues et dérivables da pourra écrire :

", O0OM |

=1
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Le vecteuraaOM est tangent a la trajectoire que décrirait si la coordonnée; variait seule et qui est, par

définition, Iallgne coordonnéeelative ag;. En se placant dansgspace de configuratioe dimensiorgn, ou
les points sont définis par |1€% coordonnées supposeées indépendamtesy, - - - ¢n, 41, G2, - - - Gn), ON peut

ecrire :
OV(M/R) 0OM
94 B Iqi
On en déduit les ‘projections’ des vecteurs vitesse et accélératibhgle les tangentes aux lignes coordonnées :

OOM 1 9V?
M . = _ 1.1
VM/R)- =5 = =5 5 (1.13)
OOM 1 (d [oV? oV?
roR)- 5t =35 (5 ) - 5| (114

ouV?=V(M/R)-V(M/R)
Exercice Par exemple, pour lesoordonnées sphériquem aq, = r, g, = A €tgs = ¢, puis on définita parOM = r u.

On en déduit :
oOM oOM oOM
87” = u —a)\ —TCOS(,OV — = TW

ouu, v etw forment labase localales coordonnées sphériques, directe et tangente aukdras coordonnées
passant pat/. On a ensuite :

V(M/R) =7u+ Arcospv+¢rw  puis V2 — 2 1 12 cos? A+ r2g?
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et enfin : T ” | )
I'(M/R) - ar =3 (%W - W) =7 —Tg02 —?"COSQSO)\
I'(M/R) - 8(5_}\1\/1 = %(7’2 cos? g0>\)
COu/R) - 2908 = 22+ sinpcos o’

2.2. Mouvement des repéres, composition de mouvements

Soient 2 repére®; = Oqij1k; et Ry = Osizjoks. Ry est dit mobile par rapport &, si 'une au moins de
ces conditions est remplie :

- Oy est mobile dang?; (ou0; 05 = 0;04(1))

- les vecteurd,j.k, exprimés dans la badgj k; varient en fonction du temps (ou les;;) définis préce-

demment sont fonctions du temps).

Si la premiere condition est seule rempli&, est entranslation par rapport aR;. Si la deuxiéme condition
est seule rempliek, est enrotation par rapport aR, autour du pointD,, fixe dansR;. Dans le cas général, le
mouvement dd, est la somme d’un mouvement de translation et d’'un mouvement de rotation.

Quand les vecteurs de baisg k- varient, ils doivent cependant rester orthogonaux et unitaires. On montre
que cela implique I'existence d’'un vecteldtz, r, appelévecteur rotation-instantanéde R, par rapport ak;,
tel que I'on ait :
diy djs dks

o = Qre/ri N o = Qry/m N2 o = Qry/m Nk
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On en déduit que tout poit/ lieé a R, (ouM € R»), c’est-a-dire dont les coordonnées dahssont constantes,
a une vitesse relative /@, égale a :

dr,02M
Rle = Qp,/r, A 0:M
soit
V(M € Ry/R1) = V(O2/Ry) + Qr, /5, A O2M (1.15)

On reconnait la somme de la vitesse de translatiof.get de la vitesse de rotation autourde

Sile mouvement d&, par rapport &; est réeduit aine seule rotatiod’angle« autour de I'axe);k, suppose
confondu ave© k, et ainsi fixe dang,, il est facile de voir quéy, r, est le vecteudk, porté par cet axe de
rotation, dont le module est la vitesse angulaire de rotation ; pbiié a R», on a alors

dp, 02M

= k1 VAN 02M
do

Si le mouvement dé?, est une rotation autour du poi, supposé fixe dang;, le mouvement de rotation
peut souvent se décomposer en plusieurs rotations effectuées chacune autour d’un axe bien choisi (par exemple
les rotations d’Euler). Le vecteur rotation-instantanée est alors la somme des vecteurs rotation correspondant
chacun a 'une des rotations, portés par chacun des axes associés.

Par exemple, supposois repéré par rapport &; par les 3angles d’Eulevariablesy, 6 et ¢, correspondant
aux rotations respectives autour @ek;, O,u et O,k ; tout pointM lié a R, peut alors étre considéré comme
fonction de ces trois angles lorsqu’on étudie son mouvement par rappart @M = O.M(1), 0, ¢), d’ou
I'on tire :

_ dg,O2M  0r,O2M N Or, O2M L Or,02M .

V(M/F) = dt Y v o0 9 BY) ¢
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Du résultat précédent correspondantré seule rotatiomautour d’un axe fixe, et de la définition des angles
d’Euler, on tire aussi :

Op, 02 M O, 02 M Op, 02 M

=k; A OoM ———— =uA0OM =ky A OoM
B 1 2 90 u 2 96 2 2
On en déduit : ' ' '
QR2/R1 = wkl + Qu—i- §bk2
L'accélération d’'un poiniV/ lié a R, est alors :
dr,V(M/R
T(M € Ry/Ry) = 2V M/B)
dt
A,y 5, (1.16)
== F(O2/R1) + T VAN 02M + QR2/R1 VAN (QR2/R1 VAN OQM)

Pour un pointP mobile dans le reperR, lui-méme mobile par rapport&;, on a la formule de dérivation en
repére mobile (ofiormule de Bouy:

dr, 0P dp, 03P

+ QRQ/Rl A\ OZP

dt dt
On peut en déduire les lois de composition des vitesses et des accélérations :
V(P/Ry) = V(P/Ry) + V(P € Ry/Ry)
vitesse relative a Rj vitesse relative a Ra vitesse d’entrai— (117>
nement de P par Ra
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I'(P/R,) = T'(P/Ry) + T'(P € Ry/Ry) +2QR2/R1 AV (P/Ry)
— ~——— ~ - >

v WV
accélération accélération accélération d’entrai— accélération de Coriolis
relative & Ry relative & R nement de P par Ro

(1.18)

Notons que si?, est en translation par rapport/a, le vecteurQy,,, est nul : la vitesse ou I'accélération
relative deP par rapport aR; est la somme de celle de par rapport &, et de celle de tout point lié &, dans
son mouvement par rapporta.

3. Rappels de cinétique

Soit un systeme matérieb), composé d’'un nombre fini de particules matériefesle massen;. La masse
totale de(S) estmg = ) . m;. Le centre de masseu centre de gravitéle (S) est le pointG tel que :

P G =0 (1.19)

soit encorems OG = > . m; OP; quelque soit le poinD.

On rapporte les pointg;, et donc le systémg5), & un repére?. Dans le mouvement de&) par rapport &R,
on définit les quantités cinétiques suivantes :

e L’ énergie cinétique

T(S/R) = Zm (P/R))? = %ms [V(G/R)]* + T(S/Rq) (1.20)
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ou R est le repére d’originé’ entranslation par rapport aR.
e La quantité de mouvement

p(S/R) = Zml (P;/R) = mg V(G/R) (1.21)
e Le moment cinétiquen un pointD quelconque :
Co(S/R) =) m;OP; AV(P,/R) (122)

De la définition du centre de masse, on tire notammehi(S/R) = Cs(S/R¢). La quantité de mouvement et
le moment cinétique de5) enO sont les éléments de réduction@miutorseur cinétiquele (S). Par ‘transport’
de moment, on a encore :

Co(S/R) = Ca(S/Ra) + OG A p(S/R)

e La quantité d’accélération

a(S/R) = ZmL (P;/R) = msT'(G/R) (1.23)
e Le moment dynamiquen un pointO quelconque :
Do(S/R) =) m; OP; AT(P,/R) (1.24)
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De la définition du centre de masse, on tire encdpe;(S/R) = D¢ (S/R¢). La quantité d’accélération et le
moment dynamique d&') enO sont les éléments de réduction@mutorseur dynamiqude(.S). Par ‘transport’
de moment, on a encore :

Do(S/R) = D¢g(S/Rg) + OG A a(S/R)

En relation avec le moment cinétique, on a :

drCo(S/R)

Do(S/R) = gt

+ms V(O/R) AV(G/R) (1.25)

ou le deuxieme terme s’annulle @i est fixe dansRk, ou siO coincide aved, ou siO et G ont des vitesses
paralléles.

Les expressions préceédentes s’étendent a des systemes matériels formeés d’une distribution continue de points
On remplace la masse; d’un point P, par la masse élémentaiie:(P) située enP, et les sommations finies sur
les pointsP; par des intégrales. Ainsi, pour toute quantit¢’) continue définie en chaque poift I'intégrale
fpe(s) q(P)dm(P) vient remplacer la sommation , m;q(F;) dans ces definitions.

Si (S) est un systeme solide, les expressions de I'énergie cinétique et du moment cinétique s’expriment
en fonction du vecteur rotatioi2 s,z du solide (ou vecteur rotation d’un repere lié a ce solide). Les vitesses des
pointsP liés au solide sont en effet distribuées autou€deelon la relatioV (P/R) = V(G/R) +2s/r NGP,
on trouve alors notamment :

Ca(S/Re) = [ 1 GP A (25 GPYdm(P) = 1 (25 (1.26)

ou I(GS) est 'opérateur d’inertie deS) enG. Dans un repéré&ijk lié a(.S), cet opérateur, linéaire, est représenté
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A —-F -F
par une matrice symétriqug: —F B —D |, ditematrice d’inertieou A, B etC sont les moments d’iner-
-F -D (C

tie de(.S) par rapport aux axes respectif$, Gj et Gk, etouD, E et ' sont les produits d’inertie. Si, y, z sont
les coordonnées de dansGijk etdm la masse élémentaire ét) on a plus précisément :

A= [ *+2)dn B= [ (@®*+2)dm C= [ (22+y*)dm
Pe(S) Pe(S) Pe(s)

(1.27)
D= [ yzdm E= [ zzdm F= [ zydm
Pe(S) Pe(S) Pe(S)
Pour I'énergie cinétique du solide, on trouve de méme :
_1 (8)
T(S/Rg) = 3 Qg/r - 157 (Qs/r) (1.28)

4. Rappels de la dynamique classique

Phb

La dynamique est la formulation mathématiquepdincipe de causalit@ppliqué aux expériences de méca-
nique :

- Un point matériel ne se met pas spontanément en mouvement.

- Son mouvement est une conséquence dersotie et desforcesqui agissent sur lui.

On recherche bien sdr des lois du mouvement générales et universelles. Cependant, le mouvement est parfois
une notion relative (mouvement dans un certain repéere), et 'universalité supposée des lois de la mécanique ne
pourra se vérifier que si le repere dans lequel on étudie un mouvement, est indépendant de tous les observateur:
possibles de ce mouvement. Par exemple, il serait absurde de rechercher quelles forces physiques agissent sur |

®Sommaire ®Index ®Page d’'accueil ®Précédente  @®Suivante ®Retour ®Retour Doc ®Plein écran ®Fermer ®Quitter



Q@g Copyright (© LDL) 2002, L. Duriez - Cours de Mécanique céleste ® Partie 1 @ section 4.1.0 ® Page 48 de 396

Soleil pour expliguer son mouvement apparent vu de la Terre supposée fixe, a savoir un mouvement de rotation
a raison d’un tour par jour sur une orbite de 150 millions de kilomeétres de rayon!

On admet donc les principes suivants :

- Il existe un repére privilégié oepéere absoluans lequel les lois du mouvement sont universepieéagipe
d’universalitd.

- Dans ce repere privilégié, un point matéiidléa une accélération null@i(incipe d’inertig. Alors, dans
tout repére en translation rectiligne et uniforme par rapport au repére absolu, ce point a aussi une accéléra-
tion nulle. De tels reperes sont appeiégeres galiléens

- Aucune expérience mécanique ne permet de mettre en évidence le mouvement d’un repere galiléen par rap-
port a un autre repére galilégorincipe de relativitede Galilée). Les mouvements dans un repére galiléen
seront donc qualifiés d’absolus.

- Tant que la vitesse des corps matériels reste petite devant la vitesse de la lumiéere, on a une tres bonne

approximation des lois de la mécanique en supposant que le temps s’écoule de la méme fagcon dans tous les
repéres galiléens.

4.1. Principe fondamental de la mécanique newtonienne

Les actions mécaniques qui influent sur le mouvement des points matériels sont schématisables par des vec-
teurs liés en ces points et appelésteurs-forceou simplemenforces Les expériences de mécanique sur les
corps matériels finis ont permis de dégager lanéondamentale de la dynamique

Un point matériel P soumis a une force F(P) acquiers, dans un repére galiléen R,, une accélération
I'(P/R,) proportionnelle a F(P) et de méme sens ; le coefficient de proportionnalité, m, ne dépend que
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de la nature physique de la particule matérielle correspondante ; c’est la masse inerte de la particule :

mT(P/R,) = F(P) (1.29)

Les propriétés d’additivité des vecteurs sont une facon d’exprimer le principe de superposition des états
(additivité des forces). Dans le cas d’'un systéme matériel composé d’un ensemble discret (ou continu) de points
matérielsP;, de massesn;, on peut considérer que chaqée subit une certaine forc®(F;), et 'on a pour
chacun :

I'(Fi/Ra) = F(P)

En regroupant tout ou partie désdans un sous-systenig), on peut additionner membre a membre les équa-
tions fondamentales correspondant a ces points :

>, mT(P/R)= ) F(P)
Pie(S) Pe(S)

c'est-a-dire aussi :
MsT'(Gs/R.) = R(S) (1.30)

ou M etGg sont respectivement la masse et le centre de magse) det ouR(S) est la somme (ou résultante)
de toutes les forces s’exercant $61).

On peut aussi additionner membre & membre les équations fondamentales aprés leur avoir appliqué le calcul
du moment en un point quelconquke:

> OPiAm;T(P/R,)= > OP;AF(P,
Pie(S) Pie(9)
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4.2.

®Sommaire

c’est-a-dire, en introduisant le moment dynamiqué.eenO et le moment résultant en de toutes les forces
s’exergant sufsS) :
Do (S/Ra) = Mo(S) (1.31)

Les 2 vecteur§R.(S), Mo (.5)] forment lestléments de réductieen O d’un torseur appelérseur des forces
s’exercant sufS). Le principe fondamental de la dynamique peut alors aussi s’exprimer en disant que dans un
repére galiléen, le torseur dynamique (@8 est égal au torseur de toutes les forces s’exergcantSurCette
formulation est surtout intéressante pour I'étude du mouvement des systemes composés de solides.

Principe d’opposition de I'action et de la réaction

Lorsqu’une particule P, exerce sur une particule P, une force F5, alors P, exerce sur P, une force Fy;
opposée a F15 et de méme module, c’est-a-dire F9y = —F 5. Ces deux forces forment alors un torseur nul,
a savoir :

résultante : Fis+Fy =0
moment résultant en O : OP1 N F12 + OP2 A F21 =0= P2P1 A F12

La derniére égalité montre aussi que la force décrivant I'interaction de deux partigde$, est colinéaire a
P.P,.

De |a on peut étendre ce principe a des systémes matériels quelconques : Dans un tel($)stéinague
particule subit des forces d’interaction provenant de chacune des autres particldgseti@ppelédorces in-
térieuresa (5), et éventuellement des forces provenant de particules n’appartenantpestappeléeforces
extérieuresa (S). En considérant I'ensemble des particuleg fleet en leur appliquant le principe d’opposition
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de I'action et de la réaction, on montre alors que le torseur de 'ensemble de toutes les forces intéfigures a
est un torseur nul.

4.3. Théoremes généraux

Les deux principes précédents entrainent immédiatement les deux théoremes suivants de la mécanique new:

tonienne :
MsT(Gg/R,) = REY(S) (1.32)
dCq,(S/R. -
D (5/Ry) = 200l Te) _ pyiena ) (133)

oUREY(S) et M(C‘j’s‘t)(S) désignent le torseur, réduit €, de toutes leforces extérieurea (5).

Ce torseur est nul par définition si le syste(se estisolé dans I'espace. Dans ce cas, le mouvementge
est rectiligne et uniforme, et le vecteUy; (S/R,), moment cinétique du systeme @3, est constant.

4.4. Différents types de forces

On peut classer les forces de plusieurs maniéeres :
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4.4.1. forces réelles et forces d’inertie

4.4.2.

®Sommaire

Si I'on veut représenter le mouvement d’une particule ou d’un systeme dans un repéere non galiléen, il faut
tenir compte de forces supplémentaires dépendant du mouvement du repere. Ce sont des forces fictives, dites
forces d’'inertie Dans un repere non galiléen, I'accélératidnrelative a ce repere s’exprime en fonction de
'accélérationl’, absolue, et des accélérations d’entrainement et de CdrioksI'. : I', =T', — I'. — I'.. En
identifiantm I", a la force réelld" subie parP, on obtient :

mI, =F —mTI.—mT, (1.34)

Les quantités-m I', et —m T, sont laforce d’inertie d’entrainemerdt laforce d’'inertie de Coriolis

En mécanique céleste, les repéres utilisés sont souvent en translation (non uniforme) par rapport aux reperes
galiléens. Leur vecteur rotatidn est alors nul, ainsi quE,, et I'accélération d’entrainement est réduite a I'ac-
célération d’'un point de ce repere, par exemple son origine. Au contraire, lorsqu’on utilise des reperes tournants,
il faut tenir compte dd", et del’...

forces de liaison et forces de champ

Des qu’un systéme matériel est composé de plusieurs particules, chacune d’elles est I'objet de forces prove-
nant notamment de I'action des autres particules de ce systeme.

Lesforces de liaisorsont des forces qui maintiennent le systeme matériel selon un certain assemblage donné,
I'obligeant a avoir un mouvement respectant ces liaisons. Ce peuvent étre les forces de cohésion qui assurent pat
exemple larigidité d’un solide, ou qui régissent ses déformations. Ce peuvent étre aussi des forces intervenant au
contact entre plusieurs parties du systeme, qui s’appliquent aux points de contact et qui disparaissent si le contact
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se rompt (systemes articulés par exemple, ou en appui sur des supports). Ces forces de liaison sont généralemer
difficiles a modéliser car elles dépendent souvent étroitement de la composition, de la forme ou de I'état des
surfaces qui composent le systéme. De ce fait, elles sont le plus souvent inconnues a priori et c’est I'observation
du mouvement des diverses parties du systeme qui permet de les mettre en évidence et de les déterminer.

Ce type de forces intervient rarement en mécanique céleste car on y étudie essentiellement des mouvements
de corps solides libres de tout contact. Cependant, les mouvements des satellites artificiels peuvent étre affectés
par le frottement atmosphérique s’ils se rapprochent trop de la Terre, ou peuvent dépendre des mécanismes
éventuellement articulés qui les composent.

Lesforces de champeprésentent au contraire des actions qui s’exercent a distance et qui sont bien connues,
données par les lois de la physique (forces de gravitation, forces électromagnétifjueis mécanique céleste,
c’est essentiellement la gravitation universelle qui constitue le moteur des systemes étudiés. Orgvefira 2n
comment on modélise la gravitation entre des corps quelconques ; examinons cependant dés maintenant le ca:
élémentaire de deux particules ponctuelles, dans le cadre de la mécanique classique ou newtonienne.

La loi de Newton nous dit que deux masses ponctuetle®t m, situées en des points, et P, s'attirent
proportionnellement a leurs masses et a I'inverse du carré de leur distance [Aiesérce suiP, la force :
Km1m2 P1P2

F12 == TQ - (135)

ou r désigne la distanc;P,| et K la constante de la gravitation universelle. Inversement, par symgirie,
exerce sur; la force opposeée :
Km1m2 P2P1

7’2 r

Fy = —

Ces deux forces n’existent que par la présence des 2 masses plaé¢ges £n Cependant, la modélisation
de ces forces permet de dire gite signale sa présence dans tout I'espace environnant par ‘I'émission’ d’'un
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champ de gravitatioalont la valeur en un poin® est :

Km, PP
- P.PP
C’est un champ de vecteurs tous dirigés versdépendant de la massg placée en ce point, et calculable en
tout pointP autre queP;. Alors, une masse:, est placée en un poiiit,, subit la forcen, G1(F2). Inversement,

P, ‘émet’ aussi son propre champ de gravitatio@s(P) = —%, qui exerce surn; en P; la force
2

mq Go(Py). D’allleurs, ces deux champs se superposent de telle sorte qu’en toufpairte queP; et P, on

trouve le champ de gravitatidd, (P) + Go(P).

Gi(P) = (1.36)

L'intérét d’introduire cette notion de champ de gravitation vient de ce qebaep vectorie¢st représentable
a partir d'unchamp scalairedonc plus simple, appefgtentiel de gravitationEn effet, on veérifie aisément que
G (P) par exemple dérive du potenti€] (P) :

- Km1

U,(P 1.37
par la relation
G1(P) = grad (U, (P)) (1.38)
ougrad, est I'opérateugradient enP, qui est défini dans un repere cartésigijk ou P a pour coordonnées
(z,vy, 2), par :
0 0 0
dp=—i+—j+=—k 1.39
grad, 8x1+8y']+8z (1.39)
De méme[/5(P) = é”ﬁ est le potentiel de gravitation éhde la massen, située en>,, et le potentiel de
2

gravitation des deux masses au pdmest la somme/, (P) + Us(P).
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C’est cette propriété d’additivité des champs et des potentiels qui permettra plus loin d’établir le champ et
le potentiel de gravitation des corps quelconques. Il est cependant intéressant de connaitre des maintenant ce
résultat : Si la répartition de la matiere dans un systeme admet la symétrie sphérique de cemirehamp de
gravitation (et son potentiel) est le méme que si toute sa masse était concentré®reciest sensiblement le
cas des planetes et du Soleil. Cela justifie le fait qu’on puisse étudier le mouvement des planétes et des satellites
avec une tres bonne approximation en considérant ces corps comme ponctuels.

Remarque 1. Les masses qui interviennent dans la loi de la gravitation universelle sont a priori différentes de la
massen(?, dite masse inertequi intervient dans la loi fondamentale!”) T' = F. Les masses de la gravitation
sont lesmasses gravesu masses pesantes{)) qui mesurent la susceptivité gravitationnelle des corps, tandis

gue la masse inerte mesure la résistance des corps aux changements de vitesse. SUr &strie goids d’un
(p)

objet F = m®g), on trouve en fait que la Idi = %g est vérifiee expérimentalement avg% =1la

10~* pres (expériences de E6tvos). La coincidence de ces 2 coefficients d’origine différente est inexplicable
par la mécanique newtonienne. Elle constitue au contraire I'une des bases de la relativité générale d’Einstein :
La gravitation y est une propriété géométrique de I'espace-temps ; tout corps, de part sa masse, provogue une
distorsion de I'espace environnant; cette courbure apparait aux autres corps qui s’y trouvent plongés , comme
une accélération. L'obéissance d’'une masse a la gravitation n’est plus alors qu’'une manifestation de son inertie
et la distinction entre masse pesante et masse inerte disparait. On adopte dom&peurn”’ une notation
uniguem.

Remargue 2. On peut penser que généralement le champ de gravitation d’'un systéme matériel est connu ; cela
dépend en fait du degré de connaissance que I'on a de la répartition de leurs masses, ce qui n’est pas toujours
le cas en mécanique céleste. Si ces masses sont inconnues, ou mal connues, c’est I'observation des mouvemen
qui permettra éventuellement de les déterminer, par comparaison avec les mouvements théoriques déduits des
équations du mouvement et dans lesquelles les masses sont laissées sous forme de parameétres indéterminés.

®Sommaire ®Index ®Page d’'accueil ®Précédente  @®Suivante ®Retour ®Retour Doc ®Plein écran ®Fermer ®Quitter



Q@g Copyright (© LDL) 2002, L. Duriez - Cours de Mécanique céleste ® Partie 1 @ section 4.5.0 @ Page 56 de 396

4.5. Théoreme de I'énergie cinétique

Considérons le cas général d’'un syst&ifie composé de points; de masses:; subissant un ensemble de
forcesF(P;). En multipliant membre a membre I'équation fondamentale de chaque point par la vitesse de ce
point, et en sommant pour tous les pointg ¢ on obtient :

> miT(P/R,)-V(P/R,) = Y F(P)-V(P/R,) (1.40)
Pe(5) Pie(S)

Le membre de gauche n’est autre que la dérivée par rapport au temps de I'énergie cinétifueatesr,,
tandis que celui de droite représent@lassancalansR, de toutes les forces appliquees 8§ aux pointsp; :

%:% % Z mi[V<Pi/Ra)]2 = Z m; T(P;/R,) - V(P;/R,)
Pie(S) Pe(S)

et
PEF(P)|P; € (S)}/R,) = Y_ F(P)-V(P/R,)

Pie(S)

La puissance de certaines forces peut étre nulle. Par exemple, on a vu que les forces intérieures a un systeme
forment un torseur nul; si ce systeme est un solide, on montre que la puissance de ces forces est nulle dans tou
repere. Autre exemple : Si un systeme est soumis a des liaisons dites ‘sans frottement’ ou ‘idéales’, cela signifie
gue les forces d’interaction correspondantes ont une puissance nulle (ou ne consomment pas d’énergie).

En éliminant ainsi les forces dont la puissance est nulle, il peut arriver que les forces restantes aient une
puissance dont I'expression soit la dérivée par rapport au temps d’'une fomEtiodite fonction de forces
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c’est-a-dire que l'on a:
dw.
> F(P)V(P/R) =~

P;e(S)
On obtient alors, par intégrationjritégrale premiere de I'énergie cinétique

T(S/R,) = Ws + h (1.42)

ouh est une constante d’intégration. La quantid’s est appeléénergie potentiellde(.S), et T'(S/R,) —
est I'énergie totale qui est ainsi constante ; on dit que le systéme conserve son énergie, ou quesyssingm
conservatif

Ce cas intervient par exemple si 'ensemble des forces de champ appliquées en chag@espbiatgradient
en P; d’'une fonctioni¥g, fonction des coordonnées de ces points; en effet, en notantet z; les coordonnées
de P, dans le repére galiléeR, = Oigjoko, on peut alors écrire :

oWs. OWsg., O0Wg

F(P;) = gradpWs = B2, 1p + o Jo+ 52 ko
et en déduire :
Ws . OWs Ws . dWg
. = 1.4
Z gradPZvWS Z 8@ T; + a yz+ azi Zi dt ( 3)
P;e(S) P,e(S)

C’est donc notamment le cas des systemes de particules ou de solides sans contacts mutuels et en interactiol
gravitationnelle. De tels systemes sont conservatifs.

Remarqgue . L'intégrale de I'énergie cinétique peut aussi exister dans des mouvements relatifs correspondant a
des repéres non galiléens.

®Sommaire ®Index ®Page d’'accueil ®Précédente  @®Suivante ®Retour ®Retour Doc ®Plein écran ®Fermer ®Quitter



Q@g Copyright (© LDL) 2002, L. Duriez - Cours de Mécanique céleste ® Partie 1 @ section 5.0.0 ® Page 58 de 396

5.

®Sommaire

Mise en équations et résolution des problemes de mécanique céleste

La Mécanique Céleste qui nous intéressera particulierement concerne les mouvements des divers corps du
systeme solaire, qu’ils soient naturels ou artificiels. Avant de mettre en équations ces mouvements, il faut définir
géométriqguement le systeme, en choisissant notamment les coordonnées, ou plus généralement les variables, gt
soient les mieux adaptées. On verra que ce choix est délicat car de lui dépend la plus ou moins grande complexité
des équations. Il faut ensuite analyser les forces en présence et les exprimer en fonction des variables choisies.
Notons que les systemes étudiés en Mécanique Céleste sont en mouvement sous l'action presque exclusive de I:
gravitation et que les forces de liaison sont rarement impliquées.

On peut alors appliquer les théorémes généraux pour chaque partie du systéme dont on veut étudier le mou-
vement en particulier, et en y distinguant bien les forces intérieures des forces extérieures. En effet, bien que
I'on sache que le systeme solaire comprend le Soleil, les grosses planétes, les satellites de ces planetes, les pe
tites planétes, les cometes, et qu’en toute rigueur, ces corps n’étant pas des masses ponctuelles, il faille tenir
compte de leur forme, la résolution globale des équations du mouvement de 'ensemble du systéme solaire n’est
pas réaliste. On est amené a étudier séparément des sous-systemes simplifiés, représentant une certaine appro:
mation du systeme réel. Par exemple, on peut décomposer le systeme solaire en considérant a part le Soleil et
tout ou partie des grosses planétes assimilées a des masses ponctuelles, en négligeant donc la forme des planét
et I'influence de leurs satellites ; d’'un autre cété, le systeme des satellites d’'une planéete peut étre étudié a part,
en tenant compte de I'influence du Soleil et de la forme de la planéte sur chaque satellite, et éventuellement en
négligeant les attractions réciproques des satellites entre eux ou I'attraction qu’ils subissent de la part des autres
planetes. Ce sont en fait les caractéristiques physigues des masses en présence (en particulier leur grandeur e
leur répartition spatiale) qui permettent de simplifier plus ou moins les systemes en négligeant les forces qui
donneraient des effets non mesurables a un niveau de précision donné. On verra notamment que de nombreu
systemes sont ainsi assimilables a des systemes de 2 corps subissant seulement des perturbations de la part d
autres corps.
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L'objet de ce cours sera ainsi de présenter des méthodes de résolution de problemes simplifi€s mais cepen-
dant représentatifs, a un niveau de précision donné, de mouvements réels de satellites ou de planétes. La mise e
équations de ces mouvements et leur résolution pourra éventuellement étre faites aussi par les méthodes hamil-
toniennes décrites dans la partie 2 et qui représentent une autre facon d’utiliser les principes fondamentaux de la

mécanique générale.
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Deuxieme partie

Eléments de mecanique hamiltonienne

Formulation lagrangienne des équations de la mécanique
Formulation hamiltonienne des équations de la mécanique
Transformations canoniques

© 00 N O

Fonctions génératrices de transformations canoniques
9.1 Résolution par la méthode d’Hamilton-Jacobi
9.2 Application a la méthode des variations des constantes arbitraires

6. Formulation lagrangienne des équations de la mécanique

On a vu en81-4.1le principe fondamental de la mécanique newtonienne appliqué a un ensemble de points
P, de masses:; subissant chacun une for&¥ P;). L'équation vectoriellen; I'(P,/R,) = F(P;) qui donne le
mouvement de chacun de ces points dans un repere galiléen, est équivalente a I'équation scalaire suivante :

my; F(PZ/RQ) : Wz = F(R) : Wz VWZ (21)

Le vecteurW, doit étre un vecteuarbitraire quelconquesi W; = 0P; représente un déplacement arbitraire du
point P;, le produit scalaird (P,) - §P; représente leavail de la forceF (P;) dans ce déplacement &, = V
représente une vitesse arbitraire du pdintle produit scalaird'(P;) - V; représente lauissancale la force
F(F;) dans ce mouvement. Le déplacemenfdainsi considéré doit étre quelconque : Ce n’est pas uniquement
le déplacementéel subi parP; quand cette force agit pendant un temps élémendaire’est un déplacement
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quelconque et arbitraire que I'on qualifie detuel, et le travail correspondant est appesdail virtuel deF (F;).
De mémeV; représente ungtesse virtuellet la puissance correspondante estesance virtuellees forces.

On peut ainsi remplacer le principe fondamental de la dynamique, étendu aux systémes de points, par le
suivant appel@rincipe des travaux virtuels

Pour toute partie (S) d’un systéme matériel, le travail virtuel de toutes les forces appliquées sur les parti-
cules P; de (S) est égal au travail virtuel des quantités d’accélérations (mesurées dans un repére galiléen) :

Z m; T'(Pi/R,) - 0P; = Z F(P) - 0P, YV oP;

P,e(S) Pie(S) (2:2)

quels que soient les déplacements virtuels des particules du systeme.

Les systemes que I'on considérera en mécanique céleste sont composés d’'un nombre fini de particules ou de
solides. lls sont donc représentables par un nombre fini de parametres. Si un tel systeme depamdrdétres
géométriquedq; }(;—1..n) indépendantson dit qu’il possede: degrés de liberté [par exemple, un solide a 6
degrés de liberté lorsqu’il est libre de se déplacer dans I'espace : 3 variables décrivent le mouvement de son
centre de masse, et 3 autres variables donnent le mouvement de rotation autour de son centre (angles d’Euler pa
exemple)]. Les particuleB; du systeme peuvent alors étre repérées a l'aide de pasametres oaoordonnées
généraliséeset un déplacement élémentaire @ese met sous la forme :

" JP;
dP; = S dg;
j=1 =%

Si lesn degrés de liberté tiennent compte de liaisons existant entre les diverses parties du systéeme, cette expres-
sion représente un déplacementatimpatibleavec ces liaisons. Udéplacement virtuel compatibberec ces
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liaisons est alors donné par :

", 0P,
oP; = —4q;
—1 8(]j J

ou lesdg; sont des variations virtuelles quelconques des parametres.
Ainsi, le principe des travaux virtuels s’exprime encore sous la forme :

Z Z m.T(P;/R,) Z > F(P) 5% V dg;

Jj=1 P,e(S Jj=1 P,e(S)

L'énergie cinétique absolue du systemé+ T'(S/R,) = 5 ZPE s) M V(Fi/ Ry )? peut étre aussi exprimée
en fonction deg@n variablesy; et ;. En faisant la somme pour tous I€sde la formules de cinématiqu&.14)
écrite pour chaque point, on obtient :

0P, d (0T oT
ml(P/R,) - 5~ = < (2 ) — 5
2 (Fy/ Ra) dq;  dt (3%) dq;

On peut écrire aussi :

P
Pie(9) 9

Exercice ol les®; sont les composantes desces généraliséegui s’appliquent sur le systéme, exprimées elles aussi en
fonction desy; (si les forces initiales dépendaient en plus des vitesseB;dkes fonctionsP; dépendraient biei]__)
sar aussi deg;). On obtient ainsi : bt9
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) { (gz;) ] 04 = Z@(Sq] v og; (2.3)

j=1

Comme cette égalité est vraie quels que soientdeset parce que les parametreg; sont supposés indé-
pendants les uns des autres, on en déduit Eguations différentielles suivantes :

i(ﬁ_j)_f)_T_(Dj g=1l-cm (2.4)
t \ ¢, 0q;

Ces équations sont légjuations de Lagrangéu systemésS). Elles viennent d’étre établies dans le cas ou
lesn paramétres sont indépendants. Si au contraire il exisgdations de dépendance entre eggarametres
(p < n), soit {ax(q1,- - gn) = 0}r=1.., des “déplacements” virtuel;; compatibles avec ces liaisons devront

satisfaire leg contraintes :
= 8ak
2 3g, 00 =0

j=1 Y
Les forces qui maintiennent ces liaisons développent un travail élémentaire exprimable sous la forme :

ou les)\; sont des composantes (inconnues a priori) de ces forces. Le travail virtuel de ces efforts de liaison est

alors simplement :
0
SW = § j§ e k5

k=1 j=1

®Sommaire ®Index ®Page d’'accueil ®Précédente  @®Suivante ®Retour ®Retour Doc ®Plein écran ®Fermer ®Quitter



@ & Copyright (© LDL) 2002, L. Duriez - Cours de Mécanique céleste ® Partie 2 @ section 6.0.0 ® Page 64 de 396

En supposant que ces efforts de liaisons n’étaient pas comptés dans le¥F{drgesui engendraient les com-
posante®;, le principe des travaux virtuels est maintenant donné par :

n

> [ (5) &) m X

Les expressions dE et des®; utilisées dans cette équation dépendentrdeariablesy;, sans tenir compte
desp relations de liaison existant entre elles. En fait, on considére donc ces variables comme indépendantes, et on
déduit comme précédemmentquations de Lagrange, dépendant cependaptagltiplicateurs de Lagrange

®; +Z b ] 8q; Y 8q;

A .
d aT> oT " O
— [ =) =-= =9, + A\ — j=1--n 2.5
t <8qj dg; ; * dq; (25)
Pour pouvoir résoudre (déterminer lgset les),), il faut compléter le systéme d’équations avecyeslations
de liaison.

On obtient des equations analogues, avec multiplicateurs, lorsque les contraintes dues aux liaisons sont direc-
tement de la form@ brjdg; = 0 sans que les,; soient les dérivées partielles de fonctienspar rapport a

g, ; dans(2.5), lesb; viennent alors simplement remplacer %é Notons encore qu’en mécanique céleste, les

systemes dynamigues sont rarement soumis a des Ilalsons physigues réelles de sorte que l'usage des équatior
“avec multiplicateurs” est peu fréquent.

Dans le cas ou certaines parties du systeme ont un mouvement impose, donné en fonction du temps, I'énergie
cinétique peut dépendre explicitement du temps, c’est-a-dire qu'ofi &: T'(¢;, ¢;, t). Cela ne modifie pas
les équations de Lagrandg.4) si les déplacements virtuels compatibles avec les liaisons correspondant au
paramétrage du systeme sont faitSinstantt¢, c’est-a-dire en considérant = 0. Sinon, il faut considéret
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comme ungn + 1) variable notéey,,; et, en plus des équations de Lagrang€.4), on écrit I'équation
analogue correspondanga= n + 1; il convient toutefois d’associer@, ;1 une vitesse,, . ; €gale a 1, mais on
ne remplace,,. | part etq,,, par 1 qu'a la fin des calculs.

Dans le cas, fréquent en mécanique céleste, ou les forces agissant sur le gy$tdérent d’'un potentiel
U, c'est-a-dire qu'il existd/ tel que :
dU = > F(P)-dP;
P;e(S)

On dit encore que le travail élémentaire des forces est la différentielle totale d’une fdricfanrction des points
P;. En exprimantU en fonction deg;, on a par ailleurs :

dU =Y ——dg; et Y F(P)-dP; =) ®;dg
j=1 0g; Pie(S) j=1
de sorte qu’on identifie :
ou
o, = —
dq;

EnnotantL. = T + U , les équations du mouvement se mettent alors sous la forme d’Euler-Lagrange :

d (oL\ oL _, .

L est lelagrangiendu systeme dynamique. Ces équations s'étendent aussi au ¢astéludépendent explici-
tement du temps, de sorte qu’un lagrangien est généralement considéré comme fon2tion deariables :
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L = L(qi, 0, qG1," *,qGn,t). Un systéme dynamique vérifiant les équati¢h$) s'appelle ausssystéme
lagrangien

Remarque . Les équations d’Euler-Lagrange sont I'expression d’'une propriété d’extrémum que I'on retrouve
sous divers noms : principe de moindre action en mécanique, théoréeme de Fermat en optique, théoreme d’Euler
en mathématiques. On démontre en effet en mathématiques le résultat suivant :

Soit F'(z, y, z) une fonction continue de 3 variables réelleg et z, dont les dérivées partielles sont continues
jusqu’a l'ordre 2 au moins. Considérons alors, peet b fixés, I'intégrale suivante :

Ir(y) = /:b F (x,y(ﬂi),j—g dx

Cette intégrale prend des valeurs diverses suivant la fongtienque I'on met dangd”. Pour I'ensemble des
fonctionsy(z) qui prennent la méme valeur en= a et enz = b et qui different entre etb, I'intégrale I»(y)
est extrémale gj(x) vérifie 'équation d’Euler :

a(ory_or_,
dz \ Oy dy

Ce résultat se généralise d'ailleurs au cag’'ast fonction d&n + 1 variables :F'(x, y1, z1, - -+ , Yn, 2n), POUr
lesquelles l'intégrale

ou I'on a notéy’ = dy/dx.

[ P / T B @) e oo El))

=a

8F)_8F:O

e < tona-d (OF
est extrémale SI, pour touton a T (8y2 ayi
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Ainsi, dans le cas des équations de Lagrange, la trajectoire décrite par le systeme matériel entre les instants
to etty, correspond a un extrémum de l'intégrale :

t1
I:/ L(taqlvqla"'7Qn7Qn>dt
to

La quantité/ est I'action (dimension)M L*T~1); si les instants, ett; sont trés voisins, I'extrémum est en fait
un minimum et I'on dit que les systéemes lagrangiens vérifieptilecipe de moindre action.

7. Formulation hamiltonienne des équations de la mécanique

Dans un systéme dynamique de lagrandiéq, - - -, g., G1, - - -, Gn, t) , ON peut encore transformer les équa-
tions d’Euler-Lagrange pour aboutir a un systeme d’équations mis sous une formarditequegu’on appelle
éguations d’Hamilton

Pour cela, a chacune des variables de positioon associe uneariable conjuguée; définie par la relation :

)
04

Di i=1-n (2.7)

Si ¢; a la dimension d’'une longueuy; a la dimension d’une quantité de mouvemewt/(7—1) ; si ¢; est une
variable angulaire (sans dimensiom)a la dimension d’un moment cinétiqu&/(>7~!) et on parle dans ce cas
demoment conjuguéeq;. Lesn équations différentielles du second ordre d’Euler-Lagrdfd® se dédoublent

alors er2n équations du premier ordre :
_ 2.8
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i
% = solution de (2.7)

On peut en effet interpréter les équatidds’) commen relations entre leg; et lesg; (ces relations sont d’ailleurs
généralement linéaires car = T + U est généralement, comnié une forme quadratique des variables de

- - - N . - ’ - 7 . ’ 2 -
vitesse). Pour pouvoir inverser le syste(@er), il suffit que le déterminant des dérivées secong@%? soit
(¥
non nul.

En fait, on se sert de cette inversion pour exprimer en fonction,ddssp; et det, la quantitéH définie par :

H:ZPZQZ_L(leaqnaq177qn7t) (29>
=1
et ainsi transformée el = H(q1,- -+, qn, p1," -+, Pn, t) ; par différentiation, on a alors :
" OH "\ OH OH
dH = — dg; —dp; + — dt 2.10
:aqu+;apip+8t (2.10)

Par ailleurs, en différentiant I'expressi@h9), on obtient aussi :

a oL oL oL

Les termes edg; s’éliminent, d’apres2.7), et ensuite, par comparaison ay&cl0), on obtient les équations :

9H 9L 9H 9H 0L
N 8]?1 ’ 3(]1 N ﬁqz ’ ot B ot

i
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soit encore, d’apré&.8): dp% _ %gf

On a donc flnalement, a la place de®quations du second ordre que sont les équations de Lagrange,
équations du premier ordre appelégsiations canoniquesu equations d’Hamilton:

= = : == our 1=1---n
Exercice ot H(qi, -, qn,p1,- -, P, t) €St la fonction d’Hamilton olnamiltoniendu systéme dynamique. Un systéme

dynamique régit par de telles équations (antisymeétriques) est aussi apgpeide hamiltonien

Dans le cas desystemes conservatjfEhamiltonien ne dépend pas du temps explicitement et représente
I'énergie totale du systéme. En effet,%lil =0, la dérivée totalél# seréduita:

dH <~ (0H dg; ~0H dp;
E_z;<8qi dt+8pi dt)

1=

et cette quantité est nulle d’'apré&s11); donc H est constant.

Par ailleurs, aved. = 7'+ U ou U ne dépend que des variablgsles conjuguées; valent‘?TL T Or
I'énergie cinétiquel” étant une forme quadratique des variables de vitgssm a, d’apres le theoreme d’Euler
sur les formes homogene$ ;. g—gqi = 27'. On en déduit :

H = szqz L= Zaqqz T-U=T-U
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On reconnait I'expressiofiL.42) du théoreme de I'énergie cinétique, avécreprésentant I'énergie totale du
systeme et-U son énergie potentielle.

Dans le cas le plus général on peut décompasem L = L, + Ly + Lo ou Lo, L, et Ly sont respectivement
des fonctions homogénes de degrés 2, 1 et 0 par rapport a 'ensemble des vasideppliquant de nouveau

le théoréme d’Euler, on a anE OLy qZ = kL* pourk = 0 a 2, de sorte qué& peut se calculer ainsi :
O(Ly + Ly)
H= Z 2+ 1'—L2—L1—L0:L2—L0

Exemple : Equations canoniques du mouvement d’'un pdtrde massen, mobile dans un plan fixe et attiré
suivant la loi de Newton par un centre fige(probleme de Kepler). On repéfepar des coordonnées polaires
(r,0) de pbleO. La force d'attraction est proportionnelle a une constar&davaut :—myu/r® OP. Elle dérive de

la fonctionU = mu/r. L'énergie cinétique dé estT = —m(r2 + 24 ), et son énergie potentielle est/. On
en déduit le lagrangieh = T + U et I'hamiltonien :

1 :
H=T-U=-m(# +r2") - £
2 r
Les variables conjuguées et py sont alors :
oL 0T ) oT 2
r — A~ — . = mr = —— =mr
Pr="or = or D= "6

d’od l'ontire : 7 = 2r etd = L2 puis :
"Tm mr? b
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On a enfin les équations canoniques du mouvement :

dr _ 0H _ pr dpr:_GH:pg_mu
dt — Op, — ™ dt o~ mut P
dt — 8p9 B mf/’z dt 00 —

On remarque que la derniére équation dopneonstant (entrainamtr20 = py = constante, loi des aires).
C’est en fait la non-présence explicite de la variabldans I'hamiltonien qui induit cette intégrale premiere.
Ainsi, lorsqu’un hamiltonien ne dépend pas explicitement de certaines variables, I'intégration des équations
d’Hamilton relatives a leurs variables conjuguées devient immédiate. A la limite, si un hamiltonien ne dépend
explicitement que de la moitié des variables, le systéme est completement intégrable, les conjuguées de ces
variables étant des constantes et ces variables elles-mémes étant des fonctions linédiliesédét de la for-
mulation canonique des équations de la mécanique vient de ce qu’il existe des régles pour changer de variables
de telle sorte que les équations exprimées dans les nouvelles variables s’expriment avec un nouvel hamiltonien
en conservant la forme canonique ; un tel changement de variables esttagpslgrmations canoniquesi le
systeme est intégrable, on peut en outre faire en sorte que la moitié des variables n’apparaissent plus explici-
tement dans le nouvel hamiltonien. La méthode des transformations canoniques est donc trés intéressante poul
la résolution des équations différentielles de la mécanique, d’autant plus que cette méthode peut étre ensuite
prolongée pour traiter les perturbations de systemes intégrables.

8. Transformations canoniques

Considérons un systeme hamiltonien représenté par un jeu de variables can@pigygs; ..., et un hamil-
tonienH (¢;, p;, t). Cela revient donc a dire que lgset lesp; vérifient les équations canoniques : bt9
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(2.12)

pour 1=1--n

. OH . . OH
ql - apz ) p”L - aqz
Supposons donné le changement de variables suivant, entre les anciennes \afiable=t les nouvelles

(2.13)

(x;,y:), explicité par2n fonctionsf; etyg; :
qi — fi(a:b s Ty Y1,

Di :gi(xlv'"axnaylv"'vynvt)

"7yn7t)

On suppose aussi que ceséquations peuvent s’'inverser pour donner(lesy;) en fonction desq;, p;).
On recherche a quelles conditions ce changement de variables est canonique, c’est-a-dire conduit aussi a des

équations canoniques en variables ;) :
OH'
) (t=1,---n) (2.14)

. OH'
Ti = ; i =
s YT o,
ou H’ est le nouvel hamiltonien (éventuellement différent/dle On peut évalue; et p; a partir de(2.13) et

identifier le résultat aux expressiofs12):
. dfi = (0fi dfi . dfi OH
RIS (axﬁﬂ * ayjyj) ot " op (2.15)
. dgi <~ (09 . | Og; . dg;  OH
b= _Zl (axj“”ﬂ * ayjyf> "ot T g, 18]

Or, a l'aide deg(2.13), on peut évaluef! en fonction desz;, y;,t) ; soit H*(x;, y;, t) cette expression dH :
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En désignant pat I'une des variables;, - - -, z,, v, - -, y, On peut évaluef%%* ;
OH* <~ (0HOp; 0HOq\ ~~ (OHOg; OHOf;
da Z <8pi da + 0¢; 804) N Z <8pi oo + 0q; O«

OH j| taut faire, en utilisant leurs expressions

Cette expression indique quelle combinaison Ilnealre%féset
(2.15)et(2.16), pour calculer%% en fonction deg;; ety, ; on obtient :
Oa —;; (&L’j da  Oa Oz a

ZZ (ay] O Oa ayj) yj+ (217)

7j=1 =1

zn: 8fi 5!% _ afi agi
: ot o Oa Ot

7,

Phs

On appellecrochet de Lagrang@u, v] de la transformation définie par I¢set g; I'expression :

_ - dfi 0gi _ dfi 0gi
[u,v]-Z(au dv v 8u>

=1

on aainsi:
OH* & . :
dav :Z([xj7a]xj+[yjaa]yj)+[t7a] (218>
j=1
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On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 1.Le changement de variables défini par les fonctions ( f;, g;) est canonique si et seulement si
les propriétés suivantes sont réunies, pour tout j et pour tout k :

= [zj, yx] = 01 = { é ::; ; Z (symbole de Kronecker)
— [zj,2x] =0

~ [yj, 9] =0 )

— Il existe F*(x;,y;, 1) tel que [t, o] = %La pour tout « pris dans I’ensemble des variables (x;, y;)

Le nouvel hamiltonien est alors : H'(z;,y;,t) = H* — F*

Remarque . Si le changement de variables ne dépend pas explicitemenbdei%];i = %gt’ = 0 pour tout: ;

les crochet$t, z;] et|t, y;] sont alors nuls quelque sgikt I'on peut prendré™ = 0. Dans ce cas, I'hamiltonien
conserve savaleurH’' = H* = H

Exercice Exemple : On pourra vérifier que les changements de variables suivants sont canoniques et conservent la valeur
de I’hamiltonien :

qi = /2x; CoSY;
L Di = /2x;siny;

q1 = \/xl/wl cos Yy + \/l‘g/CL)Q COS Y2 ou w; et wy sont deux constantes
2 q2 = —/ $1/w1 COS Y1 + 4/ xg/w2 COS Y2

P1 = \/T1W1 sin Y1 + +/Taws Sinyg
P2 = —4/T1w1 SIN Y1 + |/Tows SIN Yo
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Dans le cas général ou le changement de variables dépend du temps, il reste cependant a trouver |&*fonction
Le théoreme suivant, qui donne une autre condition nécessaire et suffisante de canonicité d’'un changement de
variables, peut aider a trouver cette fonction.

Théoréme 2.Pour qu’une transformation (g;, p;) — (x;,y;) soit canonique, il faut et il suffit qu’il existe

F tel que la forme différentielle :

> (pydg; — y; da;) + F dt (2.19)

j=1
soit une différentielle totale, et on a alors : ' = H' — H* = —F*
En effet, en supposant que ce soit une différentielle totale, montrons que les conditions de canonicité du

théoreme 1 sont satisfaites. Pour cela, exprimons d’abord la forme différe(fiéfgen fonction des nouvelles
variables (a I'aide dé2.13) et identifions-la & la différentielle totale d’'une foncti6fiz;, y;, ¢) :

n n 8f] 8f] 8f] n
: —2d —d —Ldt | — d Fdt=d
;g] (kz:; (0% xk+8yk Yk | + En ;yk 9 A7 G

Comme on a aussi :

" 19G . 0G oG
i0 =5 (Lde, + Cay ) + Lar
¢ ; (axk "t B y’“) AT

on obtient, en identifiant les coefficients de,, dedy, et dedt :

"9, e
>

gja—xk — Yk = e (2.20)

i=1
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3 o _9G 9.91
i—1 g]ayk’ 8yk ( ’ )
]_

"af e

]Zl g5t +F =—- (2.22)

En dérivant(2.20) par rapport &y, et (2.21) par rapport ar;, puis en effectuant la différence membre a
membre, on obtient :

S (0 PR (005 P\ PG G
Oy, Oxy, gjaykﬁm Ozy, Oyy, gjaxkayk - OyOmy,  OxiOyy,

j=1
Si les fonctionsf; et G sont continues et a derivées partielles continues, il reste :

[xkayk] -1=0

De méme, sil'on dériv€2.20)par rapport &; (pouri # k), et si 'on dérive par rapport&, I'équation(2.21)
écrite en remplacarit pari, on obtient :

zn: 8gj%+ Aanj - %3]2_{_ A82fj B G B G
dy: Oz Dys0y 0wy, 0y P omdy)  Oyidre 0k

j=1
soit : [zx,y;] = 0

On trouverait de la méme facoiu, ;] = 0 et [y, y;] =0
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Enfin, en soustrayant membre a membre la dérivée partiell@.d8) [resp.(2.21) par rapport &, et la
dérivée d€2.22)par rapport &, [resp.y;], on obtient :

OF OF
[t, xx] + 8—% =0 (resp. [t, yx] + a—yk =0)

D’aprés lethéoreme JLceci montre que le changement de variables est canonique et que si I’hamiltonien du
systeme dans les anciennes variablesfesthamiltonien pour les nouvelles variables 8t = H* + F (la
fonction F* du théoreme 1 est donc ici égale-&’) ; donc, la fonction/’ qui apparait dans la forme différentielle
(2.19)représente la différence entre le nouveau et I'ancien hamiltonien :

F=H -H* ou F=H-H (2.23)

Inversement, si le changement de variables est canonique, la forme différg@tieligest une différentielle
totale. Ceci résulte simplement du fait que dans un systéme hamiltonien, la forme différénfielle;dq;, — Hdt
est déja une différentielle totale lorsque le®t lesp; sont solutions des équations d’Hamilton ; on sait en effet

qu’'une forme différentiell® . X,dx; est une différentielle totale si et seulemen%%f = % quels que soient

i etk. Oron ag—p; = 0 car les variableg; et ¢, sont indépendantes, %% = ‘iﬁi = —%‘g pour tout; car

p;, étant solution des équations, ne dépend que De la méme fagon, en supposant le changement canonique,
> widx; — H'dt est aussi une différentielle totale lorsque fgset lesy; vérifient les équations d’Hamilton
avec I'hamiltonienH’. On en déduit donc que la forme différentie(i219)ou F = H' — H est également une

différentielle totale.

Remarque . Le fait que) . p;dg; — Hdt soit une différentielle totale peut aussi découler de la définition de
I'action : dI = Ldt, puisque d’apre§2.9), on a aussi ) . p;dg;, — Hdt = Ldt.
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Du théoreme 2on déduit encore 4 conditions équivalentes pour qu’'un changement de variables soit cano-

nique :
>, (pyda; —yyde;) + (H' — H) dt = G, (2.24)
> (pyda; + xydy;) + (H' — H) dt = dGy (2.25)
>, (aydp; — yyday) + (H' — H) dt = dGy (2.26)
>, (~aydp; + ady) + (H' — H) dt = dGy (2.27)

Exercice ou les seconds membres sont les différentielles totales de fonctions différentesGip#eés,. La relation
(2.24)n’est autre que la condition nécessaire et suffisghfied) On en déduit immédiatement les suivantes, par
exemple(2.25) simplement en écrivant :

Z(pidqi + .Tzdyl — .Z‘Zd’yZ — ydeI}Z) + (H, — H)dt = dGl

soit
Z(pid%' + 2;dy;) + (H' — H)dt = dGy + d(z riy;) = d(Gy + Z T;Y;)

7

Ainsi, G, représenté&r; + > . z;y;. On procéderait de méme pour obtefir26)et (2.27)

Exemple 1: Si A = (a;;) est une matrice carrée de ramgonstante et unitaire (son inverde' est égale a sa
transposéel’), le changement de variables suivant est canonique :

n n

q; = Z ij T ; bi = Z @ijYj

J=1 Jj=1
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Exercice En effet, notantP, @, X etY les matrices colonnes deg ¢;, =; ety;, ona:Q = AX et P = AY, d'ol :
P'Q = Y'A'AX = Y'X, c'est-a-dire )", p;¢; — Y, z;y; = 0. Le méme calcul effectué avec des matrices

dQ = (dg;) etdX = (dz;) aboutirait aP'dQ = Y'dX, c’est-a-dire :_.(pidg; — z;dy;) = 0 Cette valeur

nulle est un cas particulier de différentielle totale, montrant que le changement de variables est canonique. Etant

indépendant du temps, ce changement de variables ne modifie pas la valeur de I'hamiltonien.

Exemple 2 : Etant données trois variablés g, h) et leurs conjuguée§l, G, H), on voudrait quer; = L,
ro = L — G etz3 = G — H soient des nouvelles variables ; comment détermipgery., y3) pour que ces
variables soient canoniquement les conjuguéds:ders, x3) ?

Pour que ce changement de variables soit canonique, faisons en sof2e2guisoit vérifié :
—ldL — gdG — hdH — y1dx; — yodxg — ysdzs =0

c’'est-a-dire
ldL + gdG + hdH + y1dL + yo(dL — dG) + y3(dG — dH) = 0
En identifiant & zéro les coefficients dé, dG etdH, on en déduit :

[+y1+y2=0 y1=—(l+g+h)
g—Y2+y3 =0 — yp=1l+g (2.28)
h—1ys=0 ys = h

Donc, la transformatiofV, g, h, L,G,H) — (L, L — G,G — H,—l — g — h, g + h, h) est canonique

9. Fonctions géneératrices de transformations canoniques

Si I'on se donne un changement de variables sous la forme@rdeslations(2.13) on peut savoir s'’il est
canonigue en calculant les crochets de Lagrange de cette transforntfadiore(ne ). Cependant, s'il est facile
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de vérifier que les crochefs;, yi|, [z, zx] €t [y;, yx] ont les valeurs nécessaires a la canonicité, il faut encore
que lesft, z;] et [t, y;] soient les dérivées partielles d’'une fonctibh a déterminer et qui représente la fagon

dont sera modifié I'hamiltonien par ce changement de variables. Il est donc difficile de prévoir quelle sera cette
modification au moment ou I'on se fixe les fonctiofi®t ¢g;. Pour que cette modification aille dans le sens d’une
simplification, il est préférable de rechercher quelles sont les foncfjatg; qui aboutissent a une simplification

de I'hamiltonien voulue a I'avance. On peut arriver a ce résultat par la considération des fonctions génératrices,
qui résultent en fait dthéoreme Zur la canonicité d’un changement de variables.

En effet, pour qu’'un changement de variables soit canonique, d’aprés les congitidfisa (2.27), il suffit
par exemple que I'on ait :

ZFl (pjdg; — y;dz;) + (H' — H) dt = dG

ou bien .
Zj:1 (pdg; + m;dy;) + (H' — H) dt = dGs (2.29)

ou encore les relations analogues atigou GG,. Dans le premier cas;; doit étre considérée comme fonction de
I'ensemble des variabl€s;, z;, ), tandis quer, doit s'identifier a une fonction de I'ensemble des y;, t). Les
fonctionsG,, G, G5 et G4 sont des fonctions a déterminer, appel@estions génératricede la transformation
canonigue, c'est-a-dire qu’elles permettent d’établir le lien entre les anciennes et les nouvelles variables, en
fonction de la modification!’ — H que I'on souhaite apporter a I'hamiltonien. Prenons le cas de la fonction
G2(q;,y;,t); on a bien shr aussi, pour une telle fonction :

"\ /0G oG oG
dGy = Z ( aq; dg; + 8yi2dyi> + 3—t2dt (2.30)
i=1
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de sorte qu’en comparant avgc29), on obtient le2n + 1 équations :

: 90, pour i=1---n (2.31)
0G5(q;,y;,t
o 2(%7%7 ) pour i=Tesem (2.32)
dy;
o 8G2<qj>yj7t)

ot

Il suffit donc de trouver la fonctiotr»(q;, y;, t) vérifiant I'équation aux dérivées partielles suivantes :

0G>(q5, Y5, 1) 0G5 (q5,v5,t) .\ 0Ga(qj,y;,1)
ayZ 9 ylv t) H(QZJ an ) t) - at

Ensuite, le@n équationg2.31)et(2.32)donnent les relations de passage entre anciennes et nouvelles variables :
Comme ce2n équations dépendent dés variables(q;, p;, z;, ;) et du temps, elles permettent, en principe,
d’exprimer 2n variables en fonction de&. autres variables et du temps; ainsi la fonct@sn qui définit ces
relations meérite bien le nom de fonction génératrice du changement de variables. L'égRatigmontre en

outre que I’hamiltonien conserve sa valeuésine dépend pas explicitement de

H'( (2.34)

Exemplesde fonctions génératrices :

1. La fonctionG, = ), ¢;y; engendre la transformation identique puisqu’on a :

oG oG
p; = 2 — i : T = —2 = qi ; H =H quel que soit H
9q; Iy
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2. LafonctionG, = ), ¢z, inverse le r6le des variables et de leur conjuguées puisqu’on a :
. 001 . 8G2

P = =T ) P = = = i
D B4, Y oz, q
Notons cependant le changement de signe pouy; les

9.1. Résolution par la méthode d’Hamilton-Jacobi Pbl

Cette méthode propose de résoudre (si c’est possible) I'équtidn) dans le cas ou I'on souhaite que
le nouvel hamiltonierr!’ soit nul. La fonction génératricér, doit donc satisfaire I'équation dite l[damilton-

Jacobi: 50 90
Hlg. —2 )+ 222
(qlﬁ an Y ) + at

ou G, doit dependre degy;, y;, t). Mais, comme on supposé’(z;, y;,t) = 0, les nouvelles variables, solutions
des équations d’Hamilton :

=0 (2.35)

. OH' 0 . : OH' 0
7Ty, YT b,
sont des constantes :
aA=tay; et By = (0 pour j=1---m (2.36)

Avec ces nouvelles “variables?; ety;, si 'on peut trouver une fonctiofr, qui soit solution dg2.35) le
probleme de l'intégration des équations canoniques est donc complétement résolu, et le retour aux anciennes
variables peut se faire grace akx équations :

4 y;=0;
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T; = {M} = oy (2.38)
ayi Y =05

Comme on doit obtenir finalement = 3; = constante, on voit qu'il suffit de trouver une solutich
qui dépende de constantes d’integration arbitrairgs, lesquelles seront identifiees aux valeurs constantes des
variablesy;. En écrivant

Ga = Ga(q;, 85, t) (2.39)

il faut cependant vérifier qu'avec cette identification, les variabjesalculées a partir des relations = %—(52
. J
sont aussi des constantes. Oron a :

d$j . d 06'2 . Gng . 02G2
dt - dt (3—@) =2 (5%5@‘ Qk) " oap, 240

k

Mais comme7, est solution dé2.35), on a aussi :

0°G, _ 0 9G, _i H(g; % t)
0t08;  98; ot 93\ " ag,

Or, d’apres(2.39), on doit considérer les; comme indépendants deset et det, et donc seulz, dépend des
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B ¢

6202__2 OH 0 (@)
otog; 4 8(8@) 9; \ g
oqy.

- — Z <8H Gy ) d’apres (2.37)

Opk 0B;0qy,
. 0°Gy : . OH
— zk: <(]k 85]0%) puisque qx = Oor
35 _

Le report de cette derniére valeur ﬁ dans(2.40)conduit a—% T = 0 (cqgfd).
J

Remarque . Aucune des constantgs ne doit étre additive. En effet, 61, est solution d€2.35), G, + 3, I'est

aussi sif; est une constante additive ; mais alors, la relatibA8)correspondantez; = %

- Ve - - . - - 1 . Ve -
ne constitue pas une équation reliant les anciennes variables aux nouvelles; il manquerait donc une équation
pour pouvoir inverser les équatio(s38)en vue d’exprimer leg; en fonction desy;, dess; et du temps.

:]_:Oél

Exemple : Considérons le probléme intégrable de I'oscillateur harmonique (attraction d’un point par un centre
fixe, proportionnellement a sa distance). Simplifions encore en supposant le mouvement rectiligne. On a donc
pour ce point une seule variable de positign(élongation). Son énergie cinétique &st %qu et son énergie

potentielle est-U = %kqQ (la force vautgrad U = —kq). La variable conjuguée dgestp = %—5 = mgq, et

'hamiltonienH = T — U vaut : H = ;L-p? + Lkq?
La méthode d’Hamilton-Jacobi consiste a trouggi(q, 3,t) tel que, pour des nouvelles variableg, le
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nouvel hamiltonien soit nul et que I'on ait donc :

e
0G5
T = W = « = constante ; y = [ = constante
0G5 0G5
H t =0
Cette derniére équation vaut ici :
1 (0G,\° 1, , 0Gs
— | = —k —— =1
Qm((’?q) +2 ¢ ot

En recherchant une solution de la form@&y: = Fi(q, 3) + F»(t,3), on obtient :

1 8F1 2 1 aFQ
== Zka? = =
2m ( dq ) * 2" ot

Il suffit d’'identifier les deux membres de cette équation a une valeur communethptée

OF, _
—or =9

2
(B e — B
c'est-a-dire G, = -t £ [ /m(206 — kq?) dgq

— FQ - —ﬁt
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d’oU I'on tire :

i\/%t + ) = arcsin(y/k/28 q)
q= i\/% sin\/g(ﬂra)

« et 3 sont ainsi les 2 constantes arbitraires qui doivent nécessairement apparaitre dans la solution générale.
On vérifie ensuite que :

p= 88—622 = ++/m(26 — kq?) = £+/2mf3 cos \/g(t + a)

est bien égal & . Le signe+ doit étre choisi suivant les conditions initiales, par exemple suivant le signe de la
vitesse (ou signe de a l'instantt = —

Onendéduitx:a:%_

Soit :

Remarqgue . Dans cet exemplej représente I'énergie totale du systéme car on a en féit= —% = 0;

ceci montre que I'on aurait aussi pu rechercher des variables canorigugsne modifiant pas la valeur de
I’'hamiltonien (H'(x,y) = H(q,p)) et tel queH’(z,y) = y. On vérifie bien ques est constant car alors =

!/ !/
—%—Z = 0 et I'on peut prendrgg = 5. On aura alors aussii: = %—Z =1, soitz = t — t,. Pour obtenir un tel

hamiltonien, il suffit de trouver la fonction génératriGandépendante detelle que :

H,(I7y)_H(q7p):0 avec J}:aa—G et p:a_G
Yy
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9.2.

2
c’est-a-dire verifiant I'équationy — % (%) — %kq2 = 0. On retrouve I'équation écrite ci-dessus paéur
avecy = f3.
Cette méthode, qui consiste ainsi a rechercher un jeu de variables dont I'une est égale au nouvel hamiltonien,
convient aux systemes conservatifs ; notons que la variable conjuguée de cette variable s’identifie au temps.

Le probléme de Kepler énoncé en exemple éfadu paragraphe peut aussi étre résolu par la méthode
d’Hamilton-Jacobi, mais nous reportons cette résolutio8®A2.2 aprés avoir étudié ce probléme par la mé-
thode vectorielle fournie par les theorémes généraux de la mécanique. Ainsi, il sera plus facile d’interpréter les
constantes données par la méthode d’Hamilton-Jacobi, en fonction des propriétés geomeétriques et cinématiques
du mouvement képlérien obtenues par la méthode vectorielle.

Application a la méthode des variations des constantes arbitraires

Si I'on trouve une fonctiorts telle que, pourt” donné, on ait

> (pidgi + widy;) + Fdt = dG

7

le changement de variables engendré@ast canonique, et s’il est appliqgué a un systeme dont I'hamiltonien
initial estH (¢;, pi, t), le nouvel hamiltonien, exprimé en variables, y;), vaut:H' = H+F = H+ %—(5 Ainsi,
étant donné un hamiltoniet,(q¢;, p;, t), Si on trouveG(q;, 5;, t) solution de I'équation d’Hamilton-Jacobi :

oG oG
Ho(qs, 6—qi’t) + rre 0 (2.41)
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oG

alors le nouvel hamiltonien estH’ = H, + = = 0 et les nouvelles variables, définies par= o; = g—g et

y; = [3;, sont constantes.

Si I'on applique ce changement de variables a un systeme dont I'hamiltonien initill estH, + H;, le
nouvel hamiltonien est alorsi’ = H + %? soitd’apreq2.41): H' = Hy+ H, + (—Hy) = H;. Les variables
canoniquesc;, 3;) qui étaient constantes potit = 0, vérifient maintenant :
OH; . OH,

o 0 PT e

ou H| = H, (cest-a-direH; exprimé en fonction des nouvelles variables). La méthode des variations des
constantes arbitraires consiste ainsi a résoudre d’abord le probleme simplifié et intégrable reprédénté par

dont la solution générale dépend 2le constantes arbitraires, puis a dire que ces constantes varient suivant les
équationg2.42), en fonction du terme supplémentatfie que I'on ajoute &,,.

di:

(2.42)

Plus généralement, &F est solution d’'une équation de la forni2.34) écrite ici : H) — Hy = %_(t; en
appliguant le changement de variables engendrézparun systeme d’hamiltoniedl = H, + H;, le nouvel
hamiltonien serdd’ = H + %? Ho+ H, + H) — Hy c’est-a-dire :H' = H{ + H; ou H; = H, exprimé en

!/ !
fonction des nouvelles variablés;, y;). Ces variables vérifiaient initialement = %[;0 ety = —%, elles
satisfont maintenant : S ——

iy = o(H, + Hy) et U = _0(H,y + Hy)
Ay O

On mettra & profit ce résultat é&%b-21.3pour exprimer les équations d’un mouvement intégrable perturbé :
Les constantes du mouvement intégrable deviennent des variables dont les variations dépendent directement de
la perturbation qu’on a appliqué au systeme intégrable.

®Sommaire ®Index ®Page d’'accueil ®Précédente  @®Suivante ®Retour ®Retour Doc ®Plein écran ®Fermer ®Quitter



@% Copyright (© LDL) 2002, L. Duriez - Cours de Mécanique céleste ® Partie 3 e section 9.2.0 e Page 89 de 396

Troisieme partie

Le probleme des 2 corps

10 Réduction a un probléme de 1 corps
11 Le probleme de Kepler et le mouvement képlérien
11.1 Intégrales premiéres du mouvement képlérien
11.2 Trajectoire du mouvement képlérien
11.3 Hodographe et relations entre les intégrales premiéres
11.4 Le mouvement sur la trajectoire.
12 Eléments d’orbite
12.1 Définitions des éléments d’une orbite képlérienne
12.2 Eléments d’'orbite canoniques du mouvement képlérien
12.3 Systéemes d’unités astronomiques
12.4 Energie d'une orbite et vitesses cosmiques
12.5 Calcul des éléments d’orbite a partir de conditions initiales
12.6 Calcul d’éphémerides a partir des éléments d’orbite
12.7 Calcul des éléments d'orbite a partir d’'observations : Méthode de Laplace
13 Développements en série du mouvement képlérien elliptique
13.1 Séries de Fourier
13.2 Inversion de I'équation de Kepler
13.3 Fonctions de Bessel d&'T espéce
13.4 Développements desnE etsinnFE en série de Fourier di/

eSommaire eIndex ePage d'accueil ePrécédente eSuivante eRetour eRetour Doc oPlein écran eFermer eQuitter



@6?2, Copyright (© LDL) 2002, L. Duriez - Cours de Mécanique céleste ® Partie 3 @ section 10.0.0 ® Page 90 de 396

13.5 La propriété de d’Alembert

13.6 Développement deL )" exp imw en coefficients de Hansen

13.7 Développements en série entiere de I'excentricité

13.8 Développements limités en excentricité

13.9 Développements des coordonnées en fonction de la longitude moyenne
14 Annexe : formulaire de Brumberg pour les coefficients de Hansen

10. Réduction a un probleme de 1 corps

Le probleme des 2 corps consiste en I'étude du mouvement de 2 particules maté&ietds, de masses
m, et msy, en interaction gravitationnelle suivant la loi de Newton. Dans un repére galitéeta quantité
d’accélération de chaque point est alors donnée par le principe fondamental de la dynamique :

m1Mmeo

mlI‘(Pl/Ra) =-—-K r3 P,P, ou r = |P1P2‘

mims

mal(Py/Ry) = —K — 5= P1P

(3.1)

ou K représente la constante de la gravitation universelle.

Chaque particule étant repérée dayar 3 coordonnées indépendantes, le probleme des 2 corps a 6 degrés
de liberté ; les équations différentiellé€s 1) étant du second ordre, c’est un probléme d’ordre 12 qui nécessite
donc pour sa résolution, I'introduction de 12 constantes d’intégration arbitraires. 6 de ces constantes définissent
le mouvement du poin®, centre de masses des 2 particules. Le systéme étant suppos€ idékit une droite
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d’'un mouvement uniforme. En effet, on a :

mlI‘(Pl/Ra) + mQF(Pg/Ra) =0
= (m1 + mg)F<G/Ra)
d'ou : G = Gy + Vt. Il apparait bien 3 constantes arbitraires pour repérer le pointifjxet 3 autres pour
représenter le vecteur constaviy. Ainsi, le repéreR; d’origine G en translation rectiligne et uniforme par

rapport aRr, est lui-méme un repére galiléen. On peut donc écrire les équations du mouvenigretdie P,
dansRq, mais il suffit de résoudre celles relative®apar exemple, puisque le mouvementides’en déduira

par homothétie ; par définition d& on a en effet GP, = —%GPI. Donc, on est ramené a la résolution d’'un
probleme de 1 corps, défini par I'équation :
d?%GGPl 112
m———=—K PP
g =

dont on déduit, aveP,P; = %QWGPI :

d%{GGPI _ —K mg’ GPl
dt? (m1 +mg)? |GPy?

(3.2)

Le mouvement absolde P, est donc un mouvementagcélération centralede centre fixér, et cette accé-
|ération est inversement proportionnelle au carré de sa distaGcdea comparant aved..36), on voit que le
second membre d8.2) est analogue a un champ de gravitation, en assimilant le point attra@tiine particule

3
m

matérielle de mas .
my + mz)

On peut aussi étudier le mouvementidedans un repére en translation non uniforme d’origihe C’est le
mouvement relatide P, autour deP,, donné par les variations dans le temps du ved®R; que I'on peut tirer
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11.

®Sommaire

de(3.1):

m1+m2

dy, PoP
e =L(Bi/R,) ~T(Py/Rs) = —K =2 P,P, (33)

dt?
On a de nouveau un champ de gravitation, mais il correspond maintenant a une(imassen,) qui serait

placée au centre attracti,. D’ailleurs, les mouvements absolus et relatifs sont semblables puisqu’on passe de
I'un a l'autre par une translation d’origine et une homothétie :
m

GP,= —2  P,P,

my1 + Mo

Pour obtenir I'un ou l'autre de ces mouvements, il nous suffit donc d’étudier le probléme général défini par
I'équation :
d*OP B oP
a> " oPP
ou O est uncentre fixequi attire un pointP par I'intermédiaire du champ de gravitation “émis” gamlavec une
constante d’attraction positive Le rapport% est lamasse réduiteu pointO. Ce probleme est encore appelé
probléme de Kepleou probleme képlérien

Le probleme de Kepler et le mouvement képlérien

Phb

Notonsr le rayon vecteulOP etr la distancgOP)|. Le probléme de Kepler est défini pour teuton nul paer
I’équation différentielle vectorielle : P bs

Ff=—=Sr=_— (—) avec >0 (3.4)
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11.1.

L’opérateur%, représentant le gradient € est appliqué au potentiel de gravitation di a la masse réduite du
point O. Dans toute la suite, on note= r u ou u est unitaire ; I'expression cinématique des vecteurs vitesse et
acceélération dé” est alors :

r=ru+ru et r=ru+2ra+ri (3.5a)
On utilisera aussi les propriétés suivantes :
u-a=0 et u-i=-u’ (3.50)

obtenues par dérivations successiveside = 1.

Le mouvement képlérien est la solution générale de I'équalct). Elle dépend de 6 constantes arbitraires
scalaires dont 5 sont fournies par des intégrales premiéres.

Intégrales premiéres du mouvement képlérien

Tout d’abord, puisque le champ de gravitation dérive d’un potentiel, I'intégrale premiere de I'énergie cinétique
existe et introduit une constanie

(-9 (M) Z d (Ll _#Y_
r-(r 81“(7"))_0 = dzf(?‘r| r)_

constante scalaire (3.6)
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h représente ce qu’on peut appelé@neérgie totalale P (par abus de langage puisque la massg déest pas en
facteur du carré de sa vitesse)rSieut devenir infini2h représente aussi le carré de la vitesse a l'infini, notée :

Voo = V' 2h.
L'équation(3.4) admet encore 2 intégrales premieres vectorielles, qui permettent de définir completement la
trajectoire deP :

e L'une exprime l'invariance du “moment cinétique” deau pointO :

d

ANT=0 = —
rArT o

(rAr)=0

Exercice

dou: rAr=G vecteur constant (3.7)

PosonsG = Gk ou G = |G| etk unitaire. On déduit d€3.7) qu’'on

T a, atoutinstant G -u = 0 etG - u = 0. Donc, siG est non nul, le
mouvement s’effectue dans le plan orthogonabenG ; le mouvement
suit en outre ldoi des aires |r Adr| = 2dS = G dt, soit aussi {r?u| =
G. Si G est nul, le mouvement plan est dégénéré en un mouvement
rectiligne porté par la direction commune et fixerdet de r.
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e L'autre découle de I'équation :

i‘/\G:—%u/\(r/\I’“)
r

. dr NG . .
soit : %:—Hu/\[u/\(i“u%—ru)]:uu
r
d’ou I'existence d’un vecteus constantifitégrale de Laplack:
rAG
—u=e vecteur constant (3.8)
U

Ce vecteure n’est cependant pas tout-a-fait arbitraire car il doit manifestement vérifielG = 0, et donc,
si G est non nule appartient au plan du mouvement. Si on fait ten@reers zéro, cette expression tend vers
u = —e; doncu est fixe et le mouvement est rectiligne, porté par la droite fixe de direation-e.

Bien sdr, il suffit de connaitre la position et la vitesseltla un instant quelconque pour en déduire la valeur
des constantes, G ete.

11.2. Trajectoire du mouvement képlérien

En projetan{3.8)suru et sachantquer A G) -r = (r At) - G = G?, on obtient une relation entreetu qui

définit la trajectoire de” :
2

G
r(l—l—e-u):7 (3.9)

Toutefois, siG' = 0, cette relation est seulement une identité. Autrem@réitant constant;3.9) montre que sé
est non nul, la distancepasse par un minimum chaque fois que la direction devient coincider avec celle
dee. Le vecteute est ainsi dirigé vers le point de distance minimum, appélécentre
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Posons & = euy, 0l u, est le vecteur unitaire tel que= |e| > 0, puis : vy = k A uy. En désignant par
w l'angle entreu, etu, le pointP est alors repéré dans le pl@u,v, par les coordonnées polairesw), et sa
trajectoire est donnée par :

_ p
7

“Trewsw| o [P=G/w (3.10)

Exercice C’est I'équation polaire d’'une conique éeyerO, d’excentricitée , deparamétrep et ayant somrand axe(ou
axe de symétrie) porté par I'axeu,.

Exercice Cest une ellipse st < 1, une parabole si = 1 et une hyperbole si > 1; cependant, si = 0, I'ellipse est
dégeénérée en cercle et on peut dans ce cas clgismmme vecteur unitaire de n'importe quel diamétre de ce
cercle. En Astronomiey, I'angle polaire deP mesuré a partir de la direction du péricentre, est appadénalie
vraie. Le péricentre correspond alorsia= 0 ; sa distance au foyer est :

_ p
1+e

(3.11)

Tmin = ¢

Dans le cas elliptiquda distance passe par un maximum au point appet&Eentrecorrespondanta =
elle vaut alors .. = p/(1 — e). Sil'on note2a la distance,;, + rmax €ntre le péricentre et 'apocentre (tous
deux sur le grand axe de I'ellipse), on obtient aussi :

p=a(l—e?) Tmin = ¢ = a(l —e) Tmax = a(1l + e) (3.12)
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2a

a est apBeIéiemi-grand axele I’eIIips>e. Le centr€’ de I'ellipse est a la distanee du foyerO dans la direction
de l'apocentre ; le demi-petit axe de I'ellipse, orthogonateau grand axe a pour longueur :

b=av1—e?

- - Hodographe du mouvement elliptique

Dans le cas hyperboliquéinfini est atteint pourw = w,, = arccos(—1/e). Les valeursw,, et2r — wy,
définissent les directions des deux asymptotes, symétriques par rapport au grand axe et se coupant €n un point
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centre de symétrie des deux branches de I'hyperbole.

Uo

Bien sar, comme le mouvement deest nécessairement contin parcourt une seule branche de I'hyperbole,
celle qui “tourne” autour du foye® ; 'autre branche correspondra= r u avecr < 0 etw,, < w < 27T — W

(si p [et doncp] était négatif,P serait repoussé p&» et décrirait cette autre branche) ; cette branche contient
notamment un “apocentre”, correspondant & = (etr < 0), symétrique du péricentre par rappoit'asur le
grand axe de I'hyperbole et a la distangée — 1) du foyerO. En notant encorgq la distance entre le péricentre
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et cet apocentre, on obtient, pour le mouvement hyperbolique :
p=ale? —1) et Tmin = ¢ = a(e — 1) (3.13)

Le centreC' est alors a la distanee: du foyerO dans la direction du péricentre et les asymptotes, qui concourent
enC en faisant 'anglexrccos(—1/¢) avec le grand axe, sont a la distatce av/e? — 1 du foyerO.

Dans le cas paraboliquinfini est atteint pounv = w,, = 7. Il Ny a pas d’apocentre a distance finie et donc
la distancea du péricentre a I'apocentre est infinie. On a seulement ici la relatioa p/2

11.3. Hodographe et relations entre les intégrales premiéeres

En multipliant(3.8) vectoriellement a gauche p@r, on peut exprimer le vecteur vitesse B¢dans le cas ou
G est non nul) ; on obtient :

pr=GA(u+e) (3.14)
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Exercice Dans cette expression de la seule quantité variable est la direction du vecteuAinsi, I'hodographedu
mouvement (c’est-a-dire 'ensemble des poitels que, pouD fixé, on aitOQ = r) est un cercle situé dans
le plan du mouvement (orthogonal&@ voir figure 1ou EllipsHodogr.htm) , de rayon égal & /p (égal aussi
au/G), dont le centre, fixe, est placé dans la direction du vectgyporthogonal ae) a la distance:G/p de
I'origine O. Notons queO est a I'intérieur de 'hodographe si le mouvementagsptique, sur 'hodographe s'il
estparaboliqueet extérieur a lui s’il eshyperbolique(voir aussiHyperbHodogr.htm)l Dans tous les cas, lors
du passage au péricentre & 0 ouu = uy), la vitesse passe par un maximum égél & ¢)G/p; la vitesse
radiale est alors nulle et le vecteur vitesse est orthogonal au rayon vecteur. Dans le cas elliptique, 'hodographe
est parcouru entierement et la vitesse passe par un minimum a I'apocentre, ou ellé@ vasitG; /p. Dans le cas
parabolique, la vitesse s’annulle lorsquéend vers—e, c’est-a-dire lorsque tend vers I'infini v tendant alors
vers). Enfin, dans le cas hyperbolique, les directions des tangentes a I'hodographe isGuesrdespondent
aux asymptotes; le poir@p parcourt seulement I'arc d’hodographe compris entre ces tangentes et contenant le
point ou la vitesse est maximum.

En élevant au carré la relati@@.14) on obtient une expression du carré de la vitesse comparable a celle que
I'on peut tirer de I'intégrale de I'énergi.6); de cette comparaison, on déduit que I'excentricité de la conique
peut étre calculée a partir d& deh et deu par la relation suivante :

le| =e=+/14+2hG?/u? = /1+2hp/u =1+ 2hq/u (3.15)

Cela montre que finalement, si I'on calcule d’abargar I'intégrale de I'énergie, le vectearde I'intégrale
de Laplace, déja contraint a étre orthogon@él,adoit en plus avoir son modulefixé par les constantes eth ;
le seul arbitraire apporté par le vecteur= e u, concerne alors la direction de, c’est-a-dire la direction du
péricentre dans le plan du mouvement. Inversement, si I'on calcule d’&betd, on peut en déduire I'intégrale
de I'énergie et : ,
2 H 2 H
h=(e 1)2G2 = (e 1)2p (3.16)
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Etant donnés une conique, définie par son foyer F et sa directrice (D), et un point P sur cette conique, utiliser l'hodographe du mouvement képlérien pour proposer une méthode de construction "à la règle et au compas" de la tangente en P à cette conique. 
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Mais, tenant compte des expressigdd.2)et(3.13)dep, on obtient alors :

— K dans le cas elliptique
2a
h=0 dans le cas parabolique (3.17)
h = % dans le cas hyperbolique

Exercice Ainsi, c’est le signe dé qui caractérise aussi la nature de la conique : I'ellipse correspand &, la parabole
ah = 0 et 'hyperbole ah > 0. La valeur absolue d& caractérise le grand axe de cette conique, c’est-a-dire
sa taille (entre I'ellipse et I'hyperbole, la parabole peut étre considérée comme ayant un grand axe infini, ou
comme une conique ayant son deuxieme foyer rejeté a I'infini). On verra en détéitsh4comments ou h
caractérisent aussihergie d’'une orbite

Finalement, siG # 0, dans tous les cas il n’y a que 5 constantes arbitraires scalaires indépendantes : 3
composantes poudk et 2 composantes poardans le plan orbital (normal@), ou bien 3 composantes podr,
h et un angle donnant la direction du péricentre dans le plan orbital, ou bien encore deux angles pour repérer dans
I'espace la direction dé€, un demi-grand axe a la place Hdgpuis I'excentricité et un angle pour la direction du
péricentre. Ces éléments géométriques sont a la base de la définitidledests d’orbiteue I'on verra apres
avoir étudié le mouvemerit sur cette orbite. Siz = 0, certaines propriétés du mouvement képlérien rectiligne
peuvent encore étre déduites de celles obtenues pour le mouvement plan en faisait tenareers zéro tout
en maintenant fixé : D’aprés(3.15) quelque soit le signe di, I'excentricité tend alors vers 1 : éi < 0,
I'ellipse dégénére en un segment de droite de longReur —p/h, dont les extrémités sont les deux foyers de
I'ellipse-limite infiniment aplatie et réduite & son grand axef; st 0, I'hyperbole ou la parabole dégénerent en
une demi-droite issue du foyér; dans tous les cas, le segment ou la demi-droite support du mouvement a pour
vecteur unitairaiy, = —u, et 'anomalie vraiev peut étre considérée comme constante, égale a
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Un point P est attiré selon la loi de Newton par un centre fixe O de constante mu. Sachant que dans un repère fixe d'origine O on a les conditions initiales OP=(1,1,1) et V(P)=(-1,1,0), déterminer la nature de l'orbite de P lorsque mu=1. En déduire les constantes de cette orbite (plan orbital, excentricité, paramètre, grand-axe ...). Mêmes questions pour mu=sqrt(3) et pour mu=2. 
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11.4. Le mouvement sur la trajectoire.

Pour obtenir la loi du mouvement sur la trajectoire, il existe de nombreuses méthodes qui exploitent le plus

souvent la loi des aires exprimée dans le plan du mouvemé%% =G = G(t—1t) = fwwo r?dw, mais ceci
suppose implicitement qu& ne soit pas nul. Pour traiter simultanément tous les types de mouvements, il faut
repartir des équations initial€s.4) a (3.6)dont on tire :

iou= (fi;u—|—27"1‘1—|—r1"1)'u:7”—ru2:—f—2
i =%+ rfa? = 27“+2h
En éliminantu? de ces deux expressions, on trouve I'équation :
ri+i? =54 on (3.18)

Pour régulariser cette équationer- 0, on opére le changement de variable :

dt =rdr (3.19)
dont on tire les opérateurs de dérivation :
d d d? , d d
— =7 — t =72 — 4 r— 3.20
& Tx ¢ @ e a (3:20)
Appliquant ces opérateurs a la distamgen obtient :
d d?
r' = d_?“ = rf et r’ = d—z = r’F + r¢? (3.21)
T T
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De sorte qué3.18)se transforme en cette équation du second ordre réguliére-eh linéaire et a coefficients

constants :
r" —2hr=p (3.22)

Cette équation est valable pour tous les types de mouvement (plan ou rectiligne). Sa solution générale dépend du
signe deh, mais contient toujours 2 constantes arbitraires (3 :

1. pourh <0:r = —ﬁ + o sinv/—2h7 + B cosvV—2hT

2.pourh =0:r = %T2+ar+ﬁ

3.pourh>0:r= —% + a sinh vV2h 7+ 8 cosh vV2h T

En supposant = 0 a l'instantt, du passage au péricentre, on pourra ensuite int€gred)en :

-
t—tp:/ rdr
0

et calculerx et 3 en tenant compte de la valeur det der’ a I'instantt,, :

p

=5 et r'(t,) =rr(t,) =0 (3:23)

r(tp) = q

On obtient .o =0etf =¢gsih=0,sinon:a=0etf =g+ % Selon la nature de I'orbite, on obtient alors
les résultats suivants :
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a demi-grand axe de l'ellipse et

qg=a(l—e);enposant =/ —2h7,n =Y ZL% = \/u/a® etM = n(t —t,), on obtient :
dr dM
—a(l — E)= — —g—
r=a(l —ecosFE) iy
M=F —esinE (équation de Kepler
E= na et M=n
”

(3.24)

L'angle £ est appeléanomalie excentriqyeet M anomalie moyenngela vitesse angulaire est appelée
moyen mouvement eta sont reliés par Ia'“™¢ loi de Kepler:

na’

:IU’

L'expression générale dedonnée eri3.11)en fonction de 'anomalie vraie devient ici :

_a(l-¢€?)
14+ ecosw

(3.25)

(3.26)

Ainsi, r est une fonction périodique de, de E ou deM, de périoder. Les trois anomalies), F et M
s’annullent en méme temps, a l'instaptiu passage au péricentre ; elles augmentent toutes trisabns

le tempsl’ = 2% qui est lapériodedu mouvement elliptique. La“" loi de Keplers’exprime alors aussi :
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V, etV désignant les vitesses radiales et orthoradiales, on a ensuite :

d
G=rV, = r2d—l: = /p = na*V1 —e? (3.28)
. nae na’e = 3.99
r=V,=——sinw = sin .
V1 —e? r ( )

X =r cosw=a(cos E — e)
Y =rsinw=aVvl—e?sink
rX = —na® sin E

rY =na*v1 — e2 cos E

1 E
taan = te tan® —
2 1—e 2

(3.30)

Exercice X, Y et Z = 0 sont les coordonnées cartésiennes du pBimans lerepére propreOuyvok du mou-
vement képlérien. Si le mouvement est rectiligne, sgul= —u est défini et 'on peut prendre, etk
guelconques orthogonauxig ; avece = 1 etw = 7, on a alors ausd” = Y = 0. Ces équations sont donc
valables dans tous les cas, que le mouvement elliptique soit plan ou rectiligne. On peut considérer qu’'une
ellipse peut étre déduite de son son cercle principal (de cénhetde rayor:) par une affinité de rap-
portb/a = /1 — e? appliqguée perpendiculairement au grand axe. Ainsi, le piast le transformé d’un
point P’ de ce cercle par cette affinité (&fyure 1). Lanomalie excentrique s’interprete alors comme étant
I'angle polaireE = (CO,CP’) de ce point”’ vu du centre du cercle principak est ainsi une variable

®Sommaire ®Index ®Page d’'accueil ®Précédente  @®Suivante ®Retour ®Retour Doc ®Plein écran ®Fermer ®Quitter


Une ellipse de centre C et d'axes 2a et 2b, peut aussi être considérée comme le transformé de son cercle principal (de même centre et de rayon a) par affinité orthogonale de rapport b/a (en coordonnées cartésiennes dans Cu_0v_0, le cercle x²+y²=a² devient l'ellipse x²/a²+y²/b²=1).Chaque point P de l'ellipse est ainsi le transformé du point P' du cercle principal, de coordonnées (a cos(E), a sin(E)). En appliquant cette affinité au vecteur CP', calculer la surface d'ellipse balayée par le rayon-vecteur FP à partir du péricentre. Montrer que la loi des aires conduit alors à l'équation de Kepler. 
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angulaire permettant toujours de situesur 'ellipse, quelle soit plane ou rectiligne. Enfin, E et M se
confondent lorsque I'ellipse est un cercle. On pourra aussi voir avec I'applet Java contenue dans le fichier
MouvElliptKepler.htmlcomment le mouvement képlérien elliptique dépend d’une facon générale de ces 3
anomalies.

2. Pourh > 0, I'orbite est hyperbolique et 'on aﬁ = aetq = a(e — 1); en posant, de fagon analogue au

cas elliptique ' = v2h7,n = —%,%h = \/p/a® etM = n(t —t,), on obtient :

dr dM
= shFE —1)= — =q —
r = a(e cosh ) il
M =esinhE — FE (équation de Keplgr (3.31)
E = na et M=n
r
On a de nouveau la troisieme loi de Keplefu® = p, puis :
_a(e®-1)
" 1l4ecosw @32

w, E et M s’annullent en méme temps, a l'instaptdu passage au péricentre, mais le mouvement n’est
pas peériodiquel;,. etV désignant toujours les vitesses radiales et orthoradiales, on a ensuite :

dw
G=rVi=r'—=mp=nave -1 (3.33)
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2

nae na‘e
r=V, = ——— sinw = sinh £ 3.34
= d (3.34)

X =r cosw = a(e — cosh F)
Y =rsinw =ave?—1sinh F
r X = —na® sinh B

. (3.35)
rY = na*ve? —1 cosh E
w e+1 FE
tan? — = tanh? =
an ol 2 anh >

Comme dans le cas elliptiqud,, Y et Z = 0 sont les coordonnées cartésiennes du pBidans lerepere
propre Ougvok du mouvement képlérien, et ces équations sont aussi valables dans tous les cas, que le
mouvement hyperbolique soit plan ou rectiligne. On voit que I'orbite hyperbolique est ici la transformée
par affinité orthogonale de rappdita = v/e? — 1, de I'hyperbole équilatére d’équation paramétrique :
x = t+acosh E ety = asinh E dans le repere décentféiyvok. (cf. figure 3

3. Pourh = 0, I'orbite est parabolique et I'on a directement :

d
r:q+g72=d—7
uo (3.36)
t—tp:q7+—73
6
puis :
G=rVL=/up (3.37)
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rr=rV,=pTt (3.38)

1
X:'rcoswzi(p—/mj)

Y =rsinw=/upt (3.39)
rX =—ur

rY = /up

Si le mouvement est plap étg non nuls), en définissant de nouvead = n (t —t,) mais avet: = =

i

on peut encore écrire :

P 1( +uTr) = t
= = 72 7'— an—
1+ cosw 2]7 H

1 w 1
M= _-tan— + =t — équation de Barkgr
5 an2+6 an® 5 (éq e

(3.40)
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puis :

X =7 cosw = q(1 — tan® %)
Y =rsinw=p taunE
. . (3.41)
r X = —/up tan 3
rY = /up

Remargue 1. Les formules donnant les coordonnééstY de P dans le repére propre du mouvement képlérien
auraient pu aussi étre obtenues de facon purement vectorielle en appliquant les opérateurs de {&Ngtion
au vecteur. En effet, on trouve alors :

v =r’f 4Pt = —pu+rrr

Or, en développante = i A (r A I) — pu et en tenant compte de I'intégrale de I'énergie, on obtiesit=
2hr + pu — 71, de sorte que satisfait finalement a I'équation vectorielle suivante, linéaire et a coefficients

constants :
" —2hr = —pe (3.42)

Exercice Les composanteX etY der s’en déduisent aisément en fonctiondeu de E (suivant le signe dé), en
utilisant les conditions initiales :

r(t,) = qug et r'(t,) =ri(t,) = GAug

Remarque 2. La régularisation de I'équatio(8.18)enr = 0 était nécessaire surtout pour le casropeut
devenir nul, c’est-a-dire pour le mouvement képlérien rectiligne lorsque le pditambe” sur le foyerO. Son
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Faire ce calcul des composantes X et Y à partir de l'équation vectorielle (3.42). 
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intérét est particulierement évident quand, en plusst nul, puisque la solution régularisée, polynomiale en
r(r) = Lur?ett —t, = Lur®, équivaut a la fonctiom(t) = [(9u1/2)(t — t,)2)"/* dont le graphe présente un
point de rebroussement én- ¢,

Cependant, la régularisation n’est pas seulement une méthode intéressante pour I'intégration analytique d’équa
tions sujettes a des singularités; c’est aussi une technique trés efficace pour intégrer numériquement de telles
équations. Par exemple, pour intégrer numériquement en fonctiotededquations du mouvement képlérien
dont l'une, de la forme = f(r, w), est singuliére en = 0, on calcule en principe(t + ~) connaissant au moins
r(t) [h estici le “pas d'intégration”]. La méthode élémentaire fondée sur le développement de Tayloy de
consiste a écrire par exemple :

r(t+h)=r(t)+hf(r),w))

Cependant, si les conditions initiales conduisent a un mouvement tres excentrique ytelegient tres petit, il

faut compenser les fortes variations fle, w) au voisinage de = 0 par des variations correspondantes du pas

h, de facon a ce quk f(r, w) reste toujours “assez petit”. L'utilisation d’'une méthode d’intégration numérique

“a pas constant” (telles les méthodes d’Adams) ne peut alors convenir. Au contraire, si aprés avoir changé de
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12.

12.1.

®Sommaire

variable indépendante, on cherche a intégrer numériguement les équations régula?zg_séesr.f(r, w) et

C‘ll—i = r, on peut utiliser une méthode a pas constant pour la variabbe r f(r, w) reste maintenant fini en

r = 0. A un A7 constant correspond ul\t = r A7 variable avec. Une méthode a pas constant appliquée
aux équations en est ainsi équivalente a une méthode a pas variable qu’on appliquerait aux équatiotes en
régularisation revient donc a faire une variation automatique du paGatte facon de régulariser les équations
est généralement encore applicable aux mouvements képlériens perturbés.

Eléments d’orbite

Définitions des éléments d’une orbite képlérienne

On a vu que tout mouvement képlérien d’un paihest caractérisé par 6 constantes d'intégration scalaires
dont 5 définissent une conique dans I'espace par rapport a I'un de ses@qyatrdont la sixieme initialise le
mouvement sur cette orbite en donnant par exemple l'ingjaohe passage au péricentre (modulo la péridde
eventuellement). Ces 6 constantes sont, au sens largéjatesnts d’orbitalu mouvement képlérien. Un tel
mouvement est en outre paramétré par une septieme congtaqte caracterise le centre attraatif On peut
regrouper ces 7 constantes de plusieurs facons équivalentes :

(M? G> €, tp) ou (M? h7 Ga Uy, tp) ou (/L, h> b, ka Up, tp)

ouk etu, sont les vecteurs unitaires @eet dee respectivement, avec la contrair@e- e = 0 (ouk - ug = 0).
Rappelons que, est le vecteur unitaire de I'axe de symétrie de la trajectoire et du mouvement, et gqu'il est dirigé
vers le péricentre, tandis qlkeest normal au plan orbital, orienté dans le sens du produit vectotiel. Si le
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mouvement est rectiligné ne peut plus étre défini a partir de qui est nul; on peut alors prendre pduun
vecteur unitaire quelconque orthogonal a la direction fixe= —u, et le mouvement rectiligne s’effectue alors
aussi dans le plan normalla Si le mouvement est circulaire, on ne peut plus défigia partir dee qui est
nul; on peut alors prendre poug un vecteur unitaire quelconque fixe et orthogonk| a'est-a-dire suivant un
diametre quelconque de I'orbite circulaitg représente alors dans tous les cas l'instant etiu, (moduloT’ si

le mouvement est périodique).

Le troisieme regroupement, h, p, k, uy, t,) a 'avantage d’expliciter un repére orthonormé direct et fixe
R lié al'orbite : R = Ougvok, ou O est le foyer attractif et ow, représent& A ug. Le repéreR, respectant
les axes ou plans de symétrie du mouvement, esplere naturebu repere proprele ce mouvement képlérien.
On a ainsi une représentation intrinseque car on n’a pas eu besoin de définir comment |I& repaitie par
rapport au repere galiléen de référence.

Il suffit en fait de trois éléments d’orbite pour représenter un mouvement képlérien dans son repere propre :
Pour fixe, les constantes scalairksp ett, caractérisent la forme de I'orbite, sa dimension ou son énergie et le
mouvement dan&. Cependant, sauf si I'orbite est parabolique, on préfere souvent utiliser, a la placH de
I’ excentricitée et ledemi-grand axe qui s’en déduisent par les formulés15)et (3.17) Ne faisant intervenir
gue des modules de vecteurs, leur calcul a partir des vecteurs position et vitesse ne dépend pas du repere (fixe
dans lequel sont exprimés ces vecteurs. A la placeidstdnt de passage au péricenttg on pourrait aussi
utiliser la valeurw, ou M, d’une des anomalies a un instant figé A la place dea, on peut aussi utiliser le
moyen mouvement = /u/a® ou éventuellement la période; bien sir, les valeurs deetrn dépendent du
systeme d’'unités adopté pour mesurer les longueurs et les temps ; elles dépendent aussi de I'unité deumasse car
dépend de la constante de la gravitation univerg€ligui elle-méme en dépend. On verra&lr?.3comment les
valeurs dei, n et d’'un mouvement képlérien particulier peuvent servir a définir un systeme d’unités commodes
pour les besoins de I'Astronomie.

Les trois autres éléments d’orbite contenus dans la définition des vecteurs unitaires et orthégenagx
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dépendent, comme ces vecteurs, du repére de référence galiléen dans lequel sont exprimés les vecteurs positio
et vitesse du poinP. Soit Ry = Oigjok, ce repére de référence, utilisé avec des coordonnées sphérigties
appelées de maniere généridaegitudeet latitude 1l reste a représentdt dansR,. On utilise pour cela trois

angles d’Eulei?, : etw ainsi définis : Le sens de étant implicitement défini par le sens du vecteur r, le

produit vectoriek, A k définit un vecteur dirigé vers leoeud ascendade I'orbite sur le plarDigj,, c'est-a-dire

vers le point ouP, en mouvement sur son orbite, traverse ce plan en passant d’'une latitude négative a une latitude
positive. Ainsi, soitn le vecteur unitaire de la directidg A k du nceud ascendant.

— Q estl'angle de rotation mesuré autour Hg entre i, et n
— ¢ estl'angle de rotation mesuré autour deentre k, et k
— w estl'angle de rotation mesuré autour Beentre n et u,

2 est lalongitude du nceud ascendant’ inclinaisonde I'orbite sur le plarDigj, etw I'argument du péri-
centre La latitudeg, et la longitude\, de la direction du péricentre peuvent s’en déduire patrdanométrie
sphérique

sin ¢p = sini sinw et tan(Ag — Q) = cosi tanw (3.43)
Exercice Le point P étant repéré dans le plabu,v, par I'anomalie vraiew, ses coordonnées et A dansR, s’en
déduisent immédiatement :

sin ¢ = sin sin(w + w) et tan(A — Q) = cosi tan(w + w) (3.44)

Dans le cas d’'un mouvement rectiligne, celui-ci est porté par la demi-droite issUeddevecteur unitaire
u = —uy, repérable dang&, par les coordonnées sphériques constahtesy du point P. Si Ougy n'est pas
colinéaire a0k, définissonk comme vecteur unitaire de, A ug; le vecteurn = kjy A k est alors suivant
le nceud du demi-plan “vertical” normallaet contenantDk, et la demi-droiteOu support du mouvement;
les angles d’Eulef?, ; et w définis comme précédemment a partirldet den, vérifient :Q2 = \, i = 7/2 et
w = ¢+7. Avecw = 7, les formuleg3.44)sont encore vraies. &lu, et Ok, sont colinéaires, tout plan vertical
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contient la droite support du mouvement ; on peut prefidte A quelconque et, comme précédemment, 7 /2
etw =¢+ .

Remargque 1. Comme tous les repéres utilisés sont directs, le choix du nceud ascendant comme origine des
angles dans le plan orbital entraine que l'inclinaisast un anglenférieur a90° si le mouvement dé” est
direct (longitude croissante), supérieur 30° s'il estrétrograde

Remarque 2. Les éléments), i etw dépendent du choix d&, : leur existence n’est pas toujours assurée, car
lorsque: vaut 0 our, le nceud n’est plus défini et doficetw sont indéterminés. De méme, lorsque l'inclinaison
est trés petite) etw sont mal déterminés. Pour éviter ce probléme, on utilise souvent I'angbeijours bien
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défini :

w=04+w longitude du péricentre dans l'orbite

De méme sk est presque nuiy, est mal défini, et donc les anglesw, ainsi que les anomalies, £ et M sont
mal déterminés ; pour éviter cela, on utilise les angles toujours bien définis :

l=w+w longitude vraie de” dans I'orbite
E=w+E longitude excentrique d&
L=w+M longitude moyenne dé

(attention : les quantitéss, ¢, £ et L sont improprement dénommeées “longitudes” car ce sont des sommes
d’angles non coplanaires).

A la place det,, instant de passage au péricentre lui aussi mal déterminé gussicoetit, on peut utiliser
comme élément d’orbite la quantitg, valeur de la longitude moyenne a un instant don®©n en déduit. a
tout instant :L = Lo + n (t — to)

Ainsi, si le mouvement est elliptique, on prend souvent les éléments d’orbite parmi les ensembles suivants :
(a, €, i, Q, w, t,) (3.45)

(a, e, i, Q, w, Lyat =ty) (3.46)

Si e eti sont tous deux trés petit, w et sont mal déterminés. En fait, cette mauvaise détermination est de
la méme nature que celle rencontrée dans des coordonnées polaires plahesi(lorsquer s’annule,d est
indéterminé, tandis que les coordonnées cartésiennes §ont toujours bien définies, méme en (0, 0). Pour
lever les indéterminations dues a la nullité éventuelleetalee, on utilise donc habituellement les coordonnées
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cartésiennes suivantes :

k=e cosw h=esinw A
q =sini/2 cos (2 p =sini/2 sin ) ST
Les éléments d’orbite adaptés aux faibles excentricités et inclinaisons sont ainsi :
(CL, k7 ha q, b, LO at = tO) (348)
Parfois k, h, g et p sont remplacés par les variables complests :
z=k++v—-1lh=eexpv—-1w
; (3.49)

C:q+\/—1p:sin% expv—1%

Remarque 3. En Astronomie, on trouve divers qualificatifs pour préciser le repére dans lequel sont définis des
éléments d’orbite. Ainsi, on parle@&éments héliocentriquassl’'origine de R, est le centre du Soleil, diéments
géocentriguesu d'éléments planétocentriqussc’est le centre de la Terre ou d’'une planéet&lémnents bary-
centriquessi c’est le centre de masses d’'un ensemble de corps désignés.

Le choix de la base d&, est aussi fonction des conditions d’observation des mouvements que I'on désire
représenter. Dans le cas de mouvements dans le systéme solaire, on choisit souvent la diase @eses
écliptiqgues et pour des mouvements de satellite, la basecdesdonnées equatorialeR, pourra ainsi étre
par exemple un repére écliptique héliocentrique ou bien écliptique barycentrique (origine au centre de masses
du systeme solaire), ou un repére équatorial géocentrique ou encore équatorial jovicentrique si I'origine est au
centre de Jupiter, etc: En fait, comme les plans de I'écliptique ou de I'équateur terrestre ne sont pas absolument
fixes (leur intersection, le point, participe notamment a la “précession des équinoxes”), la base écliptique
ou équatoriale choisie est rendue fixe en prenant celle correspondant a une date fixée (par exgdple :
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12.2.

12.2.1.

®Sommaire

géocentrique rapporté a I’écliptique et a I’équinoxe moyens pour J20007)

Eléments d’orbite canoniques du mouvement képlérien

Nous recherchons ici des jeux de variables canoniquement conjuguées qui soient des constantes dans le mou
vement képlérien. Partant de variables canoniques associées a un certain paramétragé’dnqusralions ap-
pliquer la méthode d’Hamilton-Jacobi pour passer de ces variables a de nouvelles variables qui soient constantes.
Nous en déduiront, pour le mouvement elliptique, les éléments canoniques de Delaunay, puis ceux de Poincaré
qui évitent certaines singularités présentes dans les éléments de Delaunay.

Calcul de I'hamiltonien

Soit Ry = Oigjoko le repere galiléen dans lequel le poidtest représenté par le vectaue ru. On pour-
rait utiliser des coordonnées cartésiennes ou des coordonnées sphériques, et définir les variables canonique:
correspondantes a partir du Lagrangien. Au lieu de cela, nous préférons utiliser ici un systéme de coordonnées
particulier qui permettra de tenir compte facilement de la propriété du mouvement képlérien d’étre plan.

Considérons donc un pldil) dont les seules contraintes soient pour le moment de passergigvar P et
de couper le plan de référen€dj, ; on suppose aussi queet O ne sont pas confondus. Soiétin vecteur
unitaire normal &11), v = (ko, k) 'angle des deux plans etle vecteur unitaire de la directidg A k. Notons
que le plan(Il) n'est pas lié pour le moment au vecteur vitesse’dée vecteuru peut alors étre déduit dg
par les trois rotations suivantes correspondant a trois angles d’Euler : rotation ddangl®, n) autour deky,

2 Selon l'usage des astronomes, les dates sont souvent données dans la chronologie julienne, ol les jours successifs sont simplement numérotés consécutivemen
depuis un certain jour. Ainsi le jour julien numéro 2 451 545 débute le premier janvier 2000 a 12 heures et correspond a la date J2000.
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rotation d’angley = (ko, k) autour den et rotation d’angle) = (n, u) autour dek. Soit enfinv = k A u.

Nous repérons alors le poiftpar les 4 coordonnées, v ety qui sont supposées pouvoir varier indépendam-

ment I'une de l'autre : Bien sdr, pou? donné, si I'on choisit arbitrairement 2 des angles, le troisieme dépend

des 2 premiers, mais en faisant varier les trois angles indépendamment, on peut bien décrire toute la sphere de
rayonr (de fagon non bijective). Dans ces conditions, la vitess d&crit :

. d(ru) .
r—T—ru—i—r(Q/\u) (3.50)

ou (2 est le vecteur rotation de la ba@e v, k) par rapport a la bas@,, jo, ko) :

Q=Vky+9n+vk (3.51)
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On en déduit les composantes de la vitess@ dians la basey v, k) :
i
= | r(¢+Jcosn) (3.52)
r (4 sintp — 9 siny cos )
puis le vecteur moment cinétique éeenO :
G = —r? (§sine) — Isinycosh) v+ r2 () + d cosy) k (3.53)

et enfin I'énergie cinétique de :

T = 5 [7% 4+ 7% (¢ + ¥ cosy)? + r? (§sinyh — I siny cos 1)?] (3.54)

Si maintenant on impose au pléf) de contenir a tout instant le vecteur vitesseljed’apres(3.52) cela
revient a établir cette relation de liaison entre les paramétres primitifs :

4siny — dsinycosyh = 0 (3.55)

En associant un multiplicatetra cette liaison, et en tenant compte de I'existence d’un Lagramtjieri’ + £,
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on obtient degquations de Lagrange avec multiplicateur
d(ocy _oc
dt \ Or or
(oL _oL
dt \oyy) 0

(3.56)
d (8£> — 8_£ = —\ sinycosv

dt\a9) 90
d (0L oL :
ii(55) ~ 55

Désignons paRk, ¥, © et I' les moments conjugués respectifsigde, 9 et~ définis par :

oc .
R = E =T
U= 8—5.27‘2 (4D cosy) =G -k

o

or o ‘ (3.57)
6 = o7 =12 (1h + I cosy) cosy — r* (ysiny — Isin~ycos ) sinycosyy = G - ky
I'= Z_ﬁ =72 (¥sint) — Jsinycosy)siny = G - n

Y

On remargue en passant que le moment conjugué de chaque angle est la composante du moment cinétique suivar
I'axe autour duquel “tourne” cet angle. En définissant I’hamiltorfiepar la relation :

H=Ri+Wi+O00+Iy—L (3.58)
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et en exprimant/ en fonction des variables et de leurs conjuguées, on trouve :

1 v (e-v 2
H(r,¢,9,7,R.¥,6,I') = 3 R2+—+—2+< cosy)”| _ p (3.59)

T r? sin? o T

Enfin, apres avoir différenti€3.58)et en tenant compte des équations de LagraBd®)et de la définition des
moments conjugueés, l'identification des coefficients de chaque élément différentiel dans les deux membres de
dH conduit aux équations d’Hamilton “avec multiplicateurs” :

_ 0H dR _ _0H
8R dt — 87“
d_w _ v _ _
dt — W dt — w (3.60)
%:g—g %:—%—g—)\sinvcos,lb
dy _ 0H dl _
at = ar T =%+ siny
auxquelles il faut joindre la relation de liais@h55)qui montre, d’apre$3.57), quel” est nul, ainsi qu& égal
‘g?[ = F ; si'on veut que la liaisori3.55)soit veérifiée quel que soit, alors il faut gu’a son touSL soit nul.
v ety sont donc constants et le pléi) est fixe. On tire ensuite des équations d’Hamilton :
dy _n_ 0H _ ©—Vcosy O _ .
a ~ V=96 = r®sin® — i ey (3.61)
puis
v OH
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On en déduit 40 /dt = 0; mais par ailleurs(3.60)donne ‘© = —\ sin~y cosy etdonc il faut A = 0 pour que

la liaison soit réalisée quel que sait On vérifie ensuite que I'équation d’'Hamilton donnadi’/dt est aussi
identiguement nulle. Le multiplicateur étant nul, I'équation de liaison est réalisée de fagon “naturelle”, sans faire
intervenir de forces pour maintenir cette liaison. On retrouve que le mouvement képlérien est plan.

I' étant identiquement nul etpouvant étre défini par le rapport constéht’ = cos~y, on peut enfin consi-
dérer que ces deux variables canoniquement conjuguées sont superflues ; alors, I'hamiltonien se réduit a I'ex-
pression : )

H(r .9, R,0,0) — - [32 + W—J e (3.62)
2 r T

On retrouve I’hamiltonien du probleme de Kepler plan obtenu dans I'exemple du paragéagtiéen fonction
de coordonnées polaires dans ce plan. Le calcul qu'on vient de faire montre que dans le probleme képlérien
spatial, le plan fixe dans lequel s’effectue le mouvement est défini par deux variables canoniques constantes
© ou v est la longitude du nceud et ou I'inclinaison est donnée par le rapport coastant ©/¥. Par ailleurs,
on reconnait maintenant qée= %) = G - k est le modules du moment cinétique défini €8.7). Avec les
notations classiques des éléments d'orbite= ¥, i = v etG = ¥, on a donc le jeu de variables canoniques
suivant pour le probléme de Kepler :

(r, ¥, Q, R, G, O) avec O = Gcosi (3.63)

Avec I'hamiltonien(3.62), on écrirait bien sir des équations canoniques d’Hamilton “sans multiplicateur”.
Ne dépendant pas explicitement du temfgsest constant et sa valeur représente I'énergie totale du mouvement
képlérien qu’on avait notéeen(3.6).

Notons encore que I'hypotheése+# 0 était indispensable pour assurer @ugoit une quantité distincte de
sinon, le probleme aurait été dégénéré, passant d’'un probléme spatial a un probleme plan.
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12.2.2. Application de la méthode d’Hamilton-Jacobi

Notre but est maintenant de trouverf¢enction génératricé’, d’'un changement de variables canoniques :

(Ta w7 Q7 R7 G7 @) = ('rl; T2,T3,Y1, Y2, y3)

tel que le nouvel hamiltonie®/’” soit nul, les nouvelles variables étant alors toutes des constantes. En fait, on
a vu que pour un systeme conservatif ¢constant), on peut, de maniére équivalente, faire en sorté{(jag
la méme valeur qué/ en identifiant’ a 'un des momentsy; par exemple, lui-méme égal a I'énerdiedu
systeme. Alors, avetl’ = y; = H = h, toutes les variables; ety; sont constantes, sauf qui s’identifie au

!
temps puisqu’alor% = %% = 1. Dans ces conditions, la fonction génératrice recherchée ne doit pas

dépendre explicitement du tempS;(r, ¢, 2, y1, ys, y3) doit seulement vérifier :
dGy = Rdr + Gdy + OdQ + x1dy; + xodys + x3dys
0G5 0G5 0G5 0G5 0G+ 0G5 (3.64)
= —=dr+—=d —dQ+ —=d d d
or T oy Wt M By, Wi T gy, W2t gy,

et H' — H = 0, soit encore I'équation ¢Hamilton-Jacobi

CL[(9G), 1 (3G
7o o ) T oy
Comme les variables, (2 et © n'apparaissent pas explicitement dadhsleurs variables conjuguées respec-

tivesG, © et(2 sont des constantes du mouvement et on peut choisir une fonction génératrice qui engendre une
identité en ce qui concerne ces variables constantes. Prenant ainsi :

+E-0
.

GQ :wy2+Qy3+S(T7_7_ayl7y27_) (365)
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et tenant compte d&.64), on déduit en effet :

aa—ngz:Q : @:@:yg et G:%:yg (3.66)
3

T3 =

o002 o
Désormais, le changement de variables peut ainsi étre réduit a :

(r,, R, G,0) — (x1,22,2,h,G,0)

avec une fonction génératrice, = vG + Q60 + S(r, —, —, h, G, —) ou S est solution de I'équation :
oS G*
h — - — — =
(87") 2r? i T 0

On obtient ainsi :

2
S(r,—, = h, G, — _e/ \/2h+2—“—G—d (3.67)
ro(h,G)

ou I'on a admis que la constante d’intégratigrest une fonction des 2 constantest G dont doit dépendré&
etoue = +1.

De (3.64)on déduit ensuite :

. _8G2_§_€/r dr _5(97“0 oh 244 G_2
Yoy oh ), 5 > Oh ro T8
nw G
2h+7—ﬁ (3.68)
t—1t isque i ol 1
=t—1ty puisqu T, = =
oh
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Dans ce cas,, est I'instant our vautry, a condition toutefois queo soit 'une des racines de I'équation :

2u G2 G2 . , .
2h + == — = = 0 (afin d’annuler le terme e%) Alors, comme®;; 2h + 2 (puisqu’'on a a la

foisR=retR = 8—5), ro est aussi 'une des valeurs deu dr/dt s’annule.r passe alors par un extremum.
Prenons correspon(_jant au pericentre. On a done-= ¢, instant de passage au péricentre, et la racjrest
donnée par I'expression suivante :

ro = s (3.69)

14+ 1+ 2hG?/p?
On pourra comparer cef avec I'expressiori3.23)de ¢ en tenant compte de = G?/u et de I'expression de
I'excentricitée donnée eri3.15) Ayant choisiry de la sorte, on a ensuite :

0G5 /T Gdr
To=— =9 —c¢
oG o 9 2
7 2 (3.70)
tant pui ' i =0
= nstant pui
w constant puisque T2 = S

Exercice w s'interpréte donc comme la valeur delors du passage au péricentre. En posast 1/r I'équation(3.70)

s’integre ensuite pour donner :
1 1 4+ 2hG?/u? =
_1+vi+t 2/u cos(v) — w) (3.71)
G*/
Cette expression est comparablgd.0) et correspond a I'équation polaire d’'une conique de féyed’excen-
tricité e = /1 + 2hG?/u? et de parametrg = G?/p, située dans le plan de variation dec’est-a-dire dans le
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plan(II). Langle (¢ —w) s'interprete comme étant 'anomalie vraie. Finalement, le probléme de Kepler admet
donc le nouveau jeu de variables canoniques suivant :

(t—t, w, Q, h, G, O) (3.72)

dont les cing derniéres, étant des constantes, sorélélesents d'orbite canoniqueénergieh est la variable
canonigue conjuguée du temps, le moment cinét@st conjugué de I'argument du péricentret la compo-
sante® du moment cinétique sk, est conjugué de la longitude du ncgudl’hamiltonien dans ces variables
vaut simplement :

H'(t—ty,w,QhGH)=H (-, — — h,—, —)=h (3.73)

Il reste a terminer l'intégration de I'équatidB.68) pour exprimer- en fonction du temps. Nous le ferons
dans le cas du mouvement elliptique, en introduisant les éléments de Delaunay.

12.2.3. Passage aux €léments canoniques de Delaunay

Dans le cas du mouvement elliptique, posdns- —/(2a) et utilisons la relationG = /pa(l — €?) issue
de I'expression de I'excentricité dafi3.71) Alors, le changement de variable régularisant FE défini par
r =a(l — ecos E), permet d’intégre(3.68)en aboutissant a I'équation de Kepler :

t—t,=+/a3/u(FE —esinkE) (3.74)

Exercice Introduisant alors 'anomalie moyenie = /u/a3(t — t,), on peut faire en sorte qui soit une des va-
riables canoniques. Il suffit de définir une transformation canonique éntre,( 2) et (M, L) qui ne change ni
I’'hamiltonien ni les autres variables, et pour cela il suffit d’avoir :

(t —t,)dh — MdL =0
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c'est-a-dire :

On en déduitL =

Jia eth =

2

2L2

dL
(t—t,)da— | Lt —t)dL =0 soit — =
2a a

da
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L /p

2V a

C’est ainsi que I'on aboutit augléments de Delaunay, ¢, ¥, L, G, ©) définis, avec les notations de

Poincaré, par :

L’hamiltonien correspondant conserve sa valeur :

Les équations d’Hamilton s’en déduisent :

®index ®Page d'accueil

I = M L = \/ua
g = w G = LJyi1-¢
¥ Q © = GGeosi
,u2
Hl(l7 g, 197 L7 G7 @) = Hl(_7_7_7L7_7_> = 7572
2L
ﬂ (9H1_M_ d_L__6H1_0
dt — oL  L? a — o1
dg_aHl_O @__aHl_O
dt oG dt 99
@_8[11_0 @__aHl_O
dt — 9o . — 99
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Notons qu'il suffit de changer le signe de I'hamiltonien pour que chaque variable canonique apparaisse comme
2
permutée avec son conjugué. A = —H; = - on obtient évidemment :

2L
@_8[‘]2_0 ﬂ 8]—12_#_
dt — o1 dt — oL I?
dG _ OHy _ dg _ O0H
T = 5 =0 &= a0 — (3.78)
dt — 99 a — 96

C’est d’ailleurs sous cette derniere forme que sont souvent utilisées les variables de Déladnhay, [, g, V),
avec un hamiltoniechangé de signe

Hy(L, G, O, 1, g, ) = Hy(L,—,—, —,—, — =1

ou le role des variables et de leurs moments conjugués est inversé.

12.2.4. Passage aux €léments canoniques de Poincaré

Les variables de Delaunay ne sont pas les meilleures qui soient lorsque I'excentricité ou l'inclinaison sont tres
petites car elles engendrent les mémes singularités que les éléments d’orbite définise@ela se manifeste
ici sur les variabled., G et © qui ne different alors I'une de l'autre que par des quantités de I'ordre du carré
de I'excentricité ou de l'inclinaison. Ces trois variables deviennent identiques et donc indiscernabéts si
s’annulent ; dans le méme temps les anglesetd deviennent indéterminés.
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Pour éviter ces singularités, Poincaré a introduit des variables canoniques non singuliéres lorsque I'excentri-
cité et l'inclinaison sont nulles. Ce sont les éléments suivants :

A=1L A=l+g+7
£ =1+/2(L—G) cos(g + ) n=—v2(L—G) sin(g +9) (3.79)
p=+/2(G — O) cosV qg=—+/2(G — O) sin?

(notons que, vue la signification des éléments de Delaw@présente la longitude moyenmge}- 9 = w est la
longitude du péricentre dans I'orbite@t= 2 est la longitude du nceud ascendant)

Ces éléments sont tout-a-fait analogues aux variables k, h, q et p déja introduifed €nEn effet
V2(L-G) = \/QL(l — /1 —¢2) est de l'ordre de/L et /2(G — O) = \/ZL (1 —e?)(1 — cosi) estde
I'ordre desini /L.

Pour passer des éléments de Delauray~, 9, [, g, ) auxéléments de Poincamn définit d’abord d’autres
variables canoniques :

r2=L—-G pp=—(g+79) (=-w) (3.80)
23=G—6 pg = —0 (=-9)

Cette transformation est canonique puisqu’elle vérifie la condition de canonicité :
ldL + gdG + YdE — pldl'l — pgdl’g — pgdl’g =H)

Ensuite, il suffit de vérifier qu’une transformation du type :

(y,x) — (u,v) avec u = /2y cosx et v = /2ysinx (3.81)
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est aussi canonique. En effet elle vérifit: + ydx = dG, avecGs(x,u) = %uQ tan z. Ces deux transformations
laissent I’hamiltonien inchangé, égal finalement a :

H3(A757p7>\an7Q) :H3<A7_a_7_7_7_) = ,u— (382>

12.3. Systemes d’unités astronomiques

Le systeme d’unités international MKS n’est pas adapté aux mesures astronomiques : Dans ce systeme, les
distances ou les durées mesurées dans I'Univers sont données en metres ou en secondes avec une faible précisic
par des nombres trés grands (qualifiés “d’astronomiques”!). Cependant, on arrive depuis peu a obtenir, dans
le systéme solaire, des mesures de distances par radar exprimées en métres avec une précision de I'ordre d
kilométre ou par laser (sur la Lune) avec une précision de quelques centimétres. Ces mesures bénéficient de la tre:
bonne précision des mesures de temps. La situation est au contraire tres mauvaise en ce qui concerne la précisiol
des mesures de masse des étoiles ou des planétes si I'on veut exprimer leurs masses en kilogrammes ; on pourra
indirectement 'améliorer si la constante de la gravitation universelle était mieux connue dans le systeme MKS.
Les meilleures mesures dédonnent en effet seulement 5 chiffres significatif§ = 6, 6720 10~ m*kg~'s™2.

En fait, 'observation de mouvements képlériens elliptiques dans I'Univers permet de relier les 3 grandeurs
Longueur - Masse - Temps, a condition de connalfreCela est notamment évident dans la troisieme loi de

3

Kepler :% = % gui montre que des mesures de distance et de temps associées a une Valgeardeettent
de déterminer la masse avec la méme précision que la moins précise de ces grandeurskGzsstmal connu
dans le systeme MKS comparativement aux distances et aux temps, on ne détermine bien que & produit
par exemple, I'observation des satellites de la Terre dodfwe; = 398 600, 64 10° m3s~2 olim est la masse

de la Terre, mais nk’ ni m ne sont connus avec autant de chiffres significatifs.
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En fait, la difficulté de mesurer la masse des astres en kilogrammes vient de la définition méme de l'unité de
masse et de son caractére artificiel. Une unité “naturelle” de masse pourrait étre la masse d’'un atome ou d’un
neutron - - Mais une telle unité ne serait pas non plus adaptée a I'’Astronomie. L'Astrophysique nous apprend au
contraire que le comportement physique de chaque étoile est notamment fonction de sa masse totale, qui apparai
ainsi comme grandeur fondamentale. Il est donc intéressant d’adopter en Astronomie une unité de masse qui soit
celle d'un astre. C’est lmasse du Solegjui a été choisie car c’est une référence particulierement bien observable
et étudiée.

Dans ces conditions, avec cette unité de masse, pour le mouvement héliocentrique d’'une partlcule fictive de
masse négligeable qui serait soumise a la seule attraction du Soleil, on aurait la troisieme loi de %gpi:er

K . Cette relation permettrait de détermiréravec la méme précision que celle des mesures que I'on pourrait

falre dea et deT dans le systeme solaire. En fait, si les périodes planétaires sont depuis longtemps mesurables
avec preécision (par exemple pour la Teffe= 1 année sidérale 365,256 363 05 j = 31558 149,768 s), les
demi-grands axes ne sont pas encore mesurables en métres avec la méme précision.

Aussi procéde-t-on autrement : On dit quee conventionla valeur dek est donnée par le nombre

k=+vK =0,017202098950000  appeléconstante de Gauss

Ce nombre est donné dans un systeme d’unités ou I'unité de masse est celle du Solei)(nataeé de temps

est le jour (de 86400 secondes), et I'unité de longueur esit€ astronomiquénotée UA). Avec cette valeur
conventionnelle de/K, I'unité astronomique de longueur est le rayon de I'orbite circulaire qui serait décrite
autour du Soleil par une planéte sans masse et non perturbée par d’autres planétes, avec la période égale a :

Ty = = 365,256 898 326 3 |

=L
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Cette valeur, voisine de la période de la Terre, signifie que l'unité astronomique de longueur est voisine du
demi-grand axe de l'orbite terrestre ; la différence avec la période sidérale donnée prédédemment vient de ce
gue la Terre a une masse non nulle et qu’elle subit les perturbations des autres planetes. En adoptant pour unité
de temps lannée julienngcomprenant par définition exacteme6b, 25 jours de 86400 secondes), on obtient
encore :

K = 39,476 926421373 (UA)> ® ! (an) 2

Dans ce systéme d’uniték, est ainsi voisin derx?2.

A partir des constantes primaires :

— Vitesse de la lumiérec = 299 792458 m st

— Temps de lumiére pour l'unité de distance,:= 499,004 782 s
on déduit la valeur de I'unité astronomique en métres : 1-UAr, = 1,495978 70 10'' m. Avec la valeur de
K donnée dans le systéme MKS, on obtient aussi la masse du Soleil en kilogramimesl;, 9891 10%° kg.

On trouvera dans l&ableau lles valeurs admises actuellement pour les masses des planetes rapportées a
celle du Soleil, et dans Iéableau 2 les masses de quelques satellites naturels rapportées a la masse de leur
planete. Dans le Tableau 1, la masse de chaque planéte comprend la masse totale de la planéte et de son corteg
(éventuel) de satellites.
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Tableau 1 Inverse de lanasse des planétes’est-a-dire masse du Soleil évaluée en masses de chaque

planete.

planéte o/m planéte o/m

Mercure 6 023 600 Uranus 22 869
Vénus 408 523,5 Neptune 19314
Terre + Lune 328900, 5 Pluton 130000 000
Mars 3098710 Céres 1700000 000
Jupiter 1047, 355 Pallas 9100000000
Saturne 3498,5 Vesta 8300000 000

Tableau 2 Inverse de lanasse des principaux satellites naturdlssystéme solaire, c’est-a-dire masse des
planetes évaluée en masses de leurs satellites.

planéte satellite  mypianete/ Msateltite
Terre Lune 81,300

Jupiter lo 21270
Europe 39060
Ganymede 12750
Callisto 17800

Saturne  Titan 4225,8
Neptune  Triton 500

On constate que la masse du Soleil est vraiment prépondérante sur celle des planétes, tout comme celle
de chaque planete est prépondérante sur celles de ses satellites. Jupiter, la plus massive des planetes, a ur
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masse inférieure au milliéme de la masse solaire. La Lune est parmi les satellites, celui qui a la masse la plus
importante par rapport a la celle de sa planete (plus du centiéme). La petitesse de ces masses relatives explique
gue les mouvements observés des planétes ou de leurs satellites soient assez voisins de mouvements képlérier
héliocentriques pour les planétes, et planétocentriques pour les satellites. Cela justifie qu’on cherche a représentel
leurs mouvements par des mouvements képlériens perturbésHeftia 5.

Atitre indicatif, le Tableau 3lonne des éléments d’orbite héliocentrique des 9 planétes principales du systeme
solaire, en utilisant des éléments du typel6) Ces éléments sont donnés avec une précision moyenne, valables
sur une durée limitée a quelques dizaines d’années en relation avec I'approximation purement képlérienne de leur
mouvement. On donne en outre la valeur du moyen mouvement sidéralsecondes de degré par jour; cette
valeur n’est pas redondante avec la valeur donnée du demi-grand axe, car elle differe légerement denla valeur
du moyen mouvement que I'on pourrait calculer a partir de la troisieme loi de Keplet = K (1 + m). Pour
calculer une position des planétes a un instatinné a partir des éléments fournis par le Tableau 3, il convient
de calculer la longitude moyenriepar la formuleL = N (t — t,) utilisant N a la place de.
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Tableau 3 Eléments moyens des orbites héliocentriques des grosses planetes, rapportés a I'écliptique et

I’équinoxe moyens J2000, pour la dage= J2000.

a (UA) e i Q w Lo N
Mercure  0,38710 10,2056 7500 48933 77946 252925 14732,42
Veénus 0,72333 10,0068 3939 76568 131556 181998  5767,67
Terre 1,00000 0,0167 — — 102594 100547  3548,19
Mars 1,52368 0,0934 1985 49556 336506 355743 1886, 52
Jupiter 5,20260 0,0485 1530 100946 14533 34535 299,128
Saturne 9,55491 0,0555 2749 113566 93506 50508 120,455
Uranus 19,2184 0,0463 0377 74501 173500 314505 42,231
Neptune 30,1104 0,0090 1°77 131°78 48212 304°39 21,534
Pluton 39,44 0,2485 17913 11057  224°6 23797 14,3

Exercice Sauf pour Mercure et Pluton, toutes les orbites planétaires ont donc des inclinaisons et des excentricités voisines
de zéro. Il existe cependant de nombreuses autres petites planetes ou astéroides (tels Céres, Pallas et Vest
mais plus de 7000 autres astéroides sont actuellement répertoriés) dont les orbites sont en majorité situées entr
celles de Mars et de Jupiter; leurs excentricités et leurs inclinaisons sont en général plus fortes que pour les
grosses planetes. Certaines ont méme des excentricités supérieute’autres petits corps traversent encore
le systeme solaire de maniére épisodique sur des orbites paraboliques : Ce sont les cometes. Certaines reviennel
périodiquement aprés avoir été “capturées” par Jupiter a I'occasion d’'un passage a proximité de cette grosse
planéte ; le mécanisme d’une telle capture est analysé dans le prochain paragraphe.
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12.4. Energie d’'une orbite et vitesses cosmiques Pb}

En mécanique spatiale, on étudie le mouvement orbital de corps artificiels qui peuvent étre des th]jites
d’'une planéte ou des sondes spatiales en transit dans le systeme solaire ; on peut alors toujours con(jid er qu
leur masse est négligeable devant celle de cette planete ou devant celle du Soleil. On peut méme considérer qu’er
premiere approximation, lorsqu’un tel corps est dans le “voisinage” d’'une planéte demasse subit que
I'attraction de celle-ci, assimilable a celle d’'un point ou d’'une sphére de méme masse, et qu’en dehors de ce
voisinage, il ne subit que l'attraction du Soleil de ma&seCe voisinage, presque sphérique, constitispleere
d’'influencede la planéte, dont la définition et le rayon seront préciséstert.4a propos du mouvement des
N corps. Disons seulement ici que dans ce voisinage, 'influence de la planéte est “supérieure” a celle du Soleil.
Dans le voisinage de la planéte, le mouvement du corps est donc représentable par un mouvement képlérien
planétocentriqgue associé a une constante K'm, et a I'extérieur de ce voisinage, par un mouvement képlérien
héliocentrique de constanie = KM ; les planetes elles-mémes peuvent étre considérées comme ayant en
premiére approximation des mouvements képlériens héliocentriques de copstartg M + m). Dans cette
approximation, tous les mouvements du systeme solaire sont donc képlériens, chaque étapsattiré a
chaque instant par un seul cenf?ele constantg.

Dans le cas oW’ décrit autour deO une orbite elliptique de demi-grand axeavec2h = —pu/a < 0,
I'intégrale de I'énergie s’écrit encore :
2
=K _ K (3.83)
r a

Exercice Si l'orbite est circulaire de rayon = a, on en déduit lavitesse circulairea la distance: et pour la constante
d’attractiony, notéeV,(r) :

Vo(r) = g (3.84)
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Calculer la vitesse circulaire d'un satellite artificiel de la Terre pour une orbite située à 150 km d'altitude, et pour celle correspondant à un satellite géostationnaire tournant en 23h 56m 4,1s. (Pour la Terre, on a mu=398600 km³/s² et le rayon de la Terre vaut 6378 km). Dans le cas d'orbites coplanaires à l'équateur, calculer les incréments de vitesse minimaux à fournir pour passer de l'orbite basse (à 150 km) à l'orbite géostationnaire et la durée du passage sur cette orbite de transfert. 
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Notons gu’implicitement le vecteur vitesse est alors normal au rayon vecteur. Inversement, on peut dire que si
le point P est lancé a la distanegedu pointO avec une vitesse égale a la vitesse circulaire a cette distance et
dirigéeperpendiculairemeri OP, I'orbite de P est nécessairement circulaire.

Plus généralement, si I'orbite a une excentrieitét
ol = v/11/T0 un demi-grand axe, aux points de I'ellipse ot = «

: (c’est-a-dire aux extrémités du petit axe) on a une
vitesse parallele au grand axe et de module égal a
v it/a. Langle a entrer etr en ce point est tel que
cosa = e. Donc, si on lance le poinP a une dis-
tancer, du pointO avec une vitessg/u/r, €gale
a la vitesse circulaire a cette distance mais inclinée
d’'un anglea surOP, I'orbite de P est elliptique avec
e = cosa, a = ry et le grand axe de cette ellipse est
parallele a la vitesse initiale. (3.84b)

Exercice Dans le cas d’'une orbite parabolique=£ 0), on a seulement :
2
2 = £ (3.85)
T

La vitesse correspondante estigesse paraboliqua la distance et pour la constante; notéeV,(r), on a donc
aussi :
Vy(r) = V2 Ve(r) (3.86)

Il N’y a plus ici de contrainte sur la direction de la vitesse. Donc, si on lance le pbanune distance, du
point O avec une vitesse égale a la vitesse parabolique a cette distance, I'orbitestiparabolique, quelle que
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Soit un corps sphérique de rayon R et de masse M. Calculer le rayon R de ce corps tel que la vitesse parabolique (ou vitesse de libération) à sa surface soit égale à la vitesse de la lumière. Ce rayon s'appelle "rayon de Schwarzschild", ou rayon du "trou noir" de masse M (avec mu=KM où K est la constante de la gravitation). Calculer le rayon de Schwarzschild du Soleil et celui de la Terre (réponses 3 km et 1 cm) et les densités moyennes des trous noirs correspondants. 
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soit I'orientation de cette vitesse lors du lancement. L'orbite parabolique éloigne lefpadntpointO jusqu’a
I'infini. On dit que V,,(r) est aussi laiitesse de libératiod la distance: et pour la constantg. C’est la vitesse
gu'il suffit juste de donner au poirt pour I'éloigner a une distance infinie du poidt et pour qu'il “y arrive”
avec une vitesse nulle. Ainsi, selon que la vitesse initiale donnée a la distesideférieure, égale ou supérieure
aV,(r), l'orbite est nécessairement elliptique, parabolique ou hyperbolique respectivement.

Exercice Pour laplanéte Terrede rayonR ~ 6378 km et de constantg = 398600 km?s 2, la vitesse circulaire a la sur-
face de la Terre (vitesse de satellisation) vawos km.s™! ; la vitesse de libération correspondante (a la surface
de la Terre) est/2 fois plus grande 11, 18 km.s™!. De méme, dans le systéme solaire ol la constaniut
environ39, 4769 UA3.an 2, la vitesse circulaire en un point situé a 1 UA du Soleil est égélea3l UA.am!
soit29, 785 km.s™! ; la vitesse de libération du systéme solaire a 1 UA vaut alr$22 km.s*.

Dans le cas d’'une orbite hyperboliqu&:(= p/a = V2 > 0), on peut écrire :

iP=2E oy (3.87)
r a
A I'infini, le vecteur vitesse est porté par I'une ou I'autre des asymptotes; sur I'une, la vitesse est dirigée vers le
centreC de I'hyperbole, tandis que sur I'autre, elle éloignele C'; 'angle ¢ entre les asymptotes orientées dans
le sens du mouvement dea l'infini, représente laléviationde P due a 'attraction d&® par l'intermédiaire de
la constante d’attraction. On a:

d=7—2(7 — Weo) avec COSWs = —1/€ = sin(6/2) = 1/e
En utilisant les relationsg = a(e — 1), b = av/e? — 1 eta = p/V2, on obtient encore :

) 1
1 + q_oo
M
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En utilisant les constantes relatives à la Lune et aux planètes données dans la partie 4 (accessibles par l'index au mot Lune ou planète, ou en cliquant sur "planète Terre" ci-contre), calculer la vitesse circulaire de satellisation et la vitesse de libération à la surface de chacun de ces corps. 
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et aussi:
. 2 5 1
SIN® = = ——51
2 bV,
I1+—
ol
Exercice La premiére relation permet de calculer la déviation obtenue pour une vitesse donnée a l'infini, en fonction de
la distancey au péricentre ; la seconde donne cette déviation en fonctibrmdereprésente la distance du foyer
O a l'asymptote, c’est-a-dire aussi la distance au pOiit laquelleP serait passé s'il n'avait pas été attiré par
ce point.

(3.89)

Ces formules sont intéressantes pour évaluer par exemple la déviation subie par une sonde spatiale ou par une
comete lorsque celle-ci, se rapprochant d’'une planéte, traverse sa sphére d’influence ; on peut alors considérer
gu’en premiere approximation, dans ce voisinage, le mouvement d’une particule est uniquement di a I'attraction
de la planete (probléeme de deux corps)SSiésigne la sonde ou la cométe,feta planéte rencontrée, leurs
vitesses héliocentriques sont notées respectiveNiesit R ) et V(P/R). La vitesse planétocentrique deest
notéeV (S/Rp), ou Rp est un repére d’origing en translation par rapportf. . La vitesse planétocentrique
de S al'entrée de la sphére d'influence fleest :

Ve(S/Rp) = V°(S/Ro) — V(P/Ro) = V§, (3.90)

Aprés avoir “contourné” la planéte en passant a la distance minimé&epointS sort de la sphere d’influence
avec une vitesse planétocentrigué, déviée de I'anglé (V< etV ont méme module). La vitesse héliocen-
triqgue deS a cet instant est alors :

V*(S/Ro) = V*(5/Rp) + V¥(P/Ro) = Vi, + V*(P/Ro) (3.91)
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Calculer la vitesse de libération de la Terre au niveau de l'orbite lunaire. On considèrera que la distance moyenne de la Terre à la Lune est de 380 000 km. Calculer la vitesse de libération à la surface de la Lune pour s'échapper du système Terre-Lune. On déterminera dans quelle disposition géométrique doivent être la Terre, la Lune et le point de lancement sur la Lune pour profiter au mieux des vitesses d'entraînement de ces corps (en supposant des orbites circulaires et en évaluant la "déviation" nécessaire pour que la vitesse à "l'infini de la Lune" ait la bonne direction et la bonne valeur pour s'échapper ensuite de la Terre) 
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VZO\ sphere d'influence

/

V*(S/Ro) vs(s/Rp) =

sortie Sg

V*(P/Ro)

Ve(S/Rs) V(S/Rp).

entrée ) .

V(P Ro)

Ph

Si l'interaction deS avecP dure un temps négligeable, on pourra considérer que les Vit®¥s$$E5 R) et
V#(P/Rs) sont égales. Selon le sens de la déviation subieSpdans le repére planétocentrique, la nouvelle
vitesse héliocentriqu¥*(S/R) peut étre de module supérieur ou inférieur a celuvdesS/R,) ; il en résulte
pour.S un gain ou une perte d’énergie (échangée avec la planete), et donc une orbite lui permettant de s’éloigner
ou de se rapprocher davantage du Soleil. C’est ce mécanisme, appghén gravitationnelqui est utilisé par
les sondes spatiales pour atteindre par exemple Saturne grace a un survol adéquat de Jupiter (sondes Voyage
1 et 2), ou qui explique que de nombreuses cometes périodiques, initialement sur des orbites héliocentriques

paraboliques, aient été “capturées” par Jupiter lors d’'un survol de celui-ci, transformant la parabole initiale en
ellipse.

12.5. Calcul des éléments d’orbite a partir de conditions initiales

Etant données la position et la vitesser d’'un point P, mesurées a un instaty par leurs composantes
(z,y,2) et(z,y, 2) dans un reper&, = Oigjoko d’origine O, on cherche les éléments de I'orbite képlérienne
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de P correspondant a un probleme képlérien de fayest de constante d’attraction:

F, : (to, z, y, 2, &, y, 2) — (Q, i, w, h, p, t,) (3.92)

Le calcul de ces éléments, ou de ceux donné8e€lb)a (3.49), peut étre décrit par le formulaire suivant, qui
utilise les notations introduites &11 On calcule d’abord :

r=(2?+y*+2%)"? (supposét 0)

..g
Il

rig+yjotzko=ru = {

u=r/r
r =xzig+9Yjo+2ko = rr=r-r
h =r-v/2—pu/r
: G =(G-G)/?
G =rAr=Gk = {k:((}/G ) (siG # 0)
e =rANG/p—u
p =G*/p
e = (1+42hp/u)/?
¢ =p/(l+e)

Si e est voisin de zéro, il vaudra mieux calcutepar une autre formule pour éviter I'erreur de cancellation
dans la soustraction de deux nombres voisins de 1. On trouvera cette autre forrfluf&’gnlans le traitement
du cas elliptique.

Si G est nul (mouvement rectiligne porté pg\; on peut définik comme étant un vecteur unitaire orthogonal
au, par exemple k = (u A ky)/|u A ko|, ouk = ij siu etky sont colinéaires ; en procédant ainsi, on aura un
formulaire unique, valable pour les mouvement plan et rectiligne. L'inclinaisst le seul angle qui soit défini
entre O etr : les valeurs entre 0 etd/2 correspondent a un mouvement direct, et celles supérieurgzs @aun
mouvement rétrograde. Les autres angles sont tous définis ent?e @eleur calcul est organisé de facon a les
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déterminer par leur sinus et par leur cosinus. Dans le formulaire qui suit, nous avons ainsi mis en évidence toutes
les singularités occasionnées paf 0 our et pare = 0, en exprimant par des composantes cartésiennes, toutes
les quantités susceptibles d’étre indéterminées.

Pour calculet et(2, on projettek etn sini = ko A k sur les axes d&, :

cost =k - kg = 3
sini cosQ = (ko Ak)-ig=—-k-jo o
w0l @ = (Al ege=ken, | 2 Sislona (3.93)

Si i est voisin de zéro ou de, il vaut mieux cependant calculépar son sinus et son cosinus, avac: =
[(k - o) + (k - jo)?]'/?

Pour calculetw, on projettee surn et surk A n :

esini cosw = (koAk)-e=(kAe)- kg

esini sinw = kA (kgAK)-e=e-k };‘“’ sti7Ooumete#0 (3:54)

On peut aussi calculer directemént+ w) en projetanti surn et surk A n :

sini cos(w+w) = (kAu)-kg .
00 ) = u - ko = w4+ sii#0Ooum (3.95)
On a ensuite 'anomalie vraie, puis la longitude du péricentre et la longitude vraie dans des cas patrticuliers :
re Cosw = T-€ e
re sinw = Gri“/,u} - aLerl
ecos(N+w) = e-i

esin(Q+w) = e.JO}:>Q+w sii=0ete#0
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cos(+w+w) = u-ip
sin(Q+w+w) = u-jo
Sii = 0 ouw, on peut adopter par conventiof:= 0 ou toute autre valeur.

}:>Q+w+w sii=0ete=0 (3.96)

Exercice Pour déterminet,, instant de passage au péricentre (mesuré par rapggyt @u L,, longitude moyenne a
I'instant ¢y, 3 cas sont a considérer :

1. h<0 = a=—u/2h et n=/u/a’

ecosE = 1-—r/a :
esinE = rf/nag} = E Megsl
On peut aussi en déduieeavec précision, surtout siest tres petit :
e=[(1—r/a)?+ (rf)Q/ua]l/Q (3.97)

On a ensuite 'anomalie moyenne a I'instant
My=n(to—t,) =E—esink = t, =1ty — My/n
On en déduit encore la longitude moyenngea cet instant :
Lo= Q4w+ M, (3.98)
ou la longitude moyenng a tout autre instant:
L= Lo+ n(t—t)

Sie est nult, n'est plus defini, mais) + w I'est encore ; les anomalies vraie et moyenne étant alors égales,
on peut calculerLy = Q+w-+w a partir dg3.93)et(3.95) Si: aussi est nul (ou égald, on a directement
Lo =+ w+ w calculé par3.96)
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2.h=0 = ur? =2r —p et T=r7/u puis :

11,
to—tp=§(p+§uT )T = 1,

Sip # 0, avecn = /u/p?, on a encoreM, = n(t, — t,), puis L, par(3.98)
3.h>0 = a=p/2h etn=/u/a?

ecoshE = 1+r/a _
e sinhFE = Tf’/naz} = expE puis E

On a ensuite :
My=n(ty—t,) =esinhE - FE = t,

puis L, par(3.98)

12.6. Calcul d’éphémerides a partir des éléments d’orbite

Inversement, étant donnés une constante d’attragtiehles €léments orbitaux d’un poift relatifs a un
repéreRy, du type : (2, i, w, h, p, t,), ou du type de ceux donnés €n45)a (3.49) on peut calculer la
position et la vitesse d& dans ce repere a tout instardonné :

Fu_l c(t, Q4 w, hy p, tyoulgat=ty) — (z, vy, 2, T, Y, 2) (3.99)

Avec les notations introduites &1, on peut utiliser le formulaire suivant. On a d’abord dans tous les cas :

e =/1+ 2hp/p (3.100)
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Exercice puis, pour déterminer la positidiX, Y, 0) et la vitessé X, Y, 0) de P dans le repére prop(@uyvok, 3 cas sont
a considérer :

1. h<0 = a=—p/2h et n=./pfadpuis M =n(t—t,) oubien M = Ly,+n(t—
t)) —Q—w puis:
M=F—esinEl = FE (parinversionde I'équation de Kepler)
r=a(l—ecosk)
B B = (3.101)
X =a(cosE —e) Y =avl—e?sinkE
X = —(na®/r) sin E Y = (na?/r)v/1 — e cos E

2.h=0 = n=+/pu/p3 sip#0puis M =n(t—t,) oubien M = Ly+n(t—ty)—Q—w
et, en notanfy = tan % :

3
M = % + % = [ (parinversion de I'équation de Barker)
r=p(l+ E?)/2 (3.102)
X=p(l-FE?/2 Y =pFE
X =—\/ppE/r Y = \/up/r
Si p =0, on a plus simplement 73 /6 = t — t, = T puis:
X =—pur?/2 Y =0 X = —pr/r Y =0

3.h>0 = a=p/2h et n=./p/adpuis M =n(t—t,) oubien M = L,+n(t—
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to)) — N —w et:
M =esinhE— E = E (parinversion de I'équation de Kepler)
r=a(ecoshFE —1)

X =a(e—coshE) Y = ave? — 1 sinh E (3.103)
X = —(na?/r) sinh E Yy = (na?/r) /e2 — 1 cosh E

Exercice Notons que pour déterminét, il faut dans tous les cas inverser I'équation de Kepler ou de Barker. Lorsqu’on
recherche? numeériqguement, on utilise généralemeniriathode de Newtgoour sa convergence quadratique :
En mettant 'équation de Kepler ou de Barker sous la forfit€) — M = 0, si f'(E) # 0, il suffit d'itérer la

relation :

f(E) —M
f'(E:)
On démarre généralement les itérations avec = M . Dans le cas elliptique et si I'excentricitéest assez
petite, on peut aussi calculér a partir du des premiers termes du développement analytique de la solution de
I’ équation de Keplefcf. 813) :

EiJrl = EZ -+ AEZ avec AEZ = — (3104)

3 2 3
E:M—l—(e—%) sinM+%sin2M+3%sin3M~-

Exercice Cette expression peut aussi servir & amorcer les itérations dans un calcul numérigyadia méthode de
Newton.

Il reste finalement & appliquer les 3 rotatidhs etw pour obtenir la position et la vitesse dedansk, :

T @ X X
Yy y = %3(-9) X %1(-2) X §R3(—w) X Y Y (3105)
z Z 0 O
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12.7.

ou R, etR; désignent les matrices de rotation :

1 0 0 cosf sinf O
Ri10)=[0 cosf sind et R3(0) = | —sinf cosf 0O
0 —sinf cosf 0 0 1

Remargue.Si, a la place des coordonnées cartésiennes, on désire les coordonnées sphéftquéstalece:,
latitude ¢ et longitude)), on peut déterminer d’aborfl, puisr etw, et utiliser les relation§3.44)qui donnent
directementin ¢ ettan(\ — §2) en fonction de et dew + w.

Calcul des eléments d’orbite a partir d’'observations : Méthode de Laplace

Ce paragraphe concerne essentiellement des observations de planétes ou de cométes faites depuis la Terre
leurs mouvements sont alors supposeés héliocentriques, celui de la Terre étant en outre supposé connu. Ces obse
vations donnent uniqguement la direction de I'astre (mais pas sa distance). Etant donné un certain nombre de telles
observations le probleme de la détermination des orbites consiste a trouver une conique ayant un foyer au Solell,
telle qu’elle s’appuie sur les directions géocentriques des observations et telle qu’elle soit décrite suivant la loi
des aires (en toute rigueur, les directions d’observation sont d’abord topocentriques, c’est-a-dire vues d’un point
de la surface de la Terre, mais, comme les corrections de parallaxe qui donneraient des directions géocentriques
ne peuvent étre faites qu’en connaissant la distance de I'astre, on néglige pour le moment ces corrections, ce qui
revient a négliger les dimensions de la Terre devant cette distance).

Appelonsp(7) le vecteurunitaire de la ligne de visée géocentrique de I'astre observé a un insteda
direction peut étre donnée par 2 coordonnées, généralement écliptiques ou équatoriales. Chaque observatior
fournit donc 2 données indépendantes. Comme une orbite est définie par 6 constantes, il suffit en principe de
3 observations indépendantes pour la déterminer. Cependant, si I'astre observé a un mouvement coplanaire a
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celui de la Terre (donc situé dans I'écliptique), il faut 4 observations car une orbite dans ce plan est définie
par 4 constantes (par exemple,:e, w, t,), €t parce que chaque observation dans ce plan ne donne qu’une
donnée a savoir la longitude de I'astre. Ceci permet de prévoir gu’'un mouvement voisin de I'écliptique sera mal
déterminé si I'on dispose de seulement 3 observations. D’une fagon générale, il est d'ailleurs souhaitable d’en
avoir davantage afin d’atténuer statistiguement I'effet des inévitables erreurs d’observation.

Il existe plusieurs méthodes de détermination d’orbite. Toutes cependant s’efforcent de donner d’abord, par
approximations successives, la distance de la Terre a I'astre observé aux instants d’observatiéthota de
Gausspour les orbites elliptiques (ou d’Olbers pour les orbites paraboliques) part de la connaissance approchée
gue I'on peut avoir de la constante des aires lorsqu’on dispose de 3 observations espacées de quelques semaine:
en revanche, lanéthode de Laplacgue nous allons voir, suppose qu’on ait au moins 3 observafipfs)},
assez rapprochées dans le temps pour pouvoir déterminer les vegterret p, a un instant moyen, ; cette
méthode se préte bien au calcul automatique et a I'avantage de convenir a tout type d’orbite. Son principe est de
fournir les vecteurs position et vitesse héliocentrique de I'astre a l'instaatcondition de confiae p,, p, et
po a cet instant ; il suffit ensuite d’appliquer le formulaire décrié2.5pour obtenir les éléments de I'orbite.

Pour cela, notonR le rayon vecteur géocentrique du Soleil ; on le connait a chaque instant grace aux éphé-
mérides du Soleil publiées chaque année par exemple dans la Connaissance des Temps. On peut donc aussi €
déduire (numériguement) sa vitesRea un instant quelconque. Soianet i les vecteurs position et vitesse
héliocentriques de I'astre, inconnus au départ et que I'on cherche a déterminer pour Pinssnit enfinA la
distance geocentrigue de l'astre a cet instant, également inconnue. On a alors, a tout instant :

r=Ap—R (3.106)

d’ou I'on tire par dérivation : ' .
r=Ap+Ap—R (3.107)
P=Ap+2Ap+Ap—R (3.108)
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Comme les mouvements héliocentriques de I'astre et de la Terre sont, en premiére approximation, des mouve-

ments képlériens d’équation :
R

Tr %
r=—u— t R=—-pu— 3.109
on tire de(3.108)et de(3.106)I'équation vectorielle suivante :
. . A
Ap+2hp+(A+57)= (5-5) R (3.110)
r r R
Sauf singularité, cette équation représente 3 équations scalaires dont on peut éliminer I'idsoilmaste :
(onp) A=R-(o7}) (4 - %) (3.111)
r R
o o A o (B
2(pAp)-pA=R-(pNp) (3—§> (3.112)
De I'équation(3.106)on tire en outre cette relation entre les inconnuesA :
P =R"+A*-2Ap-R (3.113)

On utilise ces équations a l'instant: Si le produit mixte(p,, py, py) N'est pas nul (c’est-a-dire vecteurs non
coplanaires ep, # 0 etp, # 0), (3.111)et (3.113) permettent de calculer et A a cet instant; en effet, en
reportant dan$3.113)la valeur deA donnée paf3.111)en fonction der, on obtient une équation algébrique
de degré 8 em; seules les racines réelles positives satisfont le probleme. On pourrait montrer gd’éixéc
a1, ily a 3 racines réelles positives (dont celle R et A = 0), une racine réelle négative, et les autres sont
complexes. L'ambiguité entre les 2 racines positives possibles peut étre levée par le gsigReddms le cas ou
ces 2 racines encadrent la racine- R ; dans le cas contraire, il faut faire jouer des critéres de vraisemblance,
ou utiliser des observations supplémentaires de fagon a détenmeéhe2a un autre instant.
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Exercice Dés quer est ainsi déterminé, on peut calculeret A par(3.111)et(3.112) puisr etr par(3.106)et(3.107)
et enfin les éléments d’orbite par le formulaire décrigé.5

Si le produit mixte(p, py, py) €St nul, il faut supposer qug est connu et écrire I'équation donnantOn
pourra alors trouver de la méme fagoat A si le produit mixte(p, py, po) €St non nul.

Remarque 1. Les valeurs de et der que I'on détermine par la méthode précédente sont des premieres ap-
proximations des vecteurs position et vitesse héliocentriques de I'astre ; il faudrait améliorer ces valeurs appro-
chées en tenant compte notamment du fait que le mouvement réel de la Terre ne suit pas I'équation simplifiée
R = —uR/R3, mais subit I'influence des autres planétes et surtout de la Lune : C’est en effet d’abord le bary-
centre du systeme Terre-Lune qui suit sensiblement un mouvement képlérien autour du Soleil ; le mouvement de
ce barycentre est ensuite perturbé par les autres planétes. Dans la déterminRtjafalg& donc tenir compte

de la position de I'observateur sur la Terre par rapport a ce barycentre en utilisant les éphémeérides de la Lune.

Remarque 2. Les lois de la mécanique newtonienne concernent les positions géométrique des astres a un méme
instant ; or, les observations d’'un asffedonnent la position d& a I'instant ou la lumiére a été émise par

Entre cet instant et I'instant de I'observation, il s’est écoulé un temps A /c ou ¢ est la vitesse de la lumiére.

Si I'on veut des positions géométriques simultanées, il suffit domataiaterles position et vitesse du Soleil de

dt. La valeur deA obtenue en premiére approximation permet de cal@ulet de reprendre ensuite le calcul de

r et A en utilisantR et R antidatés deét.

Remarque 3. Les calculs décrits précédemment supposent copnus et p, (et parfoisp,) a un instantr ;
en réalité, on observe seulement des directigng a plusieurs instants et I'on doit procéder & une dérivation
numérique de la fonctiop(t). En écrivant le développement de Taylor :

] 1. 1.
p(Ti) = po + po (T; — T0) + 3P0 (i — 70)* + gPo (r; —70)* + -+
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On voit que 3 observations permettent de déterminer les 3 vegigyrset p, dans I'équation tronquée :

1

p(T:) = po + p1 (T; — T0) + 5P2 (1: — 70)?

Ces vecteurs sont seulement des approximationg gdg et p,. Ces approximations seraient meilleures si, avec
davantage d’observations, on introduisait dans le calcul des dérivées supplémentair€ngeut cependant
montrer que si I'on prend poug la moyenne arithmétique des dated’erreur due a la troncature du dévelop-
pement de Taylor a un certain degré, est du méme ordre de grandeur que celle qu’on aurgiagEonque

et une troncature au degré immédiatement supérieur.

Remarque 4. La méthode de Laplace exposée ici pour des observations de planéetes, pourrait étre transposée au
cas des satellites artificiels de la Terre : Il faut seulement remplacer le mouvement du Sol&)) (saitla loi
du mouvement de I'observateur entrainé par la rotation de la Terre sur elle-méme.
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13. Développements en série du mouvement képlérien elliptique

Pb

Etant donné un poin? animé d’'un mouvement képlérien elliptique autour d’un fogeron cherche a re-
présenter ses coordonnées dans le repére ptopse, du plan de son mouvement, sous forme de fonctions
explicites du temps, du demi-grand axe et de I'excentricité. On rappelle que ces coordonnées, cartésiennes ou
polaires, sont déja connues en fonction de 'anomalie wrae¢ de 'anomalie excentrique :

X =rcosw=a(cosE —e)

Y =rsinw=avV1—e2sinFk

a(l — )

=— —q(l - FE 3.114
1+ ecosw a( ccos ) ( )
1 FE
w = 2arctan te tan —
1—e 2

Pour exprimer ces quantités en fonctionid®u de maniere équivalente en fonction de 'anomalie moyenne
M = n(t —t,), il faut inverser I'équation de Kepler :

E—-esinE=M — E = f(e, M)

On se propose de construif¢e, M) puis les quantité3.114)sous forme de développements en série des
“variables” e et M. Pour cela, on utilise la propriété des quantifésY, », £ — M etw — M d’étre des
fonctions périodiques de, de E ou de M, de période&r. Ces quantités sont donc notamment développables
enséries de Fouriede M ; on va montrer que ces coefficients sont des fonctions de I'excentj@idx-méme
développables en séries entieres dénsuite, sous certaines conditions, on peut changer I'ordre des termes dans
ces séries en sommant d’abord suet obtenir ainsi des séries entieresencoefficients périodiques. Chacune
de ces représentations a son intérét. Voyons d’abord la représentation en séries de Fourier.
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13.1. Séries de Fourier

Soit f(x) une fonction périodique de période, a variations bornées pour tout on suppose qu¢ est
intégrable ainsi que les produif§zr) sin nz, f(x) cosnx ou f(z) expinz pour toutn (oui? = —1). Alors, les
séries :

S1=ag+ Z(ak cos kx + by sin kx)

k=1
+oo
Sy = Z cr expikx
k=—o00
avec
1 2w 1 27
ag = — f(z)dx ap = — (x) cos kx dx
21 Jo T Jo
1 21 1 2m
by = — (x) sin kx dx = — f(z) exp —ikx dx (3.115)
™ Jo 27 0

convergent vers la valeur gézx) si f est continue em, et sinon vers la valeur moyenq(x.o) + f(z_g))/2. Si
f est continue dans un intervalle, les séries précédentes convergent uniformémeiit velems cet intervalle.
On a en outre les propriétés utiles :

— Si f estimpaire, on aa; =0 et by, = %fO” f(z)sin kzx dz vk
— Si f est paire,ona: b, =0 et ay = %fo” f(z)coskxdr  Vk
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13.2. Inversion de I'équation de Kepler

La dérivée% = 1—-ecos FE est une fonction paire et périodique Hede périoder. Comme les anomalies

w, E et M s’annulent en méme temps (modalo) et ont la méme période)\/ /dE est aussi une fonction paire
dew ou de)M, de périoder. Il en est de méme de son inverdE /dM égal par ailleurs a/r (cf. (3.24). Si
I'on développeu/r en série de Fourier d&/, on en déduira, par intégratiof, en fonction deM, c’est-a-dire
gu’on aura inverseé I'’équation de Kepler. On a:

1 2T 2 m
a_ ng+Z<—/ 2cosk*]\Jd]W)cosk:]%
0

r

Or, avec(a/r)dM = dFE, le terme constant de ce développement vaut 1, etalvec £ — esin E, on obtient :

o0 2 T
%zl%—% (—/ cosk:(E—esinE)dE) cos kM
T Jo
k=1

Par ailleurs, le$onctions de Bessele premiére espéce d'indiég notées/y(x), sont définies par :

1 27
Jp(z) = %/ expi(zsinu — ku) du (3.116a)
0
1 2m i 2m
= — / cos(ku — xsinu) du — — / sin(ku — x sinu) du
2 0 21 0
1 s
= —/ cos(ku — xsinu) du (3.116b)
T Jo
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On obtient donc finalement :

g =1+ 2Ji(ke)cos kM (3.117)
k=1
puis par intégration déE = (a/r)dM :
E=M+ Z z Jy(ke) sin kM (3.118)
k=1

On a aussi immédiatemesih £ = (E — M) /e, Soit :

)
sin F = Z s Ji(ke) sin kM (3.119)

k=1

Pour exprimeros E en fonction del/, il est utile de voir auparavant quelques unes des propriétés des fonc-
tions de Bessel de premiere espece.

13.3. Fonctions de Bessel de‘T© espéce

L'expression(3.116a)qui définit les fonctions de Bessel, mise sous la forme

1
o

2
Ji(x) / expi(xsinu) exp(—iku) du
0
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est comparable €.115) montrant queJy(x) est le coefficient de Fourief, dans le développement en série de
Fourier enu de la fonctionexp i(z sin ) :

expi(x sinu) Z Jip(x) expiku

k=—o00

En posant = expiu, on aaussiisinu = 3(z — 1/z), puis :

eXp ; (z—1/z2) = kZ Ji(x (3.120)
Or, on a aussi :
x xz —z = 1 sz N (=D sz
sygle-1p=appren =Y 5] * L5 ()
Exercice En identifiant le coefficient de* dans ces 2 expressions@e %(z — 1/z), on obtient :
> n 1 T\ k+2n .

et
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soit
J_n(x) = (=1)" Jy(z) (3.122)
On a en particulier :
Jo(z) =) (-1)" (%) (3.123)

L'identification des coefficients de* est |Iégitime car les développements des deux exponentielles étant ab-
solument convergents, leur produit est une série double absolument convergente. Le développement (3.121) de

Jx(z) converge donc pour tout On pourrait méme montrer qu’on a pour tout
pour k#0

N | —

(@) <1 et |R(2)] <

De ces développements, on tire les propriétés suivantes :
— Pour toutk non nul, on a J;(0) = 0; pourk = 0,0ona:Jy(0) =1
k
— Le terme de degré le plus bas dg ) vaut% ; les termes suivants ont des exposants croissant de 2 en
k!
2. Siz est petit devant 1, on a aingj(z) ~ Qf_k:'
— La parité deJ,(z) en tant que fonction de est la méme que celle de:

Jo(=2) = (=1)"Ji(z) = Jok(2)

(3.124)

— En dérivant(3.120) par rapport & : § <1 + %) SonJi(z) 28 = >0, k Jp(z) 271 et en identifiant les
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termes en*~1, on obtient une relation de récurrence entre 3 fonctions de Bessel d’indices successifs :

k Jk(il?) = (Jk_1(l’) + Jk:+1(-77)> (3.125)

N8

— En dérivant(3.120)par rapport &, on obtient de la méme facon :

2 () =

. (Je-1(2) = i1 (2)) (3.126)

DO | —

On a en particulier % Jo(x) = —Ji(x)
En utilisant(3.125)et(3.126) on pourrait encore montrer qui(z) veérifie 'équation différentielle :

d? 1d k?
@Jk(x) + ——Jk(z) + (1 - ?)Jk(l‘) =0

z dx

13.4. Développements deos nE etsin nFE en série de Fourier deM

On obtient ces développements simultanément en cherchant le développement en série de Fourier de la fonc-
tion complexexp inF :

+00o 2
1
expink = g c,(Cn) exp ik M avec c,(fn) = 2—/ expink exp —ikM dM
T Jo

—00
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Avec M = E — esin E etdM = [1 — Se(expiE + exp —iE)] dE, on obtient :

1 2w
C](cn) = / expi[(n — k)E + kesin E] (1 — g(exp iE +exp—iFE))dE
T Jo

= Jin(ke) = 5 (Jen-1(ke) + Jins1(ke)) d'aprés(3.124)
Pourk =0ona:
V=1 . Y =—¢/2 . d"=0  pour {Z z (1)

Pourk # 0 on a, d’apreg3.125):

% (Jp—n-1(ke) + Je—ns1(ke)) = (k — n) Jp_n(ke)

d’ou I'expression plus simple dé") :

c,(cn) = % Ji—n(ke) pour k#0

On en déduit aussic," = ¢{")
En décomposanikp inF en parties réelle et imaginaire, on a enfin, d’abord :

+oo
cosnE = " + Z % J—n(ke) coskM

k=—00

k0
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soit :
cosnE = { _%/2 :IZ): 1 } + Z (Ju_n(ke) — Juin(ke)) cos kM (3.127)
puis, de la méme facon :
sinnk = Z (Jk—n(ke) + Jiin(ke)) sin kM (3.128)

Pourn = 1, ces expressions permettent de calculer les coordonnées duPpainséries de Fourier de :

o0

X r 3e 1
— = cosw = cosE —e= 5 b 2 z (Jr—1(ke) — Jiy1(ke)) cos kM
soit, d’'apreq3.126):
r 3¢ <=2 [d
- cosw = 5 + ; T {%Jk(l/’)} . cos kM (3.129)
vV 1 —e?

o |~

=—sinw=+vV1—e2sinkE = Z (Jr—1(ke) + Jxi1(ke)) sin kM

Exercice soit, d’aprég3.125):

L si ZQ L= Juke) sinkM (3.130)
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r e =
e l—ecosE=1+ 5= kz:; z (Jip—1(ke) — Jyy1(ke)) cos kM (3.131)

EXxercice Cette derniére expression montre que la valeur moyennesdeune période du mouvement vaqt + e2/2);
le demi-grand axe n’est donc pas la valeur moyenne de la distance

Pour obtenir enfin I'anomalie vraie en fonction de I'anomalie moyenn¥, il faut d’abord exprimerw en
fonction deFE en résolvant I'équation

tan(w/2) = /(1 +e)/(1 — e) tan(E/2)

puis utiliser les développements qui expriméhtcos nE etsinnE en séries de Fourier d&. En posanp =
V(1 +¢e)/(1—e), cette équation s'écrit encore :

expiw—1  expik—1
expiw + 1 _pexpiE+1

soit, aveq; = ;% =(1-vVI—e)/e:

1-— 1 E 11— —iE
(1—p)+( jp) D — expiE —— P! (3.132q)
(1+p)+ (1 —p)expiE 1—gqgexpiFE

expiw =

On vérifie quey est inférieur & 1, tout comme et que sk est petit devant 1 est de I'ordre de /2. En passant
aux logarithmes, on obtient :

iw=1iE+In(1 —qexp—iE) —In(l — q expiFE)

®Sommaire ®Index ®Page d’'accueil ®Précédente  @®Suivante ®Retour ®Retour Doc ®Plein écran ®Fermer ®Quitter


Développer les expressions (3.131) et (3.117) au degré 2 en excentricité. Vérifier que le produit de ces 2 développements vaut bien 1 à des quantités d'ordre 3 près. Imaginer à partir de là comment on pourrait construire de nouvelles relations de récurrence entre les fonctions de Bessel. 


@ & Copyright (© LDL) 2002, L. Duriez - Cours de Mécanique céleste ® Partie 3 @ section 13.4.0 ® Page 162 de 396

Or, pour|z| < 1,onaln(l—z) = — f T2 =Y, [2fde=-3" n. On en déduit le développement
absolument convergent pog 1 :

iw=1E + Z € (expinE — exp —inkE)
n

n=1

soit :

w=E+2Y" % sinnE (3.132b)
n=1

Exercice De (3.118)et de(3.128) on déduit finalement le développement dgliation du centrey — M :

= Ji(ke) | x4 i
=2)" k(k ) sin kM +2 ZZ? (Jr-n(ke) + Jpsn(ke)) sin kM (3.133)
n=1 k=1

k=1

Remarque 1. En permutant etw et en changeanten1/p, la méthode précédente donhAeen fonction dev ;
la quantitéy est alors changée eny :

sin nw

E:w+2§:(_

n=1

Remarque 2. Les quantitésX/a, Y/a, r/a, w — E, w — M, étant des fonctions continues dé, leurs déve-
loppements en série de Fourier ilesont uniformément convergents pour taut Les coefficients de ces séries
de Fourier sont des fonctions de I'excentricité calculables a partir des fonctions de Bessel. Bd@&sces
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coefficients peuvent étre calculés au moyen de développements en série entigkeidas que d’'un point de

vue numérique, le calcul des fonctions de Bessel par leur développement en série emtiafesdefficace que

pour des excentricités modestes e ®ist trop grand, la série étant alternée, la convergence est fort lente ; il vaut
mieux alors utiliser une représentation numérique des fonctions de Bessel issue du calcul numérique direct de
I'intégrale(3.116b) Sie est assez petit, la sérig.121)est rapidement convergente et le nombre de termes utiles
peut étre relativement petit. Cependant, ce ne sont pas forcément les premiers termes du développement de Fou

rier qui sont prépondérants ; I'identification des termes importants de ces séries est facilitée par la considération
de la propriété dite “de d’Alembert” que vérifient ces séries.

13.5. La propriété de d’Alembert

D’aprés(3.121) Ji(x) est d’ordrek enx ; cela signifie que si est une quantité suffisamment petifg(z)
est assimilable au terme de plus bas degre éans son développement en série entiere, c’est-a-dire au terme en
2" ; plus précisément :

ZL’k

(1—0(z?)) pour k>0

Ik|
k| _ ¥

Jk(x> ~ <_1) 2%‘“{“

(1—O(x?)) pour k<0

Dans toutes les séries de Fourier htrouvées précédemment, on observe que le coefficient de chaque
terme ersin kM ou cos kM (correspondant a I' “harmoniquée?) dépend d’une ou de plusieurs fonctions de
Bessel dont les indices soht+ n ou n est une constante. Ce coefficient est donc au moins de gegné
excentricité, op = min(|k —n/|, |k +n|). Lorsque I'excentricité est faible, il est alors assez facile de reconnaitre
le terme prépondérant dans chacune de ces séries de Fourier; c’est en général celui dont le coefficient contient
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une fonction/,. Par exemple, dans le développement@e E, le terme prépondérant est celuien kM avec

k = n puisqu’alors, dans son coefficiert, ,, (ke) s'identifie &.Jy(ne) ; ce terme est d’ordre 0 en excentricité. On
remarque aussi que les termes “voisins” de ce terme, c’est-a-dire les termesen 1) M et encos(n + 1) M
contiennent les fonctiong_; et J; respectivement; ils sont donc d’ordre 1 en excentricité. Plus généralement,
les termes situés a la “distangetiecos nM/, c’est-a-dire les termes ens(n—p) M etcos(n+p)M, contiennent

J_, etJ, respectivement, et sont donc d’orgren excentricité. On a la méme propriété avec les termes voisins
desinnM dans le développement de Fouriersiien £ .

On dira qu’une série de Fourier veérifiegeopriété de d’Alembert de rang, si le terme prépondérant de cette
série correspond a I’harmonique Les développements desnFE et desin nFE vérifient donc la propriété de
d’Alembert de rangu.

Ainsi, d’'une fagon générale, une série de Fourier vérifiant la propriété de d’Alembert de eahde la forme
Suivante :

+oo
An(e, M) = Z e * ar(e) expikM
k=—o00

Exercice ot a,(e) est d’ordre 0 en excentricité. On pourra s’assurer que les développements en série de Foyier de
dea/r,deE — M et dew — M vérifient la propriété de d’Alembert de rang zéro, tandis que ceLgmzhe w et
deg sin w veérifient celle de rang 1.

Propriété : Si I'on fait le produit de deux séries de Fourier vérifiant,I'une, la propriété de d’Alembert de rang
n, et 'autre, celle de rang, le résultat est une série de Fourier vérifiant la propriété de d’Alembert de rang
(n+m).
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En effet, le produit de la sérig,, (e, M) ci-dessus par la série

+0o0
Bn(e, M) = Z em=Ilb;(e) expijM

j:fOO
donne:
too 400 A
NS ekl g (o) by(e) expi(k + 5)M
k=—o00 j=—00
soit :

+oo +oo

Z Z elnti=hl+im=il g, .(e)b;(e) expihM

h=—00 j=—00

Commeondn +j— h|+|m —j| > [n+j—h+m—j| = |n+m — h| Vj on pourra factoriset™*™~"I dans
le terme d’harmoniqué, et donc la série de Fourier vérifie la propriété de d’Alembert de fangm).

Application : On aura besoin par la suite de calculer les développements de Foukiedes diverses puissances
der/a, dea/r, decos w ou desin w, et plus généralement, ceux ()" exp imw olin etm sont des entiers re-
latifs. On peut donc déja prévoir que les diverses puissances:ae dea /r vérifient la propriété de d’Alembert
de rang zéro, tandis quep iw vérifie, commesin w etcos w, celle de rang 1 (en écrivagin w = L~ sinw x 4);

le développement de Fourier (ﬂé)" exp imw Verifiera donc la propriété de d’Alembert de rang
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13.6. Développement de( )" exp imw en coefficients de Hansen

On pourrait calculer ce développement en multipliant entre elles les puissances convenables des développe-
ments de:/r, der/a et de(r/a) exp iw. On peut aussi écrire ce développement directement sous la forme :

a

n o0
(C> exp imw = Z X,"™(e) expikM (3.134)
k=—00

Les fonctionsX,"™ (e) sont lescoefficients de Hansefonctions de I'excentricité dont les principales propriétés
sont :

- XP™(e) = X" (e) (il suffit d’exprimer le conjugué déL)" exp —imw)

- X" (e) = em kY™ (e?) ou la fonctionY,""™ (¢?) est paire et d’ordre zéro en excentricité. Ceci
traduit simplement la propriété de d’Alembert de ranget découle de la forme du développement des
fonctions de Bessel.

Voir aussi comment calculer cesefficients de Hansen avec Maple

On calcule les coefficients de Hansen grace au théoréme de Fourier :

1 (% /r\n+l a
X" (e) = / <—> exp imw exp —ikM . dM
0

T or a
Or, avec g = (1 — /1 — ¢e2) /e, soit aussi e = 2¢/(1 + ¢*), on peut écrire :

expiw = expiE(1 — gexp —iE)(1 — gexpiE)~" d’aprés(3.132a)

T q . .
—=1—¢ecosE=1-— e E+exp—iF) =
4 € 1_|_q2(XPZ xp —iF) 1+q2

(1 —gexpiFE)(1 — gexp —iFE)
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En utilisant encoréd/ = F — esin F et (a/r)dM = dFE, il résulte :
n,m 1 o 1 . n+m+1 o n—m-+1
X} (e):%/ W(l—qexp—zE) (1 — gexpiE)"
x expi[(m — k)E + kesin E] dE
En développant chaque parenthese par la formule du binbme, on trouve :

Xy"(e) = o (—q)"th Cﬂm— / expi[(m —k —1+4+ h)E + kesin E| dFE
(1+4¢°) e~ 27 Jo
avec .
e n+m+1 n—m+1 . n nn—1)---(n—k+1)
Cip = l h od k)~ ;

Si (n +m + 1) est positif, la série ehest en fait un polynédme ; méme chose pour la sérig snn — m + 1)
est positif. On trouve finalement, apres avoir réordonné les termes de cette série absolument convergente :

o) p
XP™(e) = (1+ ¢2)™"" 12 P> Jhmipan(ke) (3.135)
h=0

p=

On vérifie queX; ™ (e) est du méme ordre minimal que le terme de degré le plus bas,, c’est-a-dire de
I'ordre deel*—™!,

13.7. Développements en série entiére de I'excentricité

Les séries de Fourier trouvées précédemment ont toutes des coefficients qui s’expriment sous forme de séries
entieres de I'excentricité. En permutant I'ordre des sommations et en réorganisant I'ordre des termes de facon
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a regrouper les termes correspondant a une méme puissance de I'excentricité, on obtient une série €ntiére de
a coefficients périodiques (sous réserve de la validité de ce réarrangement). La propriété de d’Alembert montre
gu'on a alors, en facteur de chaque puissance,den nombre fini de termes périodiques. Par exemple, en
développant les fonctions de Bessel dans I'expreq8idri8)de £ — M, on trouve le développement de Fourier :

3 5
E—M:(e—e——l—e——l—---) sin M

8 192
2 4 6
e e (&
— — — 4+ — 4+ ...) sin2M
* (2 6 Tas " ) o
3e3 28¢5 ,
+(?— 198 + )Sln3M+"'
ou lasérie entiére de :
62 63
E—M:esin]\/[—l—gSin2]\/[—|—g(—sinM—l—Bsin?)]\/[)—l—-u

Il importe de remarquer que la convergence uniforme des séries de Fourier poureébquel que soit < 1,
n’entraine pas la convergence pour tedes séries entieres en excentricité qui leur correspondent. En fait, cette
convergence n’'est assurée que si lI'onea< 0,6627434 - - - Pour le montrer, rappelons d’abordtleoreme de
Lagrange:

Etant donnée une fonction complexé:) de la variable complexe, on considére I'équation suivante =
a + e¢(z) ol a ete sont également donnés. &iz) est fonction analytique dea l'intérieur du contoufC') du
plan complexe entourant le poiatet défini par |e¢(z)| < |z — al, alors 'équation: = a + £¢(z) a une racine
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développable dang”) en série entiére de:

il [d—_ll [gz)(z)]"] 3 (3.136)

En outre, toute fonctiorf analytique dan$C') peut aussi étre développée d&a§ en série entiére desous la
forme :

10 =+ 35 [ (L wor)] 3137

Remarque 1. L'équation de Kepler £ = M +esin E est de la forme indiquée dans le théoréme de Lagrange ; le
contour(C') correspondant a cette équation —contour qu'il faut déterminer— définit le domaine de convergence
du développement en série entiérecdde toutes les fonctions dg, par exemple £ — M, r/a, a/r, sinnkE,

cosnk, ...

Remarque 2. Les formuleq3.136)et (3.137)permettent de retrouver quelques développements classiques, par
exemple :
— Si¢(2) = 2, le développemer(B.136)donne le développement de= 2.
— Si¢(z) = 1, le développemeriB.137)donne le développement gdeen série de Laurent (ou celui de Taylor
en variable réelle).
Remarque 3. Avec ¢(z) = 1 + 22, on peut poser I'équationz = 0 + %(1 + 2%), qui a notamment comme

solution :z = (1 — v/1 — ¢e?)/e [notéeq dans les paragraphes précédents]. Le théoréme de Lagrange permet
alors d'obtenir le développement en série entiére des fonctionsf(z) = 2" [présentes sous la forme de
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dans(3.133)et(3.135]. On trouve :

o0

( ) Z( ) % (3.138)

=

Exercice

Pour appliquer le théoreme de Lagrange a I'équation de Kepler, il faut donc rechercher le contour défini par
lesin E| < |E — M| poure et M fixés, puis le contour “le plus grand” convenant a toutes les valeut$ dans
I'intervalle réel|0, 27].

Supposantz complexe et/ réel, posongdy = M + pexpif ou les réely etd (avecp > 0) définissent un
complexe quelconque ; on a aldfs — M| = p, et :

sin £ = sin(M + pcosf + ipsin 6)
= sin(M + pcosf) cosh(psin @) + i cos(M + pcosf) sinh(psin §)
On en déduit :
|sin E|? = sin®(M + pcos ) cosh?(psin §) + cos?(M + pcos f) sinh?(psin §)
— cosh?(psin ) — cos®(M + pcosf)

Pour avoirjesin E| = ¢|sin E| < p, il suffit que I'on aite < ﬁ. Le cas le plus défavorable correspond au

maximum de sin E|, c’est-a-dire aux conditions :

0 ==tm/2

' _ T .
psing]  maximum et M+ pcosf =+ SOit: {M = +7/2
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On aalors: p

cosh p

| sin F|max = cosh p etainsi, VM :e<

On peut chercher a ce q%gsh—p soit le plus grand possible ; or cette fonctiongdeasse par un maximum pour

p = po racine de I'équatiomosh py — po sinh py = 0, @ savoir ;pg = 1,1996784 - - - On en déduit la plus grande
valeur de I'excentricité ¢, = =0,66274341 -

cosh P20
Ainsi, poure < e;.., ON peut écrire :

n m—1

0o e .
E:M—FZHW(SHI M)
n=1

o0 n dnfl

COSk:E—coskM+Ze

o I ————(—ksinkM sin" M)

o0 n dn—l

smkE—smkM—i—Ze

[ 27T (kcos kM sin™ M)
n!

Ces séries convergent pour tadtsie < 0, 66274341 - - -

13.8. Développements limités en excentricité

Si I'excentricité est assez petite, les développements en série entiere précédents convergent rapidement de
sorte que, d’'un point de vue pratique, ils peuvent étre tronqués a un certain degré : on ne conserve pour le calcul
gue les termes de degré inférieur a un degré maximwappelé ordre daléveloppement en excentrici@et
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on de la série. Par exemple, pour une excentricité

de0,1, des développements limités a I'ordre 6 permettent d’assurer une précislon‘environ, tandis que
pour la méme précision, avec une excentricit® de, il faut pousser les développements a I'ordre 10 au moins.

On donne ci-dessous les développements limités a I'ordre 5 des principales quantités représentatives des
coordonnées du poimt, et réarrangées sous forme de développements trigonométriques : On pourra aussi voir

comment réaliser cescveloppements avec Maple

1 1 1
a4 =1+ (e ——e+ —e5> cos M + (62 — —e4> cos 2M +
T 8 192 3 3139
(20— ) cosBM 4 ¢ cosdM + oo ¢ cos5M + O(c) 1
—e>— —¢€”| cos — €~ cos —— ¢’ cos e
8 128 3 384
1 5 5 11
w=M+ (26— —63—|——65> sin M + (—62— —e4> sin 2M +
4 96 4 24 (3.140)
13 . 43 103 1097 ) :
+ (E e® — 1 e5> sin 3M + 6. e* sin4M + 560 e’ sin 5M + O(e®)
1 3 5 1 1
r =14+ —¢€*— <6——63—|——65) cos M — <—62— —e4> cos 2M
a 2 8 192 2 3 3141
(3 3 45 65) cos 3M Lo cos 4M 125 s cos 5M + O(e%) 14
— (== — 3 ——e 3 ——ce€ e
8 128 3 384
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T 3 3 5
. _ _ = 1-— = 2 v 4) M
acosw 2€—|—< 86 +192e cos M+
1 1 . 1 3 45
+ <§ e — 3 ed + EGE)) cos2M + <§ e? — @e4> cos 3M (3.142)
1 2 125 27
+ <§ e® — ge5> cos4M + 381 e* cos 5M + %65 cos 6M + O(e%)
5 11
gsinw =0+ (1 — geQ ~ o3 64) sin M+
1 5 1 ) 3 51 )
+ (5 e — 563 + 21 e5> sin 2M + <§ e? — @64> sin 3M (3.143)
1 1 12 2
+ <§ ed — £e5) sindM + gi et sinbM + 8—(7)65 sin 6 M + 0(66)

Exercice Remarque 1. Bien qu'ils apparaissent comme des débuts de séries de Fourier, les développements ci-dessus
sont en fait des séries entiéreseetmonquées a l'ordre 5, lesquelles sont valables seulementepgue,,,.. =
0,66274341 - - - Ces développements limités ne doivent donc pas étre utilisés pour des excentricités supérieures
a cette limite, et pratiquement, il vaut mieux ne les utiliser que pour des excentricités voisines de zéro. Pour
décrire des mouvements képlériens voisins d’'une excentrgitfuelconque, il vaut mieux utiliser d’autres
développements des fonctions de Bessel, effectués au voisinageldédt qu’au voisinage de zéro.

Remarque 2. Si un développement en série de Fourier vérifie la propriété de d’Alembert de rang zéro, on
peut exprimer le développement limité en excentricité qui lui correspond, au voisinage de 0, sous la forme d’'un
polynbme en variables complexes. En posant en effet : ez

X =eexpiM etson conjugué X =e exp—iM (3.144)
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on a l'avantage d'utiliser des variables régulieres de méme nature que celles défifie$9¢ret I'on peut
écrire : _ _

ecosM=3(X+X) , e*cos2M =3(X?+X?)

iesinM = (X —X) , ide®sin2M = 3(X? - X?)

e2=XX et = X2X2

? Y

Par exemple, le développement limj139)dea/r a I'ordre 5 devient alors le polynéme énet X :

. 1 1 .- 5 . 11
¢ 14X+ X <———XX —X2X2> X2 4 X2 <———XX>
S =X+ X) (5 - XX + 3 X7+ X (55 +
.79 81 .\ 2 625 7
X34+ X3 (— ——XX) S(XA 4 XY 422 (x5 4 X° 6
+ (X° 4+ X°) TG +3( + )+768( + X°)+ 0(e”)

(3.145)

L'intérét d’une telle formulation vient de ce qu’il est toujours plus facile de manipuler des polynémes que
des développements trigopnométriques ; ceci est encore plus vrai si I'on veut construire ces développements sur
ordinateur de maniere automatique en utilisant un manipulateur de formules. Ainsi, si I'on dispose de la seule
expression de/r donnée ci-dessus, on peut reconstruire le développement limité a I'ordre 5 de n'importe la-
quelle des fonctionég)" expim(w — M) (pourn etm quelconques), simplement en effectuant des produits et
des sommes de polyndmes de degré 5, ce qui permet d’éviter le calcul des coefficients de Hansen par la formule
(3.135)

En effet, notons:/r = 1 + R ou R est le polyn6me des deux variabl&set X réécrit de fagon a classer ses
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termes par degrés croissants :
R :% (X +X)+ % (X2+ X% + 1—16 (9X% - X2X - XX?+9X3)+
+ é (4X*'—X3X - XX34+4XYH+
+ % (625 X° — 243 X*X +2X3X% + 2 X2X?® — 243 X X* + 625 X°) + O(e°)

Exercice On peut en déduire/a = 1/(1 + R) = 1 — R+ R* — R® + R* — R° + O(e%) ou chaqueRk* est calculé en
ne conservant que les termes de degré global inférieur ou égal a 5. On peut ensuite calculer n'importe quelle
puissance positive de/r) ou de(r/a), toujours en limitant le degré global & 5.

De méme, de la loi des aires? dw/dt = na*v/1 — 2 et dedM = n dt, on peut tirer :
= 1 .- 1 — ,
dw/dM = (a/r)*V1 - XX = (14 2R+ R*)(1 - 5 XX -2 X2X? + 0(e%)

Une fois exprimée sous forme de polynéme, on peut ensuite intégrer cette expression par rapsaxthant
que, pourj # k,ona:[ X/ X*kdM = —iXiX*/(j—k) (pourj = konaXiX"* = (XX)/ = % qui ne dépend
pas de), mais ces termes n’existent pas dans le développemeht (d&/). On obtient ainsi :

_ 1 _ 1 _ - =g
i(w—M)=X-X+ §(5X2 —5X%) + ﬁ(13)(3 —-3X°X +3XX?2-13X?)

1 _ _ _
+ @(103 X —44X3X + 44 XX? - 103 X*)

1 % \ Ve < > —
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Exercice Ensuite, pour calculerxpi(w — M) & l'ordre 5, il suffit de construire la somme des premiéres puissances de ce
polynéme suivant I'expression :
- M)
u

expi(w—M)zl—i—Z[i(wT

+ O(e?

Pour obteniexp im(w— M), il reste alors a élever ce polyndme a la puissandepuis d’en prendre le conjugué

si m est négatif. Ceci constitue une méthode efficace pour calculer le développement limité des coefficients de
Hansen puisqu’on peut aussi écrire le développement suivant, qui est une série de Fourier vérifiant la propriété
de d’Alembert de rang zéro :

400
r\”n"
(a) exp im(w — M) k;m p " (e) expi(k —m)

+o0o

= > v et mlexpi(k — m)M (3.146)
k=—o00

— Z Ykn,m(XX) Xk:—m + Z Ykn,m(XX) Xm_k
k2m k<m

Ainsi, dans le développement polynomial &net X de (£)" expim(w — M), la partieY,"™ (e?) de chaque
coefficient de Hansen s’identifie avec le polyn6me que I'on peut mettre en factédfidie(ou deX™* selon
le signe dek — m).
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13.9. Développements des coordonnées en fonction de la longitude moyenne

Jusqu’ici, les développements recherchés étaient ceux des coordonn@etads lerepere propréugvy
du mouvement képlérien. Ces développements ont été exprimés en fonction des 3 él¢menid. On peut
aussi avoir besoin d’exprimer, en fonction du temps, les coordonnées sphérigigtatitide ¢ et longitude
A) dans le repére de référen@a,jok, ; il faut donc introduire les 3 autres éléments : la longitude du nfgud
I'inclinaisoni et 'argument du péricentre.

Lors de la définition de ces éléements&i12.] on a déja vu les relation(8.44):
tan(A — ) = cosi tan(w + w) et sin ¢ = sini sin(w + w)

La premiere relation est de la formen y = p tan z et, en§3-13.4 on a déja développé la raciped’une telle
éqguation en fonction de dans le cas op est voisin de 1 ; par simple transposition de I'expres$ih32b) on
obtient :

21 [cosi—1\" .
A—Q:w%—w—i—zg (m) sm?k:(w—I—w)
k=1

Ce développement converge po}ﬂl%gg = tan®(i/2) < 1, soiti # /2. On peut y introduire la longitude

moyenne L = 2+ w + M de la fagon suivante :

A=L+(w-M)+)_ (_kl)k tan®*(i/2) sin[2k(L — Q) + 2k(w — M)]

k=
ou I'équation du centréw — M) s’exprime comme on vient de le voir, en fonctiondet deM = L — Q —w =
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L — w. En transposant I'expressi¢d.133)de (w — M), on obtient :

A=L+ 22 (Jk ke) + Zq Jeon(ke) + Jk+n(ke))> sin k(L — @)
- 1 sin?* (i /2) (3.147)
+; k 1—:;11&(/2))]“><
(sin2k(L — Q) cos 2k(w — M) + cos 2k(L — ) sin 2k(w — M))

ougq" peut étre calculé pgB.138)et ou les sinus et cosinus 8k(w — M) s’expriment en fonction de coefficients
de Hansen (voir par exemp(8.146)avecn = 0 etm = +2k).

Cependant, si I'excentricité et I'inclinaison sont petites devant 1, il vaut mieux utiliser des variables régulieres
ene = 0 eti = 0 et faire un développement en série entiére é¢desin(i/2) au voisinage de ces valeurs. En
posant, ave@ = —1:

X =ceexpi(lL—w)|[=eexpiM ] X =eexp—i(L —w)
Y =sin(i/2) expu(L — ) Y = sin(i/2) exp —1(L — Q) (3.148)

Exercice on voit aisément que I'on peut obteri#.147)sous forme d’'une série entiére des 4 variables compl&xes,
Y etY (on développgl — sin?(i/2))* = (1 — YY)~* par la formule du binbme). Cette série est de degré
pair par rapport a I'ensemble des variablégt Y. En la tronquant aux termes de degrés utiles, L devient
un polynéme de ces 4 variables. En fait, on peut construire ce polyndme par des manipulations de polyné6mes
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analogues a celles décrites au paragraphe précédent. Au degré 3 en excentricité et inclinaison, on obtient :

- ® = 1 1l = 13 . 1 =
1(A— L) :X—X+§X2——XQ——Y2+—Y2—|——X3——XQX
1 - 13 - = _ _ :
+§XX2 — ﬂX3+XY2 —XY?+ XY - XY?+0(4)
On peut aussi revenir a un développement de Fouriet @nonqué au méme degré eret:) en utilisant les
relations : B B B
X=ZexptL, X=zexp—tL,Y =(expitL,Y =(exp—1L (3.150)

ou z et sont les éléments complexes définigenl9) On trouve :

1 = 1
1(A=L)=(z— gziz + 2¢?) expaLl — (2 — 3 22Z + 2C%) exp —1L

5) 1. ) 1

= (é Z2 — 5 ) exp 2L — (é 22 — . ¢?) exp —21L (3.151)
13 - 13

+ (ﬂ z3 — 2(?) exp 3L — (ﬁ 23 — 2(?) exp —31L

Exercice On procéderait de maniére analogue pour obtenip, ou d’autres coordonnées telles c@eos A et g sin \.
On écrirait par exemple :

sin ¢ = sini sin[(L — Q) + (w — M)] = — sin(i/2) /1 — sin®(i/2) x
(expe(L — Q) expr(w — M) — exp —1(L — Q) exp —1(w — M))

puis on pourrait développer en utilisant de nouveau les varigbl&48)et (3.150)
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Exprimer le développement de sin(phi) en variables complexes (3.148), limité au degré 3 en excentricité et inclinaison, puis en variables z, zeta et L comme en (3.151). 
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14. Annexe : formulaire de Brumberg pour les coefficients de Hansen

D’un point de vue pratique, il vaut mieux calculer les coefficients de Hangeh(e) définis er(3.134)avecDeV2.2.£
le formulaire suivant, d0 a Brumberg, plutbt que par I'expression générale donr@eldn) Ce formulaire
utilise lafonction hypergéométrique de Gaus&s, b, c; =) et des polynﬁmeﬁ(”’m)(m).

Les fonctions hypergéométriques sont définies par :

F(a,b,c;x) = — (3.152)
k=0 '

dépendant desoefficients de Pochhammaeéfinis par :

(a)p =1 et (a)k=ala+1)---(a+k—=1)=(a+k—1)(a)g (3.153)
On a en particulier (1), = !
Sionac—a—b> —1,laseérie(3.152)converge pour|z| < 1 et sinon, on utilise cette formule due a Euler
qui met en évidence le p6le de la fonction hypergéométrique :

F(a,b,c;z) = (1 —2)* P F(c—a,c—b,c;x) (3.154)

Pours entier positif ou nul, les polyndmea™™ () sont définis par :

r*

P () = z; (=n +(1">1_ D (:1”)__ (3.155)

ou la borne supérieure est donnée par :

o min{s,n —m+1} sin—m+1>0
s Sin—m+1<0
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Alors, suivant les valeurs deet en posant toujours;;= ——&% | les coefficients de Hansen se calculent
o P Joursy 1++vV1—e2
ainsi :
e Pourk = 0, on distingue deux cas :
-Sin>—-1,0na:

(7 + 2)jm|

nm(,) — (_1yml
Xy (e) = (-1) m

¢ (1 +¢) " F(=n—1,—n+|m| = 1,14 |m|;¢%) (3.156)

-Sin< —1,ona:

xpm(e) = (~1ymt A Dm (Y7g _ gayrare

(Djmy - \2 (3.157)
n+|ml+2 n+|m|+3 2
X F( 5 ) 1+ |m|7 € )
2 2
k :
e Pourk # 0, en posantv T+ ,ona
400 ( ( )
Xp™(e) = a1+ )Y Plon-m ) Plnidom-ny (1) € (3.158)
s=0
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Quatrieme partie

Les interactions dans I'environnement spatial

15 Lagravitation : champs et potentiels newtoniens
15.1 Cas d'une ou plusieurs masses ponctuelles isolées
15.2 Cas d'une répartition continue de masse
15.3 Systemes a symétrie matérielle sphérique
15.4 Systemes quelconques
15.5 Potentiel de gravitation des planétes
16 Forces dues a la trainée atmosphérique
16.1 Principes
16.2 Modélisation des forces de frottement atmosphérique
16.3 Nature perturbative des forces de frottement
17 Forces dues a la pression de radiation
18 Autres forces agissant sur les satellites de la Terre

La gravitation universelle est depuis longtemps considérée comme la cause essentielle des mouvements ob-
servés dans le systeme solaire. Il convient toutefois d’étendre la loi de Newton au cas de masses quelconques
et non ponctuelles. Par ailleurs, I'observation trés précise du mouvement des satellites artificiels a permis de
mettre en évidence d’autres forces, souvent trés faibles mais particulierement sensibles sur ces objets de faible
masse : Ce sont principalement les forces dues au frottement atmosphérique, actives dans le voisinage immédial
des planétes pourvues d’'une atmosphere, et les forces dues a la pression de radiation, actives sur les satellites o
sur les poussieres interplanétaires dans toutes les régions de I'espace ou ces objets sont éclairés par le Soleil o
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15.

15.1.

®Sommaire

par une planete. C’est apres avoir modélisé ces quelques forces que I'on pourra comparer leur importance sur
le mouvement d’un satellite artificiel. Signalons encore que des forces supplémentaires, d’origine complexe et
non gravitationnelle, doivent encore étre invoquées pour rendre compte de la dérive du mouvement de certaines
cometes; disons simplement qu’elles sont dues a des altérations de la composition physico-chimique du noyau
de ces comeétes, celui-ci émettant de la matiere par dégazage lorsque la comete se réchauffe en se rapprochant c
Soleil.

La gravitation : champs et potentiels newtoniens

Cas d’une ou plusieurs masses ponctuelles isolées

On sait qu’une masse ponctuettesituée en un poind, engendre dans tout I'espaceairamp de gravitation

qui vaut en un poinP :

K K
e “Ta (4.1)

GP)=——5u=—
(P) |OP|? r
avecOP = ruet|u| = 1. Pour mesurer ce champ, il suffit d’'observer la force de Newt@&(P) que subit une
particule de masse’ lorsqu’on la place ei?. Le champ engendré par plusieurs masses ponctuelles est la somme
vectorielle des champs engendrés par chacune. On va montrer que ce champ vérifie 2 propriétés fondamentales
D’abord, il dérive d’'un potentiel, ensuite il est a flux conservatif partout sauf aux points ou sont placées les
masses.
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15.1.1. Potentiel de gravitation

Soitg(P) un champ vectoriel continu et dérivable des points de I'espace. On dit qu’il dérive d’'un potentiel
si et seulement si il existe une fonction scaldirg’), continue et dérivable, telle que sa différentielle totdle
évaluée dans un déplacement quelconéRelu point P soit égale a lairculation élémentaire du champ entre
PetP+dP:

dU = g(P) - dP (4.2)

g(P) est alors appelgradientde U en P : g(P) = gradp,U(P) = g—g et I'on dit que c’est urchamp de
gradient Evidemment, la somme de plusieurs champs de gradient est un champ de gradient dont le potentiel
résultant est la somme des potentiels correspondants.

Donc, sig est un champ de gradient, sa circulation élémentaire en tout point est une différentielle totale, et
sa circulation le long d’'une courbe quelconque joignant deux poingés B ne dépend pas de ce trajet mais
seulement des points de départ et d’arrivée :

B B
f g(P) - dP — / dU = U(B) — U(A)
A A

Ainsi, la circulation est nulle sil et B se trouvent sur une ménggjuipotentiellelu champ scalair& ( P), c'est-
a-dire sur une surface telle qu’en tous ses paiht ait :U(P) = C*. On en déduit aussi qugrad ,U (P) est
orthogonal enP a I'équipotentielle du champ passant par

La définition qu’on vient de donner du gradient ne fait intervenir aucun repére ni systéme de coordonnées :
Le vecteur gradient est indépendant de tout repére ; seule I'expression de ses composantes dans une base dépel
du choix de cette base et du choix du systéme de coordonnées utilisé pour y repérer & pains un repere
orthonormé&Dijk, en coordonnées cartésiennes? @st repéré pair, y, z), le potentiell (P) est représenté par

®Sommaire ®Index ®Page d’'accueil ®Précédente  @®Suivante ®Retour ®Retour Doc ®Plein écran ®Fermer ®Quitter



Q@g Copyright (© LDL) 2002, L. Duriez - Cours de Mécanique céleste ® Partie 4 @ section 15.1.1 ® Page 185 de 396

une fonctionl; (z,y, z). On a alors :

dP =dxi+dyj+dzk
_8U1 8U1 a[]1

dont on déduit I'expression du gradient en coordonnées cartésiennes :

ovy . oUy ., 0U;
grad Ui (z,y, 2) = pe i+ 3y J+ 57 k (4.3)

De méme, encoordonnées sphériqud3etant repére pdr, A, ), le potentiel/ (P) est une fonctiod/s(r, A, ¢)
dont la différentielle vaut :
I, oU, oU,

Dans 1, v, w), base local@lescoordonnées sphériquen P, on a par ailleurs :

dU,

dP =dru+rcospd\v+rdew

On en déduit I'expression du gradient en coordonnées sphériques :

BT 1 oU, 1 0U,
d ) = r 8p
gradpUs(r, A, @) or e rcosp O v r Op v

(4.4)

Exercice Dans le cas d’une masse placée erO, origine du repére de définition des coordonnées sphériques, le champ
de gravitation défini erf4.1) dérive du potentiel de gravitatioki(P) représenté en coordonnées sphériques
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15.1.2.

de centreO par la fonction :Us(r, —, —) = @ + C' (en coordonnées cartésiennes, ce serait la fonction
Ui(x,y,2) = 7 K””; — + C'). La constante additive, arbitraire, est le plus souvent choisie égale a zéro
Tzt +y %

pour que le potentiel de gravitation d’'une masse ponctuelle soit nul a I'infini. Le ckiapgi central et possede
la symétrie sphérique de centte Le potentiel de gravitation ne dépend querdst admet la méme symétrie ;
les équipotentielles sont des spheres de céntii@ans le cas de plusieurs masses ponctuellesituées en des
pointsO;, le potentiel de gravitation en un poiftvaut :

-3 i
|0:P|
Flux du champ de gravitation

Soit V' le volume d’'un domaine connexe de I'espace, limité par une surface fe¥reéegoit P un point de
cette surface. SoitS le vecteur normal & un élément de surfdéecontenant”, de module égal a I'aire déS
et orienté vers Extérieurdu volumeV'. Le flux élémentaire d’'un champ de vectegrgaversant I'élémentS
au pointP, est le scalaired® = g(P) - dS. Le flux deg sortantde la surface est alors :

o/

Cette fonction dépend en général de la surface traversée.

On démontre que si le changgest dérivable et a dérivées partielles continues, et si I'on fait tehdté” vers

zéro de fagon a ce que le domaine contenu darende vers un poind, alors, le rapport entre le flux sortant de

S et le volumeV contenu dan$' tend vers une limite qui ne dépend que du pginCette limite g{{} est
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par définition ladivergencedu champg au point( et I'on écrit :

dq)
divg = —
vg =

Le théoreme de Gauss ou de Green montre que I'on a :

o(S) :///Qevdivng://PeSg(P)-dS
o _

Le champg est dit aflux conservatitlans un domain® de I'espace si en tout poidg de D on a A%
ou de fagon équivalenteliv g = 0; on dit encore que le flux sortant de toute surface incluse fa@st nul.

La notion de flux étant indépendante de tout repére, la divergence d’un champ en uf pstraussi indé-
pendante de tout repére ; seule la facon de la calculer dépend du repére et du systeme de coordonnées utilisé poL
repérer). Dans un reper®ijk, en coordonnées cartésienn@%tant défini pafz, y, z), etg(Q) par 3 compo-
santesd;(x,v, 2), 9;(z, y, 2), gx(x, y, 2)), en calculant le flux sortant de I'élément de surface fermée cubique de
cOtésdzx, dy etdz situé entre les point9 = (z,y, z) et@Q + dQ = (x + dx,y + dy, z + dz), et en divisant ce
flux par le volumelzdydz de ce cube, on obtient I'expression de la divergence en coordonnées cartésiennes :

T (4.5)

De méme, en coordonnées sphériques, dans la base la¢calev), le champg est représenté par les 3 com-
posantes . (7, A, ©), g.(1, A, ), 9u(7, A, ¢)) ; on obtient alors I'expression de la divergence en coordonnées
sphériques :

1 0

' 0 0
divg = 2 cos ¢ E(ﬁ cos ¢ gy) + a(rgv) + %(TCOSSng)

®Sommaire ®Index ®Page d’'accueil ®Précédente  @®Suivante ®Retour ®Retour Doc ®Plein écran ®Fermer ®Quitter



@ & Copyright (© LDL) 2002, L. Duriez - Cours de Mécanique céleste ® Partie 4 @ section 15.1.2 @ Page 188 de 396

soit :

, ¢, 2 1 0dg, 10g, tangp
d — o L Ju T T Yw
e or +Tg Jr7"cos<,0 O\ +r Op r 7 (4.6)

Alors, le champ de gravitatio@(P) émis par une masse placée erO est a flux conservatif en tout point
P différent deO puisque, pour tout # 0, on obtient :

di —@u _9 (_Em +2_Km_()
v 2 - Or r? ror:

On peut aussi trouver directement cette propriété en calculant le flux sortant d’'une surfacenfecmétenant
pasle pointO : En fait, faisons ce calcul pour une petite surface élémentaire fermée contenant le volume compris
dans un céne de somnetet d’angle solidel(2 et entre deux sphéres de centrde rayonsk et R+dR ; les deux
petites surfaces sphériques correspondantes ont alors pourfiréQ et (R+dR)? d2. Le flux deG sortant des
faces coniques de la surface est nul puisque le champ est radial ; le flux sortant de la surface sphérique de rayon

R: _][%(Qm (—R?d) est compensé par celui sortant de I'autre surface spher?eﬁeﬂd—w X (R+dR)? dSQ.
Le flux sortant total est donc nul. Or, tout domaine de I'espace peut étre ainsi décomposé en petits éléments de
volumes limités par un céne et deux spheres, et quand deux tels éléments sont en contact par une de ces surface:
le flux qui sort de I'un par cette surface rentre dans l'autre par la méme surface, donnant un flux global nul. Donc,

le flux deG sortant de toute surface fermée ne contenantpest nul.

En revanche, si on prend une surfatéermeée contenan®, on peut isoler a l'intérieur du volume contenu
dansS, une sphere de centfeet de rayorr aussi petit que I'on veut; le flux qui sort de cette sphere, de surface

47e?, vaut— Km x 41e? = —4w K'm. Le reste du volume contenu dasi®st maintenant limité par cette sphére
et parS, mais Ie pointD) ne faisant pas partie de ce volume, le flux sortant de ce volume gigpar la sphére est
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15.1.3.

nul. Donc, globalement, le flux sortant de toute surface contenant une massg—47 K'm. Ce flux ne dépend
pas de la position de: a I'intérieur deS.

On peut généraliser cette propriété au cas de plusieurs maspéscées en des points distinéds: Chaque
m; engendre un champ de gravitation dont le flux sortant est nul a travers toute surface ne contefgrétpas
dont le flux est égal a-47 K'm,; a travers toute surface contenant ce point. Lensemble de ces masses crée un
champ de gravitation égal a la somme des champs engendrés par chaque masse. Le flux de ce champ résultar
sortant d’'une surface ne contenant aucune des masses est donc nul, et celui qui sort d’'une surface contenant un
ou plusieurs de ces masses ne dépend que de ces masses et non de leur position a I'intérieur de cette surface. C
en déduit encore que le champ de gravitation d’'une ou plusieurs masses ponctuelles est a flux conservatif partout
sauf aux point®);

Conséquence
En appliquant 'opérateur “divergence” a I'opérateur “gradient”, on obtient un opérateur aFmd&ienet
NotéA :
AU = divgrad U

Suivant queP est repéré en coordonnées cartésiennes ou sphériques, on utilisera le Laplacien en coordonnées
cartésiennes :

o*U,  o*U, 0,
AU (x,y,2) = 5 = 0 + 552 (4.7)
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ou en coordonnées sphériques :

82U2 2 OUQ 1 82U2 1 02U2 tancp GUQ
5 T 2 .2 5 T3 2~ 2
or r Or  rcos®p O\ r* Op r*  Op

AUQ(T7 >‘7 90) -

(4.8)

On vient de voir que le champ de gravitation d’'une ou plusieurs masses ponciugkesO; dérive d’'un
potentielU et qu'’il est a flux conservatif partout sauf ép; donc, partout sauf e@;, le potentiel de gravitation
vérifie I'’équation suivante, appelée équation de Laplace :

AU(P)=0 YV P # O; (4.9)
En chacun des point3;, on a au contraire AU (O;) = —4r K'm,.
Le casAU = 0 est fort intéressant car les fonctiobisqui vérifient cette équation forment 'ensemble des
fonctions harmonique®©n montre que de telles fonctions possédent les propriétés suivant&$’:si0 dans

un domainer des points de I'espace, en tout pointde F, la fonction F'( P) est finie, continue et indéfiniment
dérivable, et égale a sa valeur moyenne sur toute spghéf® de centreP et de rayoru incluse dangv :

1
F harmonique = F(P) = . / F(Q)dS
T4 JQeSa(P)

On utilisera plus loin cette propriété dé d’étre une fonction harmonique, en cherchant a représenter le
potentiel de gravitation dans une base de fonctions harmoniques.

15.2. Cas d’une répartition continue de masse

Une masse étendue dans un domdihée I'espace est définie en chaque pdhte D par une fonction
scalaire positive et borngg()) représentant lenasse volumiquen ce point. Un élément de volurd& au point
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() contient par définition la massén = p(Q)dV. La masse totalé/ incluse dansD est alors donnée par
I'intégrale :

M = p(Q)dV
QeD
On considérera toujours que le domaibesst fini dans ses trois dimensions. La madsesera donc toujours
supposee finie, tout comme la fonctipn

La masse élémentairkn située au poin€) crée dans tout I'espace le champ élémentaire de gravitation :

K : . K
’derg QP dérivant du potentiel :  dU(P) = K dm

QP|
Ce champ est a flux conservatif partout saufen

dG(P) = —

La somme vectorielle de tous les champs engendrés par toutes les masses contenilesoueatitue le
champ de gravitation de la masse étendue correspondante :

K QP
G(P)=— ——d
Exercice Il dérive du potentiel :
K
U(P) = /QED Qp| dm (4.11)

Ces deux intégrales convergent, méme a l'intérieuddear la masse volumique y est supposée bornée. En
effet, lorsqueP est a I'intérieur deD, on peut toujours isoler autour deune sphére. (P) de centreP et de
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rayone, et écrire :

K K
UP) = / —dm + / ———dm
) ges.p) |QP] gen—s.(p) |QP)|

La deuxiéme intégrale converge puisque la masse totale est finie B)&Uer’est jamais nul dans le domaine
d’intégration. La premiere intégrale converge également car on a, dans la sptfeye

Kdm  Kp(Q)dV < K pmax X 4mr? dr

avec r=|QP|

QP|  |QP| r
On en déduit : P .
———dm < 47?K,0max/ rdr = 2K pmaxe”
/QESE(P) ‘QP’ r=0

On montrerait de méme que I'intégrdke 10)converge en tout point, méme a I'intérieur Be

Chaque champ élémentaii€x(P) est a flux conservatif partout sauf au poiptde D qui I'engendre. Par
extension des résultats obtenus pour une répartition discrete de masses, on a encore les propriétés suivantes : L
somme de ces champ&,(P), est a flux conservatif partout sauf en tout point intérieuy ac’est équivalent
de dire que le flux sortant de toute surface fermée ne contenant aucune pdntigndeontenant donc pas de
matiere) est nul. Hors de la matiére, on a donc I'équation de Laplace :

VYP¢D AU(P)=0 avec U(P) = /Q . % dm (4.12)

et le potentiel de gravitation d’'une masse quelconque en un point extérieur a celle-ci est une fonction harmonique.

Au contraire, a I'intérieur de la matiére, le potentiel de gravitation n’est plus une une fonction harmonique
car AU n’est plus nul mais vaut4r K p. En effet, lorsqu’'un champ dérive d’'un potentié] le flux sortant de
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15.3.

toute surface fermég contenant un volumé&’, est donné par le théoreme de Gauss :

B(S) = ///QEV AU(Q)dV
i

Onadonc ausshU = v or le flux d® sortant d’'une surface quelconque contenamjuementin point() de

masselm = p(Q) dV, vaut—4r K p(Q) dV ; la conservation du flux montre que le méme flux traverse la surface

elémentaire qui limite le volumél” entourant le poing) ; a la limite, au point), on a donc&l—g} = —4rKp(Q).

On en déduit aussi que le flux sortant de toute surface contenant une masseiépartg|| —47K p(Q) dV =
—47 K M et ne dépend pas de la répartition de la matiére dans le volume considéré, mais seulement de sa masse
totale.

Finalement, on peut donc dire qu’en tout point de I'espace, intérieur ou extérieur a la matiere, on a I'équation
suivante, dite équation de Poisson :

AU = —47Kp avec p=0 hors des masses

Bien sir, c’est essentiellement le potentiel de gravitation a I'extérieur des masses qui intéresse la mécanique
céleste, le potentiel intérieur servant surtout aux études sur la dynamique interne des corps. Lintérét d’étudier
le potentiel plutdt que le champ est évident : Le potentiel est une fonction scalaire, plus facile a construire
directement que les 3 composantes du champ, lesquelles se déduisent d’ailleurs simplement du potentiel par un
calcul de gradient.

Systemes a symétrie matérielle sphérique

Un tel systeme possede par définition un centre de symétrie géométrique, sbin plus, la masse volu-
mique en tout poinf’ est uniquement fonction de sa distamcau pointO : en coordonnées sphériques on a
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15.4.

®Sommaire

p = p(r). Un tel systeme est ainsi composé de couches sphériques d’égale densité et a la forme sphérique.

Alors, par raison de symétrie, le champ et le potentiel de gravitation de ce systeme possedent aussi la symétrie
sphérigue de centi@ et ne dépendent que deles équipotentielles sont des spheres centréés enle champ
(gradient du potentiel) est central, normal & ces spheres; notons ce cgamp-= g(r) u. Le flux de ce champ
sortant de I'équipotentielle de rayernvaut : 47r2g(r). Ce flux vaut aussi-47 K M ou M est la masse totale
contenue dans I'équipotentielle considérée. On en déduit :

KM
g(r) = — 2
,
Donc le champ s’écritg(r) = —KTJQ\/[ u, et c’est le méme que celui d'une masse ponctueliplacée eroO.

Ainsi, I'effet gravitationnel d’'un systéme a symétrie sphérique est le méme que si toute sa masse était concentrée
en son centre.

En premiére approximation, on considére généralement que le Soleil et les planétes sont des sphéres dont
la matiére est disposée en couches homogenes sphériques : Cela explique qu’on les considere alors comme de
masses ponctuelles. Cependant, il convient maintenant de tenir compte de la forme réelle (non sphérique) de ces
corps.

Systemes quelconques

Lorsqu’on s’éloigne indéfiniment d’un corps matériel étendu nfiais son potentiel tend vers celui d’'une
masse ponctuelle puisqu’alors ses dimensions deviennent négligeables devant sa distance ; dans le méme temp:
ce potentiel tend vers zéro, comme pour une masse ponctuelle. On se propose de déterminer le potentiel d’un
corps quelconque sous forme d’'un développement qui soit valable a I'extérieur de ce corps, et qui puisse se
réduire, a I'infini, au potentiel d’'une masse ponctuelle.
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SoientS ce corps (pas forcément solid€), I'espace (ou volume) qu’il occupe( ) la masse volumique
en(@ (I'un de ses points))M sa masse total€; son centre de masse. S6iijk un repere attaché & et dans
lequel on pourra repérer aussi bien les particdlegui le composent, que le point extérieBirou I'on désire
calculer son potentiel de gravitation. Le poiftest a priori quelconque mais choisi dans le voisinageS de
et sera généralement confondu avegde méme la basgk est pour le moment quelconque. En repér@nt
par des coordonnées sphériques\, ) dansOijk, on recherche le potentiel sous forme d’'un développement
convergent en puissances ber, c’est-a-dire de la forme :

o)

1 n )\7 = n )\,
U(P)=thr A @) = 23 0D S v V= w (4.13)
n=0 n=0

Ainsi, a condition que les fonctiond/, soient toutes bornées, lorqueest assez grand, le développement de

U(P) sera assimilable & son premier temlgﬂ.. Il suffit donc de prendré&ly, = K M pour que le potentiel d&
se réduise a celui d’un point de masde

On doit avoirA U = 0 quelque soit- assez grand (pour étre a I'extérieur gk il faut donc que I'on ait
>, AV, = 0. Cependant, commg, est par définition une fonction de degrén — 1) par rapport &, le
LaplacienA V,, est de degré—n — 3) et la somme)_ AV, ne pourra étre nullguelque soit que si chaque
AV, estidentiquement nul. Donc chaqugest une fonction harmonique, ditermonique homogeérde degré
(—n — 1) par rapport &. Les fonctionsiV,,, indépendantes de sont des fonctionsarmoniques sphériques
restrictions dé/,, a la sphére de rayon 1.

Remarque. Les fonctionsV,, sont qualifiees d’homogenes car, en les exprimant en coordonnées cartésiennes
(x,y, z), elles deviennent homogenes, c’est-a-dire formées de monémes d’un méme degré par rapport a I'en-
semble degz, y, z). Alors, comme il y a un nombre fini de mondmes de 3 variables et de degré donné, il y a
aussi un nombre fini de fonctions harmoniques homogeéenes d’'un méme degré donné ; on verra bidntét que
peut étre décrit pa2n + 1 monémes. La forme générale #g est ainsi un polynbme homogene de ces trois
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variables, combinaison linéaire de @&s+ 1 monémes. En revenant aux coordonnées sphérigijjggeut ainsi

s’écrire sous forme d’une combinaison linéairede-1 fonctionsiv,”) (A, ) qui sont les fonctionearmoniques

sphériques d’ordre: :
1

=—= ) a,WP( )

p=—n
Voyons comment les obtenir.

15.4.1. Harmoniques sphériques

D’aprés(4.8), 'équationAV,, = A <W) = (0 devient :
1 W, O*W, ow,
1) W, i = = =0 4.14
nn+ 1) Wa cos® p ON? - dp® Y Op -y

Comme le potentiel e® est une fonction périodique dede périoder, il en est de méme de chaqug, (), ) ;
on recherche donc cette fonction sous la forme d’un développement en série de Folrier en

+oo
Wa(h ) = > CP(p) expipA (4.15)
p=—00

On en déduit :

2 dC®) 420w
Z [(n(n—i— 1) — p2 ) C® — tan g d:; + d(,@g exp ipA = 0
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Devant étre nulle quelque sdtt, donc quelque sog, cette somme est nécessairement nulle terme a terme ; c’est

donc le facteur dexp ipA qui est nul pour chaque valeur deet dep. En posant = sin ¢ etPé”)(s) = C,Sp)(go),
ce facteur nul devient 'équation différentielle du second ordre suivante :

2 () 2 p(p)
D dP; d°P;
(n(n +1)— — 52) PP — 25 e (1—s?%) -5 =0 (4.16)

Manifestement, on a P’ = P{™”. On montre gue les solutions normalisées(dl€.6) sont lesfonctions

associées de Legendnsi définies :

(1 . 82);7/2 dn—i—p
2" n! ds"tP

On voit que ces fonctions sont nulles popr> n . Pourp = 0, ces fonctions sont des polyndmes de degeh
s, appelépolynémes de Legendre

PP (s) = (s —=1)" pour  p>0 (4.17)

1 da

Il'y a donc2n + 1 fonctions P non nulles, et corrélativemernty + 1 fonctions harmoniques sphériques
indépendantes d’ordre:

P, (sin ), PM(sin ) cos A, PV (sinp)sin A, ..., P (sin ) cosnh, P (sin)sinni
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15.4.2. Propriétés des fonctions de Legendre

Les fonctions associées de Legendre interviennent dans les développements en puissaubesnte :

VI—2st 12 Z Ful (4.19)
(2p) (1 p/2tp ZP;D (4.20)

2Ppl (1 — 2st + t2)PT1/2

Les expressions des membres de gauche sont les fonctlons génératrices des fonctions de Legengre. On peu
vérifier en effet, en dérivant deux fois ces expressions par rappat par rapport &, que les coefficients dé&
vérifient I'équation différentiellé4.16)pour toutn. On déduit aussi, par dérivation de ces fonctions génératrices,

gue les fonctions de Legendre vérifient les relations de récurrence suivantes : eVss:
(n+1—p) PP, (s) — (2n+1) s PP(s) + (n+p) PP, (s) = 0 (4.21)
2p+1)s
PP (s) - 22 PPt(5) 4 (n — p)(n+p+1) PP(s) =0 4.22
n()mn()(p)(p)n() (4.22)

Il suffit donc de connaitréy, P, Pél) etPl(l) pour en déduire tous les autrB®’ . En fait, ces 4 fonctions peuvent
étre aisément calculées par I'expresgiéri 7); on obtient :

B(s) =1 Fi(s) =0 P(s) = P(s) = V- s

puis les autres fonction@,&p)(s) par récurrence; celles dont on pourra avoir besoin sont présentées dans le
Tableau 4
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Tableau 4 Polynémes et fonctions associées de Legeﬁé‘”r)és), avecs = sinp etc = cos p = /1 — s2.
Les polyndmes de Legendf (s) correspondent a la valepr= 0.

p| 0 1 2 3 4
n
0 1 0
1 s c 0
2 52— 2 3sc 3c? 0
3 243 — 35 (Bs® -3¢ 15s c? 15¢3 0
4 Bt D243 (28 -Bs)e  (Ps2—2) 1055 105¢*

On peut montrer que dans l'intervalld < 1, ona:|P,(s)| < 1 pour toutn ; alors, le développemei.19)
est absolument convergent patir< 1.

On pourrait encore établir cette relation intéressante faliteule d’addition des polynémes de Legendre

P, (sin@sin ¢ 4 cosf cos pcos \) = Z Oty PP (sin §) PP) (sin ¢) cos pA (4.23)

p=0

{1 sip=20
Qpp = (n—p)! .
27(714—]))! sip#0
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15.4.3. Développement du potentiel de gravitation

Finalement, le développement du potentiel de gravitation d’un corps quelconque en uR patatieur a ce
corps et exprimé en fonction des coordonnées sphériques agmet la forme générale suivante :

oo n 1 ‘ '
Us(r, A, ¢) = K Z Z T PP (sin ) [cpp €08 pA 4 Spp sin pA] (4.24)

n=0 p=0

ou les coefficients,,, et s,, dépendent de la répartition des masses dans ce corps. La convergence de ce déve-
loppement n’est pas toujours assurée sst trop petit ; cela peut dépendre de la forme du corps. Il convient en

fait trés bien pour représenter le potentiel de gravitation des planétes ou des satellites dont la forme est voisine
d’'une sphere ; le développement converge alors généralement jusqu’a la surface du corps.

Si la répartition de matiere a la symétrie sphérique autouv,de développement doit se réduire a un seul
terme : seuty, est non nul et vaud/.

Si la répartition de matiére admet la symétrie de révolution autour d’'un axe, en choigdsanivant cet
axe, la coordonnég mesure alors une longitude autour de I'axe de révolution, et donc le potentiel, qui admet la
méme symeétrie de révolution, ne doit pas dépendr&. &eul les coefficients, = ¢, sont alors différents de
Zéro et le potentiel est de la forme :
—  P.(sinp)
Ua(r, =) =D ea = (4.25)

n=0

Si, en plus de la symétrie de révolution, le corps admet un plan de symétrie perpendiculaire a I'axe de révolu-
tion, le centre de masse est situé a I'intersection de ce plan et de cet axe ; en prénant(, le planOij dans
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ce plan eOk suivant cet axe, le potentiel devient une fonction paire de la latitudelie la parité des polyndmes

de Legendre, il ne subsiste alors dans le développe(éttt) que les termes correspondant dair. Ce type

de symétrie est laymétrie sphéroidateon verraplus loin que les planétes sont généralement tres proches de
sphéroides.

15.4.4. Calcul du développement du potentiel de gravitation

Pour traiter le cas d'un corps quelcongfiecherchons d’abord le potentiel élémentaifé d’'une masse
ponctuelledm placée en un poind de S ; soientp, ¢ etd les coordonnées sphériques@elans le repéréijk.

Le potentiel engendré par la masde en un pointP de coordonnées sphériques), ¢) sera alors :

Kdm
dU(P) = ——
"= Tap
soit, d’'apreg4.19):
Kdm Kdm <X /o\"
dUs(r, \, ) = — =] P,(cos
2{ °) V12— 2rocost + o2 r §<T) ( )
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ouv représente I’angIéQ/O\P. Ce déve-
loppement converge absolument pour P!
r > p. Or, dans le triangle sphérique
KQP',ona:costy = O v \e
sin @ sin ¢ + cos 0 cos g cos(A — /), et
ainsi on obtient, d’aprés la formule d’ad- P
dition des polyndmes de Legendre23):

K p(p)
dUs(r, A\, ) = Kdm ZZQHP GRGIED ( 0" PP (sin 0)) cosp(A — £)

rn
n=0 p=0

Il faut maintenant intégrer pour tous les poitde S'; en intégrant le développement terme a terme, on
obtient :

n

p(p
Us(r, A, ) Z Z - im %) {cos PA / Q"Pff’) (sin @) cos pt dm
Qes

n=0 p=0

(4.26)
+ sin pA / 0" PP (sin 0) sin pl dm
Qes

Il reste alors a calculer des intégrales de la forme :

Anp = / 0" PW)(sin 0) cos pl dm et brp = / 0" PP (sin 0) sin pl dm
Qes QeSs
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Exercice Les fonctions a intégrer sont des fonctions harmoniques des coordonnées sphériQuesedmnt aussi des
polyndmes homogenes des coordonnées cartési¢nngs) de ). Effectuons le calcul des coefficients, et

by, pourn = 0, 1 et 2, en prenant I'expression dey’ (sin ) dans leTableau 4

en =0etdoncp=0;0na:ay = [dnm= M masse totale d§.

en =1etdoncp=0etl;onobtient:
alozfgsinﬁdm :fzdm =MZg
ain = [pcosfcosldm = [xdm =M Xg
biu = [ocosOsinldm = [ydm = MYg

Ces coefficients dépendent donc des coordon(&esYs, Z¢) du centre de massgé dansOijk. lIs seraient
donc nuls si I'origineD du repére était prise gm.

en=2etdoncp=0,1et2;ontrouve:

azo = [0*(3sin®0 — 1) dm =3 [22dm — 3 [(2®> + y* + 2%) dm
az1 = [ 0*(3sinf cosB) cos L dm =3 [zzdm

= [0*(3cos?0)(2cos’ ¢ —1)dm =6 [2*>dm — 3 [(2® + y*)dm
bgl = [ ©0*(3sinf cos ) sin l dm =3 [yzdm

bae = [ 0*(3cos?0)(2sinlcosl)dm =6 [ zydm
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Avec les notation classiques des moments et produits d’inertie :

A= [(y?+ 2% dm D= [yzdm
B = [(z*+ 2%)dm E= [zzdm
C = [(2*+y*)dm F = [azydm
on obtient : )
axp = 5(A+B)-C ag = 3E as = 3(B — A)
by = 3D bos = 6F

Tenant compte de la valeur des coefficiemts définis en(4.23) le développement genéral du poten(iel26)
est ainsi, jusqu’a l'ordre. = 2 :

KM KM
+ —5— (X¢ cospcos A + Y cos psin A + Zg sin @)
,

K[(A+B 3 ., 1
c5 (557 -0) (Bote3)
+ 3sinpcos p (Ecos A + Dsin \) (4.27)

+ 3cos? o (

U2 (Ta )‘7 90) - -

F
COS 2\ + B) sin 2)\>}

Le calcul des termes correspondant 2 2 montrerait que s’introduisent, pour chaque valeundes moments
d’inertie d’ordren (c’est-a-dire des intégrales de la fornie: 'y’ z* dm oli + j + k = n aveci > 0, j > 0 et
k > 0)
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L'expression(4.27) se simplifie si le corps est un solide et si le rep@igk a son origine confondue avec
G, centre de masse, et est orienté de fagcon a étre principal d’inertie en ce point (c’est alors un repere central
d’inertie) : Les produits d’inertieD, E et ' sont alors nuls; si en outre I'ellipsoide d’inertie est de révolution
autour deDk, les moments d’inertiel et B sont égaux et il ne reste alors de I'expressibR7)que les termes :

KMK

UZ(Ta_yw) - r 7"

R a-c <§sm . %) . (4.28)

Si le corps est un solide admettant 3 plans de symétrie orthogonaux 2 a 2, en prenant d&is @jext Ok
suivant les intersections de ces plans, on obtient un repere central d’inertie dans lequel, par raison de symétries,
tous les moments d’inertie d’ordre impair sont nuls : il ne reste donc que les termes correspondaait. a
CommeU est alors aussi fonction périodique et paire\dde périoder, on ne trouve dans que des termes en

cos 2k :
KM 1 [A+B-2C , 1\ 3B-A4
U(r, A\, p) = . {1 3 [T (ésm ¢—§)+Wcos @ Cos 2\
o m (4.29)
+ Z Z it — P, 2k)(sm @) cos 2k>\}
m=2 k=0
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15.5. Potentiel de gravitation des planétes

15.5.1. Potentiel approché : planetes sphéroidales

Les corps non ponctuels que I'on considére en Mécanique Céleste sont essentiellement les planétes que I'on
assimile le plus souvent a dephéroidesolides et en rotation autour d'un axe (rappelons qu’un sphéroide est
un corps possédant un axe de révolution et un plan de symétrie orthogonal a cet axe) ; 'axe de révolution est
souvent trés proche de I'axe de rotation, et le plan de symétrie est appelé plan équatorial de la planéte. Il s’agit
donc d’un cas particulier de corps ayant 3 plans de symétrie orthogonaux 2 a 2, mais cette fois, si (@ijgpéere
respecte les symétries, le potentiel ne dépend pas Ha désigant pat. le rayon équatorialde la planete, le
potentiel est alors souvent présenté sous la forme suivante :

KM CL2 . aé .
U(T,—,(p): - (1—J2T—§P2(Sln90)—<]4r—4p4(sm<p)—

o (4.30)
PR (]277, /r‘% PQH(SingD) —_— e . -)

Les coefficients/,,, sont sans dimension ; par exempl& .= CM_a 54 Dans les applications,est la distance du

point P au centre de la planéte : cette distance est généraleme(ﬁt bien supétie@erame on le verralus loin,

la quasi-sphéricité des planétes fait que les coefficignts,, etc.sont trés petits/, étant en outre prépondérant
sur tous les autres. Si en plus le rappQyt- est petit, les termes du développem@ns0)décroissent rapidement
et on peut se contenter le plus souvent des 2 ou 3 premiers termes.

Cependant, les valeurs de, J4, etc.ne sont pas évidentes a déterminer avec précision car, ne connaissant
pas la répartition des masses a l'intérieur des planétes, on ne peut pas calculer les moments d’inertie par des
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15.5.2.

intégrales. Il faut donc utiliser des méthodes indirectes. Pour la Terre, les coeffigieritg, ont été évalués

pour la premiére fois par Clairaut au dixhuitieme siécle en associant I'étude de la forme de la Terre a celle de
son champ de pesanteur. Ce n’est qu'avec I'avénement des satellites artificiels que I'on a pu déterminer avec
précision un grand nombre de coefficiedts par 'analyse des perturbations leur mouvement, observées sous
forme d’écarts a un pur mouvement képlérien. Pour les autres planétes, c’est aussi I'analyse des mouvements
observés dans leur voisinage (satellites naturels ou sondes spatiales) qui nous renseigne sur les écarts entre let
potentiel de gravitation et celui d’'une masse ponctuelle.

Potentiel terrestre : gravité et pesanteur

Quand on mesure I'attraction de la Terre depuis sa surface par la gravimétrie, on n’obtient pas la valeur du
champ de gravitation mais celle du chagpmle lapesanteur. celui-ci résulte de I'attraction gravitationnelle
proprement dite, et de la force d’inertie d’entrainement due a la rotation de la Terre sur elle-ménaésgjne
le centre de la Terre, on a ainsi en un pdit

g(P)=gradpU(P) —w A (w A OP)

ouw est le vecteur rotation de la Terre)( = w = 27/86164 s '). Le deuxiéme terme, axifuge, dérive aussi
d’'un potentiel ; en prenant le repetijk de fagon a ce quék soit colinéaire av, on obtient le potentiel de
pesanteut/,, en coordonnées sphériques :

1
Up(r, A, 0) =U(r, A, ) + 3 w?r? cos?® ¢ (4.31)

Si la Terre est assimilée a un sphéroide, la fondtiaest de la formé4.30) oua,. représente le rayon équatorial
terrestre ¢. = 6378 140 m). Notons qué/, n'est pas une fonction harmonique car on/a(w?r? cos? ) # 0.
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Dans la base locale des coordonnées sphériques, on a ainsi :

2
—Kéw(1—3a—§J2P2(sin<p)+---)+w2rcosg0 suivant u
=grad U, = v r
g=8 P K0 Al
—3 2 T—SJz sinpcosy + -+ —w?rsingcosy suivant w

La verticale d’un lieu, paralléle g, ne passe donc pas par le centre de la Terre, sauf aux potest(r/2) et a
I'équateur (o = 0). Manifestement, les équipotentielles du champ de pesanteur ne sont pas sphériques.

Dans I'hypothese ou I'on assimile la surface de la Terre a une équipotentielle du champ de pesanteur, on peut
trouver une relation entre les coefficients J, etc.et les parametres et c qui caractérisent la forme de la Terre
et sa rotation et qui sont ainsi définis :iSieprésente le rayon polaire de la Terre, la quantité (a. — b)/a.
représente I'aplatissement géométrique de la Terre ; par ailleurs, la quasatitéa? / K M exprime le rapport
entre I'accélération centrifuge a I'équateur due a la rotation de la Tette)( et I'accélération principale due a
la gravitation K M /a? ~ g., valeur dey a I'équateur).

En exprimant que le potentiel de pesanteur prend la méme valeur aux poles et a I'équateur, et limitant I'ex-
pression du potentiel de gravitation de la Terre a sa partig en

a

KM 2
U(r, A\, @) = (1 — Jy — Ps(sin @))

r 7“2

Exercice on obtient cette relation, due a Clairaut :
3Ja=2a—c (4.32)
« peut étre obtenu a partir des mesures géodésiques faites en divers points de la Terre, qui ont donné la courbure
de la Terre en ces points et= 1/298,257; on a alorsb = 6356 755 m. Avecc = 1/288,90, on obtient :

Jy = 1/927,72 = 0,0010814. Donc, le premier terme du potentiel de gravitation de la Terre, qui manifeste sa
non-sphéricité, est environ mille fois plus petit que le terme principal.
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A l'ordre suivant, on prend le potentiel de gravitation jusqu’au termé,ent on fait I'hypothése supplémen-
taire que I'équipotentielle du champ de pesanteur passant par I'équateur (surface gppiel@est un ellipsoide
de révolution de demi-grands axesetb; alors, en remplagant dansU, par1/(cos® p/a? + sin® p/b?) et en
exprimant que le potentiel sur le géoide est indépendapt da trouve cette relation entrg, J; etc :

9 , 12 3,
- _(Z i - = 4.
J4 (5 J2 —+ 35 CJQ 35 C ) ( 33)

Exercice qui conduit & la valeur J, = —0,0000024. Ce coefficient est encore mille fois plus petit qise On constate
gue la convergence est apparemment tres bonne.

Les hypotheses précédentes reviennent a supposer que la Terre est en équilibre hydrostatique ; on verra
gu’elles conduisent, surtout pous, a une valeur tres proche de la réalité. En fait, actuellement, c’est en analy-
sant les observations du mouvement des satellites artificiels que I'on détermine les coefficients du potentiel de
gravitation de la Terre, indépendamment de toute hypothese sur sa constitution interne. Les modeles de consti-

tution interne que I'on peut faire doivent alors s’efforcer de redonner les mémes coefficients que ceux obtenus a
partir des satellites.
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15.5.3. Potentiel réel de la Terre et des planétes

Dans un repére principal d'inertle a la Terre ou a une planéte, le potentiel de gravitation réel, c’est-a-dire
celui que I'on détermine par les satellites, est de la forme :

r

Ui(r, A o) = g [1 + i (a—>n (= Pusing)

+ Z PT(L”) (sin @) [cnp COS PA + Spyp sin p)\]}

p=1

] (4.34)

Les termes ed,,, qui ne dépendent que de la latitudelu pointP, sont les harmoniquenaux Pourn fixé, les

2n — 2 termes en,,, ets,, pourp # 0 etp # n sont les harmoniquesssérauxd’ordren, et les 2 termes e,

et s,,, sont les harmoniquesectorielsd’ordren ; ces harmoniques dépendent a la foissdet de ) ; les termes

eNncy et sy sont par exemple représentatifs d’une certaine ellipticité de I'équateur de la planéte (rappelons que
'ona:cy = (B — A)/4Ma?).

On utilise aussi parfois, a la place dés c,, ets,,, les notations équivalentes, et \,,,, ce qui donne :

KM [e.e] n n
U(r,\, @) = — 1+ Z z_’i Z Jnp PP (sin @) cos p(A — \p) (4.35)

n=2 p=0

Voici les valeurs admises pour les principaux coefficients du potentiel de gravitation de quelques planétes et
satellites :
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Pour laplanete Terre

KM= 3,98600510" m®s™2 a,= 6378140 m w= 360°985612j"
Jo=0,001082625 oo = 0,000001571  s99 = —0,000 000903
Js = —0,000002 534 cs1 = 0,000002190 s3= 0,000000272
Jy= —0,000001 623

Les autres coefficients sont inférieurs en modulé & ; on possede des modeles de potentiel terrestre dévelop-
pés jusqu’a = 20 pour les harmoniques zonaux,et 10 pour les harmoniques tesséraux.

Pour laLune:

KM= 4,90279410% m3s™2 aq.= 1738000m w= 13°176581j"
Jo=0,0002027 a2 = 0,0000223
Js= 0,000 006 cs1= 0,000029  s3;= 0,000004
cso= 0,000005  s33=0,000002
cs3= 0,000002  s33= —0,000001

Pour laplanete Mars

KM= 4,2828210" m3™2 a.,= 3397200m  w= 3503891983 !
Jo=0,001964 cyp = —0,000055  s55= 0,000031
Js= 0,000 036 531 = 0,000 026
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®Sommaire

Pour laplanéete Jupitet

Pour laplanete Saturne

Pour laplanete Uranus

® Partie 4 @ section 15.5.3 ® Page 212 de 396

KM= 1,2671210" m®s2% a.,= 71398000 m
Jo= 0,01475 w= 870°536j"
Jy= —0,00058

KM= 3,7934110"% m?s2  a.= 60000000 m
Jo= 0,01645 w= 810794j7!
Jy=—0,0010

KM= 5,7945510"° m®s™2 a.= 25400000 m
Jo=0,0033461 w= —554°913 j~1

Jy=—0,0000321

On note les valeurs relativement importantes/dypour Jupiter et Saturne, qui correspondent au fort aplatisse-
ment de leur globe di a leur rotation rapide (1 tour en 10 heures environ).

De I'expression4.35)du potentiel, on déduit les composantes du champ de gravitation, dans la base locale
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uvw des coordonnées sphériques (pour un corps non tournant) :

.
ou KM [ .
W = 7’2 1 + Z n + ZO an Pép)<SlI1 90) COSp()\ _ )\np)]
P
1 U KM P“’) (sin sO)
— e — A=A, .
grad U 509 BN 2 Z Z sin p( p) (4.36)
10U KM a; dPP) (sin o)
;% = 2 Z o Z; Inp T cosp(A — )‘np)]
L L

Notons que dans la deuxieme composaniep disparait finalement du dénominateur car, goti 0, j212 (sin )
contient toujoursos o en facteur ¢f. Tableau 4ou la formule(4.17)).

Avec les valeurs dd,, J; etc.vues précédemment pour les planétes, I'accélération réelle due a la gravitation
reste toujours assez voisine de 'accélération principale képlérienﬁ%\gn cependant, I'accélération réelle
r

n'étant plus exactement centrale, la loi des aires est seulement approchée et I'orbite d’'un satellite n’est généra-
lement plus confinée dans un plan. On verra dans la Partie & (&h) par exemple) comment les termes non
képlériens perturbent le mouvement des satellites. Avant cela, il est déja intéressant d’évaluer lelsdpigort

entre Ay, le plus gros des termes non képlériens (celui/gn et Ay, le terme képlérien4, = KM /r?). On

trouve, quelque soip :

a

TQ

2
e

<3J;

Ce rapport caractérise I'ordre de grandeur desldurbationqui est engendrée par la non-sphéricité de la planéte.
On voit que ce rapport diminue trés rapidement lorsgaeigmente ; par exemple, voici I'influence de la non-
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sphéricité de la Terre sur divers objets proches :
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influence de la forme un satellite un satellite la Lune Vénus
de la Terre sur : proche géostationnaire
(r ~ ae) (r==6,6a.) (r=60a.) (r=:6000a,)
‘Al ‘ < 3103 71075 9107 910~
716 =

Des évaluations analogues faites pour d’autres planétes montrent la |égitimité de considérer les planetes
comme ponctuelles lorsqu’on s’intéresse a leurs interactions mutuelles ; la forme des planétes n’intervient sensi-
blement que dans leur voisinage immeédiat, essentiellement pour leurs propres satellites. C’est d’ailleurs dans ce

voisinage immeédiat que se manifestent aussi d’autres forces, non gravitationnelles, que nous allons voir mainte-
nant.
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16. Forces dues a la trainée atmosphérique

Pb

16.1. Principes Pbtl

Un objet en mouvement dans une atmosphére subit le choc des particules qui la composent. Dans le milieu
raréfié ou évoluent les satellites, le libre parcours moyen de ces particules est grand (quelques kilomeétres) par
rapport aux dimensions du satellite et il est alors possible d’étudier ce choc de la fagon suivante, qui correspond
a un écoulement moléculaire libre ou la pression ne joue aucun réle direct :

Considérons un satelliteé de massen, animé de la vitesse absoli@ans un milieu de masse volumique
possédant une vitesse absolue moyévireitesse d’ensemble des particule§) pourra étre de laformeAr si
le mouvement d’ensemble de I'atmosphére est une rotation analogue a celle de la planete. En fait, on considérera
que toutes les particulesqui viennent frapper le satellite ont la méme viteSse2gale av;.

Pendant le tempAt, le satelliteS balaye un volume\V d’atmosphere égal a :
AV = Alr — V| At

ou A est I'aire de la section de choc du satellite, orthogonale a la vitesse reVéatide satellite par rapport a
I'atmosphere V* = r —V, ; cette aire est considérée comme constante pendant le f&mpss chocs ont pour

effet de modifier la quantité de mouvement du satellite, ainsi que celle de toutes les particules heurtées, mais la
guantité de mouvement de I'ensemble reste inchangée. En modana variation de quantité de mouvement de

S etu,dV, celle d’une particule de masse,, on a donc :

mot + 3 1,0V, =0
p

ou la sommation s’étend a toutes les particules présentes/lend e changementV, dans la vitesse des
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particules dépend de I'angle d’incidence de celles-ci sur les parois du satellite et de la nature de ces parois,
conduisant soit & une réflexion, soit a une diffusion plus ou moins parfaite.

Soit dS un petit élément de paroi, dont la normale (dirigée vers I'extérieur du satellite) fait I'@ralec le
vecteur vitesse relative du satellite par rapport aux particules. Nafgns V*u cette vitesse. On peut aussi
considérer que les particules viennent frapper le satellite avec la vitéé$e Supposons une surface parfai-
tement réfléchissante. Aprés le choc, la vitesse des partiddiesait I'angle 20 avecu, mais son module est
inchangé. Les particules subissent donc la variation de viteSge= V;* — (— V7). En projection sum, on
obtient :

0V, -u=|V7|(1 + cos20)

Le nombre des particules qui frappent aidSidans le tempg\¢ est égal a LAV =L dScosb V3| At.

L'ensemble des particules présentes dans le volixiiebalayé par le satelllte subit donc le changement de
guantité de mouvement suivant, en projectiomsur

u- Zupé\{, = [/s p|V7i|? cos (1 + cos 260) dS] At
P
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Si le satellite est symétrique par rapport a I'a¥a (ou G est le centre de masse du satellite), il n'y a pas
d’autre composante ; dans le cas contraire, 'autre composante, orthoganastagénéralement trés petite est
n'affecte pratiquement pas le mouvementdéelle affecterait plutot le mouvement de rotation du satellite sur
lui-méme autour d&7, c’est-a-dire lattitude du satellite). En supposant donc une seule composante suivant
on obtient :

mor = — [/ cos 0(1 4 cos 26) dS} p|Vi| Vi At

S

En faisant tendré\t vers zérom%—i’t tend versnI's, qui représente la force due au frottement atmosphérique :
mIly = — [/ cos §(1 + cos 26) dS} p| Vi Vi (4.37)
S
Cette force est opposée a la vitesse relative du satellite par rapport a I'atmosphere.
Si le satellite est sphérique, de rayBnon obtient :
ml; = —nR?p|V;i| V;

ou I'on reconnaitd = wR?, section de choc de la sphére.

Par analogie, si le satellite est de forme quelconque et si les propriétés reflectives des parois sont également
guelconques, on adopte la loi du frottement suivante :

C
mly = —TDA,o]V*|V* (4.38)

Le coefficientC, caractérise I'aérodynamisme du satellite dans la directiow det les qualités de réflexion
ou de diffusion de ses paroi€'f pour “Drag Coefficient”, owcoefficient de trainée atmosphériquour une
sphere parfaitement réfléchissante, @ria= 2.
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16.2. Modélisation des forces de frottement atmosphérique

On pourrait penser que I'expressi¢h38) permette de calculer facilement I'effet du frottement atmosphé-
rique a tout instant. Ce serait vrai si I'on connaissait parfaitement les pararégtre p et V* a tout instant.
En pratique, il est nécessaire de passer par une modélisation de ces parametres, opération délicate si 'on désire
une grande précision.

Tout d’abord,C, est trés difficile a modéliser : 1l dépend de la géométrie externe du satellite, des propriétés
réflectrices et émissives des différentes surfaces qui forment ses parois, ainsi que de la température et de la densit
du milieu ambiant qui conditionnent le type d’écoulement des particules et leur interaction avec le satellite.
Dans les modéles simples, lorsque les dimensions du satellite restent faibles devant le libre parcours moyen des
particules, on adopte une valeur moyenne, voisine de 2.

La section de chod dépend quant-a-elle de la position du satellite sur son orbite et de son attitude : Cette
section varie généralement si le satellite tourne sur lui-méme, mais devient quasi-constante si I'attitude est sta-
bilisée par rapport a la Terre et si I'orbite est quasi circulaire. On adopte en général une valeur moyenhe pour
calculée suivant la forme du satellite et en tenant compte du mouvement orbital et du mouvement en attitude.

Quant-a la masse volumique de I'atmosphere,est le parametre le plus complexe car susceptible de varia-
tions tres grandes et trés rapides. || dépend essentiellement de 'altitude du satellite dans 'atmosphére, mais aussi
de la latitude du lieu survolé, de la température de I'atmospheére, elle-méme fonction de sa position par rapport
au Soleil et a la Terre (éclairement), de la saison, de l'activité solaire. En fait, ce sont les satellites eux-mémes
qui ont permis la mesure deen diverses circonstances. Lableau 5donne ainsi les valeurs extrémes ge
observées en fonction de I'altitude ; elles représentent essentiellement les variatidossdee la température
varie entre 500 K et 2000 K.
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Tableau 5 Valeurs extrémes de la masse volumigude I'atmosphere terrestre en fonction de I'altitude
h; la quantitéa représente la distance géocentrique= R + h ou R est le rayon de la Terre.

a|t|tUdeh pmin pmax a pmax
km kg m3 kgm=3 kgm~2
2000 10716 5.10714
1000 10~1° 5.10712 4.107°
600 g 3.1071
400 1 5.1010 3,4.1073
300 g="" 1.10°10
200 1010 2.107°
150 1079 5.1078 0,32
120 3.1077 3.1077

Il faut surtout noter les variations importantesdavec l'altitude, et une moindre dépendance)dés-a-vis de
la température & fixé lorsque I'altitude diminue.

Enfin, la vitesse relativ®* du satellite par rapport a I'atmosphére est sans doute le paramétre le mieux connu
si le satellite est suivi régulierement. On suppose généralement que la vitesse de I'atmosphere est celle due a
I'entrainement par la TerreV, = w A r ouw est le vecteur rotation de la Terre (1 tour par jour). Celle-ci est
faible, comparée a, vitesse du satellite : Elle vaut 540 m'sa 1000 km d’altitude, pour une vitesse orbitale de
I'ordre de 8000 m s! & cette altitude. En conséquence, la forde; est souvent considérée comme directement
opposée a la vitesse orbitale du satellite. On en verra les conséquences exactes dans la pd&ia73 gan
exmple). On peut cependant déja voir que si on applique une force opposeée a la vitesse, I'énergie du satellite

diminue ; la constante de I'’énergie du mouvement képléﬂeﬁaﬂ, devient encore plus négative sous l'effet
du frottement, ce qui correspond a une diminution du demi-grand axa la chute du satellite vers la Terre.
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16.3.

Finalement, on devine la complexité du modéle si I'on désire une grande précision dans la prédiction du
mouvement d'un satellite (surtout a basse altitude, en dessous de 200 km). Seule l'intégration numérique de
équation du mouvementi: = gradU + I';, permet d’utiliser un modéle complexe des forces de frottement.
L'étude analytigue du mouvement n’est réalisable qu’avec un modele simplifié ou, pratiquement, les parametres
Cp et A (et éventuellement) sont remplacés par leur valeur moyenne.

Nature perturbative des forces de frottement

Comme pour les effets dus a la non-sphéricité des planétes, on peut évaluer le fapderéntre la force
due au frottement et celle due a la gravitation. En considérant, pour simplifier, que I'orbite est sensiblement

circulaire de rayom, la composante principale de I'attraction vaut;. = KJQW. Onadonc:
a

A 1 1., A, _ .
—| = = —Cp — %
‘AO KM EM2 Pm®’
En assimilant/*? a%, comme pour un mouvement képlérien circulaire, on obtient :
Ay 1., A
Ll=Z0,
AO 2 b m ap

On voit que c’est le rappor;% qui caractérise en partie la perturbation : Avede I'ordre du metre carré et
de l'ordre de la tonne% est de I'ordre de0—3 m?kg~ ; ainsi, un satellite compact et massif est moins sensible
au frottement atmosphérique qu’un autre ressemblant a un ballon pour%qnmllt étre de l'ordre de l'unité!
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% = 1073 m*kg~! et les valeurs de p,,., données dans [€ableau 5on voit que’ﬁ—é est compris

entre10~* et 10~® lorsque l'altitude passe de 150 km a 1000 km. Ces valeurs montrent bien que le frottement
peut étre considéré comme une perturbation du mouvement képlérien.

Avec

17. Forces dues a la pression de radiation

On peut introduire ce type de forces par un raisonnement analogue a celui fait pour le frottement atmosphé-
rique :

Un élément de surfacéS exposé a une source de rayonnement située dans une direda@mant I'angled
avec la normale dS, recoit I'énergieFE dS cos § At dans le tempsg\t; la quantitéE représente I'éclairement,
exprimé par exemple en Watts paf.rh’énergie d'un photon, associé au rayonnement de fréqueneaut hv
ou h est la constante de Planck. Se déplacant avec la vitesegohoton a une masse équivalemtgui peut étre
définie par : hv = pc?; il a une quantité de mouvement, c’est-a-dire—pucu si il participe a I'éclairement
de dS. S'il est parfaitement réfléchi pafS, la variation de sa quantité de mouvement, en projectionusur
estuc (1 + cos26). Le nombre de photons regus p&f pendant le tempa¢t étant égal 2L dsuigsem, la

conservation de la quantité de mouvement totale permet alors d’écrire :
: 2F dS cos @
m§r+/ $u0(1 +cos20) Atu=0
s e
d’ou I'on déduit la force due au choc des photons sur toute la surface éclairée :

2F
ml,, = —— /cos O(1 + cos26)dS u
¢ Js
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La quantité% représente une pression, appedéession de radiation

Dans le cas d’'une surface quelconque, dont 'aire projetée dans la direction du rayonnemgeahestinsi :

kE
mlp, = ——Au
@

ou & est un coefficient dépendant de la nature de I'interaction des photons sur la surface du satellite (réflexion,
diffusion ou absorption)# est de I'ordre de 'unité.

Dans le cas d’'un éclairement par le Soleil, dans le voisinage de la Terre, on a un éclairement global (toutes
fréquences confondues) égal &; = 1380 W m~2; avecc = 3.10® m s!, on obtient une pression égale

a % = 4,6.107° N m~2. C’est la constante solaire de pression de radiation au voisinage de la Terre. Or,
I'éclairement d’un objet situé a une distancd’une source varie eh/r%. Donc, un satellite éclairé par le Soleil
et situé a la distancede celui-ci subit la force suivante, due a la pression de radiation :

2

. k’E() To
mlp = —— < Au

c r

ol ry représente la distance Terre-Soleil.
Pour un satellite de la Terre, le calcul *j%) rapport entre I'accélération due a la pression de radiation
0

solaire et celle d'un mouvement képlérien, donne une valeur de 'ordié deen supposan’% = 1073, 1l
s’agit bien encore d’'une perturbation. Dans certains cas exigeant une trés grande précision, on tient compte en
outre de la pression de radiation due aux rayonnements renvoyés par la Terre et par la Lune. Les effets sont

d’autant plus importants qu,én est plus grand, par exemple sur des satellites apparentés aux ballons, ou sur les
objets de tres faible masse comme les poussieres interplanétaires.
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18.

®Sommaire

Si le satellite a une forme simple et des propriétés bien connues quant-a la réflectivité de ses surfaces, les
forces de pression de radiation sont assez bien modélisables. Cependant, ces forces peuvent étre des fonction
discontinues du temps si le satellite a un mouvement qui le fait passer dans le cone d’'ombre de la Terre par
exemple. Dans ce cas, c’est par I'intégration numérique des équations du mouvement que I'on peut tenir compte
de la pression de radiation.

Autres forces agissant sur les satellites de la Terre

Ce sont essentiellement des forces gravitationnelles dues au Soleil et a la Lune. On verra a propos du probleme
des 3 corps (ef6.18) puis (6.34)) que les perturbations d’un satellite par I'un de ces astres sont assimilables a
/
des accélérations dont le module est de I’ordre@;ﬁi, oum’ désigne la masse de l'astre perturbatetla
distance de cet astre a la Terre-eklle du satellite a la Terre. Comparée a I'accélération principale képlérienne
KM

. , . ! 3
S5, on obtient un rappor‘tj—fll—(l)) de l'ordre de % 77%3

/
Pour le Soleil, on é]\% = 330000, mais% est compris entré . 1075 et3.10~* pour des satellites compris

entre une orbite basse de 7000 km de rayon et I'orbite géostationnaire (42000 km). Pour ce# %imie
donc entret. 10~ et8. 1075, Par sa proximité, la Lune a une influence plus importante que le Soleil malgré sa

faible masseri, = M/81, 3). Pour ces mémes satellit#‘fl—l)l% varie entres . 1078 et1,6. 1075,

On peut ainsi récapituler les différents effets perturbateurs sur un satellite de la Terre ayant une altitude
comprise entre 150 et 1000 km :
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pression de radiation solaire

attraction du Soleil

attraction de la Lune

irrégularités de la forme de la Terre

_________________ - frottement atmosphérique

aplatissement de la Terrdy)

attraction
képlérienne

10719 1078 10°¢ 1074 1072 1

Dans tous les cas, on peut manifestement considérer les forces autres que I'attraction centrale képlérienne comme
des perturbations de cette derniere.
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Cinquiéme partie

Variations des elements d’orbite - perturbations

19 Le mouvement osculateur
20 \Variations des éléments osculateurs pouF quelconque
20.1 \Variations des constantes primaires osculatrices
20.2 \Variations des éléments osculateurs elliptiques
20.3 Equations de Gauss
20.4 Exemple d'application des équations de Gauss
21 Cas oUF dérive d’un potentiel : F = grad ;U
21.1 Utilisation des équations de Gauss
21.2 Application au cas du potentiel de gravitation d’'une planéte

21.3 Formulation hamiltonienne des variations des éléments d’orbite
21.4 Equations de Lagrange pour les éléments osculateurs

21.5 Exemple d’application des équations de Lagrange
22 Meéthodes de perturbations
22.1 Méthode itérative classique
22.2 Perturbations en variables canoniques : méthode de Von Zeipel
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19. Le mouvement osculateur

Considérons un poinP repéré par rapport a un poitt par le vecteur = OP = ru, et supposons son
mouvement accéléré selon la loi suivante, somme de deux accélérations, I'une képlérienne dé etniee
constante., et 'autre quelconque :

. r
r — —/1/—3 —+ F
r

avec >0 (5.1)

F est un vecteur quelconque, généralement variable, représentant I'accélération non képlériénoe deut

étre une perturbation d&, mais pour le moment considérons que c’est une certaine fonction donnée de la
position deP, de sa vitesse et du tempB'(r, i, ¢) ; 'équation(5.1) représente alors une équation différentielle
pourr(t).

Si F est identiquement nul a tout instant, on sait, d’apres la parti€31J), que P décrit un mouvement
képlérien représentable par 6 constantes ou €léments, par eXemple(2, w, t,) ; on peut calculer ces éléments
a un instant, quelconque a partir des vecteurs position et vitessg égprimes a cet instant dans un certain
repére d’origing), et inversement, ces éléments permettent de calculer la position et la vitd3sdalat instant.
Rappelons les quelques formules permettant de calculer les constantes d’'intégration “primaires” du mouvement
képlérien, directement a partir de la position et de la vitesse a un instant quelconque :

G=rAr (5.2)
r A G
e=" —u (5.3)
I
1
h:il‘-.f-_g (5.4)
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Le calcul de I'instant de passage au péricertiaécessite quelques intermeédiaires, rappelés ici dans le cas d'un

mouvement elliptique :
a= —u/2h et n=+/jp/a3
ecosE=1—r/a et esin £ = r - 7/na’
n(t—t,) =FE —esinE = M(t) = Mo+ n(t — o) (5.5)

Dans la derniére relation, on a rappelé qu'a la place de la constgnba utilise volontiersi/,, anomalie
moyenne a un instamg donné.

Il est bien sir plus commode de décrire le mouvement par I'intermédiaire de 6 constantes : alors que dans
I'espacer?® x R? des position-vitesse (de dimension 6), la trajectoiré’dest représentée par une conique de
foyer O et par un cercle-hodographe, dans I'espageles mouvements képlériens de fogeet de constantg
(également de dimension 6), elle est représentée par un point fixe (défini par exeniple paf?, w, t,), sauf
singularité ou dégénérescence éventuelle).

Si F n’est plus nul, le mouvement dé n’est plus képlérien, mais il existe, a tout instant,maauvement
képlérien tangenau mouvement réel : c’est le mouvement képlérien instantané défimi gtar & cet instant.
C’est aussi le mouvement képlérien que décrifagi, a partir de cet instank demeurait nul. Ce mouvement
instantané est appetéouvement képlérien osculateues éléments d’orbite correspondants sont@éments
osculateursOn se propose d’établir la fagon dont ils varient en fonctiolrde

Tant queF n’est pas nul, entre les instaritett + dt, la vitesser varie d’'une fagon différente de celle d’'un
mouvement képlérien car dans ce cas on aurait :
ur

nr ) . .
= —T—Bdt alorsquona: dr= (—F—i—F) dt

(dt)

képlérien

Le mouvement képlérien osculateur associé aux valeursetleé a I'instantt + dt, est alors représenté par des
élémentsG, e, t, ou M, différents de ceux qu’on avait a l'instaht les éléments d’orbite que I'on peut calculer
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a chaque instant a partir deet r sont ainsi des fonctions du temps. Autrement dit, dans I'espact point
représentant le mouvement 8en’est plus fixe mais décrit une courbe en fonction du temps. Cependant, I'intérét
d’étudier les variations des éléments d’orbite n’est justifié que si ces variations sont d’'une certaine fagon plus
faibles que celles deet der.

En fait, I'utilisation des éléments osculateurs se justifie surtout dans le daseprésente une perturbation,
c’est-a-dire une accélération petite par rapport a I'accélération képlérienne : on verra en effet que les variations
des éléments d’orbite sont alors petites ou lentes, et qu’elles restent finalement bornées dans un intervalle de
temps suffisamment grand. Ainsi, bien que le formulaire que I'on va établir soit valable quelqibie snine
I'utilisera que pour des perturbations du mouvement képlérien ; par ailleurs, comme la majorité des applications
pratiqgues concerne des perturbations de mouvements képlériens elliptiques, on supposera que les éléments 0s
culateurs restent de type elliptique quelgque &dies €léments osculateurs dont on se propose de rechercher les
variations en fonction deseront donc ceux du mouvement elliptique, par exerfiple i, 2, w, M,), ou d’autres
qui s’en déduisent comme €8.45)a (3.49) Notons cependant qu'avéd, = M (t,), comme on fait, = t a
chaque instant, il resté/, = M (¢) : I'anomalie moyenne est ainsi considérée comme un élément osculateur.

On va d’abord exprimer les variations des éléments osculateurs dans le cas gériéraktoun vecteur
guelconque, puis dans le cas patrticulier, mais fréquent en Mécanique Célestdénue d’'un potentiel.

Remargue 1. Méme dans le cas ol est une perturbation, la description du mouvemenf’dear une suite
continue de mouvements képlériens osculateurs n’est pas toujours la meilleure représentation du mouvement
réel. Par exemple, on peut imaginer ce cas simple d’'un mouvement réel circulaire représenté a chaque instant
par un mouvement osculateur képlérien elliptique : il suffit de considérer une accélération radiale Bu=type
F(r)u. Le mouvement circulaire uniforme est alors une des solutions possibles de I'éqiatiprar alors le
mouvement est plan et, dans ce plan, en coordonnées pdlaif¢son a la loi des aires?) = C etd constant

pourr constant ; de I'accélération radiale- r62 = —j/r% + F(r) ou# = 0, on déduit la vitesse constaritesur

ce cercle V2 = 1242 = wu/r —rF(r). Or dans le mouvement circulaire képlérien de fayezt de constantg,
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20.

la vitesse “circulaire’V, a la distance vérifie : V.2 = 1/r. Comme la vitesse réelle est différente de cette vitesse
circulaire, I'orbite képlérienne osculatrice n’est pas un cercle : suivant le sigh&dela vitesse réellé” est
inférieure ou supérieureld mais sa direction est toujours orthogonale au rayon vecteuf gsi positif (c’est-
a-direV < V), P est alors a I'apocentre d'une ellipse osculatrice de fayede constante, d’excentricitée

telle queV? = V2(1 — ¢) et de demi-grand axetel quea(1 + e) = r; comme cette situation est permanente,
c’est que la direction du grand axe de cette orbite osculatrice tourne aut6ui teméme vitess@ que le point

P. Ainsi, le mouvement réel circulaire est ici représenté par un mouvement osculateur elliptique d’excentricité
et de demi-grand axe constants et cette ellipse tourne 2w telle sorte qué’ se trouve en permanence a
I'apocentre : 'anomalie moyenne osculatrice est alors constante et égadt la longitude du péricentre varie a
vitesse constante, comrieOn a un résultat analogue KBiest négatif : I'orbite osculatrice n’est plus forcément
une ellipse, maig se retrouve en permanence au péricentre d’'une conique osculatrice d®falgeeconstante

u, d’excentricité et de paramétre constants (donnéd/Bae V(1 + e) etp = r(1 + ¢)), et dont I'axe tourne
autour deD a la méme vitesse que.

Remarqgue 2. L'orbite osculatrice képlérienne n’est pas en général située dans le plan osculateur de la trajectoire
au sens des mathématiciens, ce dernier étant le plan passdhepeaontenant les vecteureti. Au contraire,
comme on le voit avec la formul®.2), le plan du mouvement képlérien osculateur est celui passarit par
contenant les vecteursetr.

Variations des éléments osculateurs pour quelconque

Les constantes d’intégration du mouvement képlérien sont exprimables sous une forme plus ou moins expli-
cite des vecteurs position et vitesse, commézeh) a (5.5). En notantr 'une quelconque de ces constantes, on
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peut donc condenser le formulaire définissant cette constante dans la notation :
o=S(r,r)
Dans un mouvement képlérien on a naturelleméjﬁ = 0, C'est-a-dire aussi :
do 0S dr 0S dr _9S dr 9S <_E> _0

- T TR

d " or @t oF @t o di
Dans un mouvement képlérien perturbé Pasn aura alors:
do 0SS dr 0S r oS
dr 0§ dr 08 (iryp)-25.
dt  Or dt Or r or
Cette facon de procéder revient a considérer pour chaque variable deux sortes de variations : une variation
képlérienne et une autre non képlérienne. Ainsi, dans le mouvement réel, la vilesseame variation :

dr pnr
- =T 4 F
( dt )réel r’ i
Elle est décomposée en variations képlérienne et non képlérienne :
dx dx
) = —M—; et a =F
dt /. T dt ], i

Au contraire, la variation non képlérienneglest nulle car le mouvement osculateur est défini a partir des mémes
vecteursr etr que dans le mouvement réel :

dY (Y (A
dt réel - dt K dt nK a
as 9S

3Si (x, y, z) sont les composantes cartésiennes d'un vedgua notation% représente le vecteur de composan%% ( By W)'

F
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Dans la suite, on poseras: Yy = (E) . Lopérateurs correspond donc aux variations non képlériennes, c’est-
nk

a-dire a celles provoquées par la presencE.den aura ainsi :

or or
_— = F - =
- et o 0 (5.6)

Avecr = ru, cela implique encorefﬁ =0et ‘gl‘; =0

Quant aux constantes d’intégration du mouvement képlérien, leur variabilité ne peut proveniftuecles
celles-ci ou pour les éléments d’orbite on a donc :

i) ~(E) v gt
dt ) .., \dt dt  dt

Pour ces constantes, on aura donc I’ident% = ‘;CL{

20.1. Variations des constantes primaires osculatrices

Appliquons 'opérateud aux expression&.2)a (5.4); tenant compte dé.6), on obtient :

0G 1) or dG dG
S e & P AF ,
T S GIA=TA S = - (5.7)
puis :
o(ue) 6 G u de
_2irG—uw =2 Ara o _ou_ de
5 - pohG=pu) = AGRGZE = =

®Sommaire ®Index ®Page d’accueil ®Précédente  ®Suivante ®Retour ®Retour Doc ®Plein écran ®Fermer

®Quitter



Q@g Copyright (© LDL) 2002, L. Duriez - Cours de Mécanique céleste ® Partie 5 @ section 20.2.0 ® Page 232 de 396

soit :
de FA(rAr)+1TA(rAF)
—_— = r r r r
Pt (5.8)
=2r(F-r)—¢(F-r)—F(r-r)
et enfin :
oh o6 /1. . p . or dh dh _
— = — -7 —_ — ) = _ = — e —:F-I‘ 59
it el Bt dat &)
Exercice AvecG? = up =r - (e + pu), on en déduit encore les relations suivantes :
dp dG de 5 dh 5
2= — = =2 9 F.
L G il T r“r (F - u) (5.10)

Ces expressions sont valables quelque soit la nature du mouvement osculateur, qu’il soit elliptique ou hyper-
bolique.

20.2. Variations des éléments osculateurs elliptiques

Nous nous intéressons aux élémdats, i, 2, w, M). Parmi eux{(?, i, w) sont les angles d’Euler permettant
de passer d’'un repere galiléen de référeRge= Oigjoko, au repére propre du mouvement osculatur=
Ougvok (avece = euy et G = Gk, cf. §3-12.]). Ces angles étant maintenant des variables, leurs variations
définissent le vecteur rotation instantanétiepar rapport &R, :

dQ di dw

QRl/Ro:%kO—i_%n—i_Ek (511)
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oU n est le vecteur unitaire de la direction du nceud ascendant. Dans la suite, on utilisera aussi la base locale
orthonormée directeuvk).

Les variations deé et (2 proviennent de celles de la normale au plan osculateur, c’est-a-dire de celles de
Or on peut écrire :
dG dG
—=—k+Q NG
dt  dt Fa/Bo
En identifiant cette expression a celle trouvéd®ii) et en projetant successivement sur les vecteurs unitaires
n, k A n etk, on obtient :

Gsini CS: = r sin(w + w) (F - k) (5.12)
di
G priakl cos(w + w) (F - k) (5.13)
dG
=~ (F-
=7 (F-v) (5.14)

Les variations de et dew proviennent de celles du vecteurOr on peut écrire :

de de
E:EUO—FQRI/ROAQ (515)
Exercice En identifiant cette expression a celle trouvé€®8) et en projetant successivement sur les vecteurs unitaires
uy etvy, on obtient :

u% =2(r-u)(F-1)—(r-up)(F-r)— (F-u)(r-r) (5.16)
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(Z—L: + cost %) =2(r-vo)(F-1t)— (£-vo)(F-r)— (F-vg)(r-r) (5.17)

Quant aux variations de, elles se déduisent facilement de celleshdebtenues eri5.9) puisque dans le
mouvement osculateur tout le formulaire du mouvement képlérien reste vrai :

I da_udh_2_azdh 1 oda

- = _ B2 - =2F-r 1
o & aurdt g d a® di (5.18)

a = —

Enfin, les variations de 'anomalie moyenhg proviennent de deux parties :

dM  (dM oM _ oM
- \dt "

+
. dt dt

n estici le moyen mouvement osculateur, c’est-a-dire lié a chaque instant au demi-grand axe par la troisieme loi
de Kepler :n%a® = p. Il est donc variable, tout comme et ses variations sont données par :

2 dn 3 da
22 _ 2= 1
n dt a dt @1%)

n est alors une simple notation venant a la place4e/a3 ; sa valeur a l'instant, résulte de celle de; si
n = ng a un instant,, on obtientn(¢) en intégrant les variations dgusqu’a l'instantt :

()—no—l—/dn—no——/ \/galf; (5.20)
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Les variations non képlériennes dé sont plus compliquées a calculer. Appliquons d’abord I'opérateur
I'expression(5.5):

oM ) ) oF . de roE ) de
ﬁ = E(E—esmE) = (1 —€COSE) % —SIHEE = E E —SIHEE (521)
On a par ailleurs :
) ) d d oF
d—; =0= E(a(l —ecosF)) = gd—? = acosEd—j +aesinEE

En reportant dans cette expression la quar%?étirée de(5.21) il vient d’abord :

de 1% da

oM
esinE—dt = (2 cos B — esian) pr
puis :
oM d d
esinwﬁz 1—62<coswd—j—%d—?) (5.22)
car, d’'aprég3.29)on a sin £ r_sinw et d'apreq3.30)on peut écrire :
: . sin b = — , ) :
a+1—e?
T cosE —esin?E = (1—ecosE)cosE —esin? E=cosE — e = " cosw
a a
Or, d’'apreg5.10)on a aussi :
d dh
] —e—QT—:—QTf’(F u)
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soit, en tenant compte dB.15) de(5.18)et deu - uy = cosw :

de T da 2rr
cosw% dt +eu- (QRl/RO/\u(J)__T(F u)

Comme on a enfin u - (Qg, /g, A Wy) = sinw (g, /g, - k) = sinw <‘Cll‘§ + cost ‘fl?) I'expression(5.22)
devient :

oM d ds? 2
6sinwﬁ =—Vv1-—¢€? (esinw(d(: + cosi %> + % (F - u))

Enfin, aveq: = n?a® et sachant que d’aprés.29)on a :1v/1 — €2 = naesinw = ﬁ%e sinw, il reste :

oM 2 d do)
= F ) VT (P hcosi ) (5.23)

dt na? dt dt

20.3. Equations de Gauss

Il s’agit simplement d’une réécriture des équations précédentes en y remlagianpar leurs composantes
dans la base locale €n:

F=Ru+Sv+Wk

G
f:;k/\(e—l—u) — f:%(esinwu+(1+ecosw)v)
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La premiére expression devient de la description de I’hodographe du mouvement képlérien vie. &f)Les
éléments osculateuts, e, i, 2, w, M) vérifient alors les équations suivantes, appeéggpmtions de Gauss

G% = 2a* [Resinw + S(1 + e cosw)]
G% =p[R sinw + S (cosw + cos E)]
G% =7 W cos(w + w)
G'sini % =r W sin(w + w) el
Gecfl—j =—pRcosw+ (r+p)Ssinw— Gecosi%
dd—]\f =n(t) — \/17& [QTR—FG(C;—L; +C03i%)]

Pour utiliser ce systeme d’'équations différentielles, il faut encore y remptlaper ,/p etp para(l — e?),
puis exprimer les quantités képlériennes variables et F en fonction des éléments osculateurs eux-mémes;;
si F dépend de la position et de la vitesseRial faut utiliser le formulaire de passage des position-vitesse aux
eléments d’orbite pour exprimer audgj S et W en fonction de ces éléments. Ces transformations peuvent se
faire analytiguement si I'expression @ien’est pas trop compliquée et si I'excentricité est suffisamment petite
pour permettre d’utiliser les développements du mouvement képlérien \&&-&B.4et exprimés en fonction
de 'anomalie moyenne. Le plus souvent, les équations de Gauss sont utilisées pour intégrer numeériquement
le mouvement de” dans les cas de forte excentricité ou de forte inclinaison (par exemple pour des petites
planétes du systéme solaire, ou pour des satellites tres excentriques) olFquarghs une expression simple.
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Cependant, il peut étre parfois plus efficace de faire l'intégration numérique directe de I'équation (Bifiale
plutét que celle des équations de Gauss, puisqu’il est toujours possible de calculer ensuite les éléments d’'orbite
osculateurs aux instants ou la position et la vitessg dent connues.

Notons que les équations donn%% OCZZ—%’ et % sont singuliéres lorsque ou ¢ s’annulent, ce qui est
normal puisqu’alors ces angles deviennent indéterminés. Pour avoir des équations réguliéres, il faut prendre des
éléments réguliers comme la longitude moyehne 2 +w + M = w + M, ou comme les variables complexes
z = e expy/—1lw et = sin(i/2) exp/—14. Les équation$5.24) permettent de déduire les variations de ces
éléments réguliers. On trouve par exemple :

d
Ge d—f = —pRcosw+ (r+p)S sinw + etan(i/2) r W sin(w + w) (5.25)
dL 2rR 1 (1—+vV1—e2
= —nt) — +—=9————(—pRcosw+ (r+p)S sinw
- = n(t) T G{ . ( (r+p) ) (5.26)

+ tan(i/2) r W sin(w + w)}

o -8 . A1 — p2 . . . .
EXxercice Dans cette derniére expression, le fact«l,tl:H'eli6 n'est pas singulier em = 0 puisqu’il se comporte
commee/2 quande tend vers zéro.

20.4. Exemple d’application des équations de Gauss Pba

Utilisons les équations de Gauss pour exprimer les variations des éléments orbitaux d’'un satellite soE%l[bffet
d’'une accélération perturbatrice opposée a la vitesse. L'équation suivante modélise ainsi de fagon q’mwﬂ@iée
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®Sommaire

I'effet du frottement atmosphérique sur un satellite tournant autour d’une planete sphérique :

=L 7t
T
out est le vecteur unitaire de la vitesse He
- T vteve (esinw)u+ (14 ecosw)v
] |[v+evl V14 e? +2ecosw
On en tire les composantés S etV deF :
—Tesinw —T(1 + ecosw)

R S W=0

_\/1+62+26008w _\/1+62+2€COSU}

® Page 239 de 396

Donc, % et % sont nuls et I'orbite reste dans un plan fixe ; les autres éléments varient suivant les équations :

22—? =— P 2_1T_ = V1+e? +2ecosw
de 2T V1—¢? e + cosw
dt na V1 4+ €2 + 2ecosw
dv  2TV1-—e? sin w
dt nae V1 + e2 + 2ecosw

dM 2T (1 — &%) (1+ e*+ ecosw)sinw

%_njL nae (14 ecosw)V1 + €2 + 2ecosw
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Dans le cas du frottement atmosphérique, en pctsan% A, on a encore :

n?a?

1 —¢?

On trouve notamment que le demi-grand axe et I'excentricité diminuent; I'orbite se circularise, prenant la forme
d’'une spirale de rayon décroissant. On obtient ces caractéristiques globales du mouvement en examinant com-
ment, tour aprés tour, les éléments osculateurs évolremtoyennePour calculer des variations sur un tour, on
calcule le terme “constant” (indépendant 48 du développement en série de Fourierlddede chaque second
membre des équatiors.27) Cependant il peut étre plus intéressant d’exprimer ces équations, non pas en fonc-
tion du temps ou dé/, mais en fonction de 'anomalie excentrigie on fait alors le changement de variable :

ndt = g dFE et on exprime toutes les fonctionsdet dew en fonction de& grace au formulaire du mouvement
képlérien. On peut alors développer en série de Fouriéf de lieu de)M . Les équations donnant les variations

de 'apogéel) = a(1 + e) et dupérigéeq = a(1 — ¢), permettent d’analyser comment évoluent les altitudes du
périgée et de 'apogée. On obtient ainsi :

dq 5 1+ecosE

— = —2ba" (1 —e)(1 —cosE) /| ————

dE @ (1 —e)(l — cos E) 1—ecosEp(r) (5.28)
Q@ 5 1+ecoskE .
— = -2 1 1 Ey\| ————=

15 ba” (14 €)(1 + cos )\/1_€C08Ep(r)

ou la masse volumique(r) reste & modéliser ; un modéle simple consiste & prendre une loi de la fp(me=
po e K(r=m0) _On trouve notamment que tour apres tour, les altitudes du périgée et de I'apogée diminuent mais
gue cette diminution est moins forte pour le périgée que pour I'apogée.

T =bp(r)i* =bp(r) (1+e*+ 2ecosw)
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21.

21.1.

Cas ouF dérive d’'un potentiel : F = grad,U

On peut envisager deux facons d’obtenir les variations des éléments osculateurs : la premiére consiste a
utiliser les équations de Gauss en exprimant d’abord les composantes du gradient dans la base correspondan
aux coordonnées utilisées pour repérepuis en projetant ces composantes dans la base lacilee facon a
obtenirR, S et ; il reste alors a exprimer ces composantes en fonction des éléments osculateurs. La deuxieme
consiste a exprimer d’aboid en fonction des éléments osculateurs, puis a écrire de nouvelles équations, issues
de la formulation hamiltonienne et qui expriment les variations de ces éléments en fonction du gradient de
dans I'espacg,, des éléements osculateurs.

Utilisation des équations de Gauss

On va supposer qu& est exprimé en fonction des coordonnées sphériques 5) de P dans le repére
Ry = Oigjokg. Les éléments osculateurs considérés sont les mémes que ceux déftnid®h avec notamment
les angles d’Eulef, i etw + w entre R, et le repéré)uvk mobile avecP. Dans la base locale des coordonnées
sphériques e, notée iciuv,;w, les composantes du gradient sont données par les expressions :

ou 1 oU 10U
R:E Sl:rcoséé—a Wl:;%

Si  désigne I'angle entre, etv (ou entrew, etk), on a alors :

S = Sicosf+ Wysin g3 et W = —S;sin 3 + Wj cos 3 (5.29)

Pour exprimerR, S et en fonction des éléménts osculateurs, il faut notamment d’établir les relationsientre
0, (7 et les éléments képlériefs i etw + w.
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Dans les triangles sphériquésH P (rectangle entl) et K PK, (rectilatére selonk P), on peut écrire les

relations suivantes :
sind = sin sin(w + w)

cosd cos(a — ) = cos(w + w)
cosd sin(a — Q) = cosi sin(w + w) (5.30)
cosd cos 3 = cosi
cosd sin f = sini cos(w + w)
Les trois premiéres relations représentent encore les égalités entre deux expressions différentes des coordonnée

cartésiennes d& dans le repéer®kon(ky A n); les deux dernieres représentent aussi les égalités entre deux
expressions des coordonnéesgdgesuivant les axe®k etOv.
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21.2. Application au cas du potentiel de gravitation d’une planéte

On considére un satellit®? de masse négligeable, en mouvement autour d’'une planéete de Ceatrde
massel/, et on suppose qu’il est perturbé par la non-sphéricité de cette planete. Pour simplifier, on réduit ici le
potentiel perturbateur au terme én; I'équation du mouvement dB s’écrit alors ainsi :

2
i= "4 grad (—ujza—g (§sin2g0— 1)) ol pu=KM (5.31)
r r° \2 2

Il convient de faire attention a la nature des coordonnées utilisées dans une telle équation : En principe,
I'expression du potentiel de gravitation est donnée en fonction de coordonnées spheériquesdéfinies dans
un repérer lié a la planéte, tandis que I'équation du mouvemenPdelle qu’elle est écrite ci-dessus est vraie
seulement dans un repéfg galiléen. Il faut donc d’abord faire les transformations pour que les coordonnées
utilisées soient relatives a un repére galiléen.

Supposons d’abord que l'origin@ soit fixe ou animée d’'un mouvement rectiligne et uniforme : cela revient
a négliger ici le mouvement de la planéte autour du Soleil et & considérer que le systeme étudié est isolé dans
I'espace.

Si la planete tourne sur elle-méme autour d’'un axe de direction fixe)&gitet axe et I'angle de rotation,
autour de cet axe, de par rapport au reperg, (on suppose bien sdr que le troisieme axéadst aussi confondu
avec cet axe fixe). Alors, les coordonnées sphériques §) de P dansR, sont reliées aux coordonnées), )
du méme point dan® par les relationsa = 0 + \ etd = .

Ici, comme le potentiel perturbatelf, ne dépend pas de la coordonnéeette transformation est tres simple

2
a faire : il suffit d'y remplacer pard. On obtient alor), = —u J> % (g sin®§ — %) puis les composantds,
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S; etW; du gradient :

oU; a? /3 1
R = 87“2 =3udy— (5511125— 5)
1 o
S = 2 =0 5.32
" rcoséd da (5.32)
1 2
W, = . aaUgQ = —3uJs % sin d cos 0
Tenant compte des relatiofts 29)et (5.30), on en déduit les composantBsS etV :
3 a? s 2 .2
R= §ILLJ2—4(38111 isin®(w+w) — 1)
r
2
S=W;sinf=-3u.Js a—i sin? i sin(w + w) cos(w + w) (5.33)
r

2
a

W =W cosf = =3u J, — sinicosisin(w + w)
r

Les seconds membres des équations de Gauzs$)font apparaitre les quantitéscos w — S sinw et R sin w +
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S cos w (composantes dB suru, etvy) ; exprimées en fonction des multiples det dew, on trouve :
3 21/3
Rcosw — Ssinw = = pu Jo a—j [(— sin?i — 1) cos w
2 7 2
1
=9 sin® i (5 cos(2w + 3w) + cos(2w + w))]

3
[(— sin?7 — 1> sin w
2

1
— 1 sin? i (5sin(2w + 3w) — sin(2w + w))]

N W
|Q
IS

Rsinw + Scosw = = Jy

<

En remplagant encore dans les équations de Gatisgar na®v/1 —e2, p par a(l — €?) et pcos E par
r(cosw + e), et en changeant enn?a® dansR, S et W, on obtient finalement les équations suivantes :

di 3J5 <a6>2<a>3 L ! (< )
—=—-n—|— — ) sin?cos? sin(2w w
dt 2Vl —e2 \a/ \r (5:34)
dS 3J5 ae\2/a\3 )
—==-n = (;) (;) cosi (1 — cos(2w + 2w)) (5.35)
de 3J5 ac\2/7a\*
b () )
dt 8 a T
[ — 4sinw + sin® i (6 sinw + sin(2w + w) — 5sin(2w + 3w))} (5.36)
3.J, (ae>2(a>3 . o [ ) ) .
—-_n——— — ] sin“7 | sin(2w 4+ w) + sin(2w + 3w +2es1n2w+2w]
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dw dQ) 3Jy V1 —e€2 ra.\2/a\4
P Y . el %
dt dt 8 e a r
[4 cosw — sin?i (6 cosw — cos(2w + w) — 5 cos(2w + Sw))} (5.37)
3Js (ae)2(a)3 . 2,[ .
— | — —) sin“¢ | cos(2w + w —stw—l—Bw}
A A ( ) ( )
1 da 3J2 e 2raN\% . 9. .
S 22 () (2) g 4 % +2
e () [ v st |
+ esin?i (6sinw + sin(2w + w) — 5sin(2w + 3w))]
dM 2 3
— =n+ 3nJ; <%> (2) [1—§sin2i(1—cos(2w+2w))}
dt a r 2 5 39
—\/1—62<d—w+COSi@) -39
dt dt

Il reste a développer les seconds membres de ces équations en séries de Fourier de I'anomalie ¥hoyenne
en utilisant les résultats obtenus 88-13.4; pour cela, voyant que ces seconds membres font intervenir les
quantités(f;)" sinmw et ()" cos mw otn vaut -3 et -4 et oun est compris entre 0 et 3, on pourra utiliser les
développements en coefficients de Hansen vuger84)ou les méthodes aboutissant a I'expressgi®ni46)
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Notons que la relatiofB.134)peut encore se décomposer en parties réelle et imaginaire pour donner :

<£>HCOS mw = Xg"(€) + Z (X:’m@) + X;?’_m(e)> cos kM
k=1

" - (5.40)
(£> sinmw = ) | <X2’m(€) = Xﬁ"’”(e)) sin kM

a
k=1

On verra erg5-22.1.2comment tirer de ces équations certaines propriétés du mouvement des satellites arti-
ficiels. Auparavant, voyons comment obtenir des équations analogues directement a partir du développement de
U en fonction des éléments d’orbite.

21.3. Formulation hamiltonienne des variations des éléments d’orbite

En §2-9.2 nous avons montré comment un changement de variables canoniques construit par la méthode
d’Hamilton-Jacobi abouti a la méthode de variation des constantes arbitraires. Rappelons simplement ici que, Si
on a trouve une fonctio&(q;, y;, t) vérifiant, pourF’ donné :

3" (pida; + xidy;) + Fdt = dG

7

le changement de variablég, p;) — (z;,y;) engendré pafr est canonique ; si on applique ensuite ce change-
ment de variables a un hamiltoniéh le nouvel hamiltonierd’ a pour valeur H' = H + F = H + %—(t; etles
nouvelles variables satisfont aux équations d’Hamilton :

OH' _ OH'
N dy; “ neT Ox;

15
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En particulier, siF” est nul (ce qui correspondG indépendant dé), le changement de variables modifie I'ex-
pression de I’hamiltonien mais pas sa valeur.

Or, en§83-12.2.2 on a appliqué une variante de la méthode d’Hamilton-Jacobi pour résoudre le probleme de
Kepler, représenté par I'hamiltonidi suivant :
1 G2 7
n- (s -
2 * r? T
exprimé en fonction des variables canoniques), v, R, G, ©). En cherchant un changement de variables ca-

noniques qui ne change pas la valéude I'hamiltonien, on a alors trouvé cette foncti6(r, v, 9, h, G, ©),
indépendante de:

r 2 GQ
Gy = G + 96 + ¢ \/2h+7“——2 .
) T

ro(h,G
Cette fonction engendre le jeu de variables canoniques-it,, g, 9, h, G, ©) et, dans ces variables, le nouvel
hamiltonien vaut’(—, —, —, h, —, —) = h; les équations d’Hamilton montrent qg, ¢, ¥, h, G, ©) sont alors

des constantes ; rappelons que, hortnist, et h, ces éléments canoniques sont ceux de Delaunay, avec des
notations propres aux variables canoniques mais qui s’interpretent en fonction des éléments d’orbite elliptique
classique ' est la longitude du nceud ascendant, mesurée dans I®pjana partir de I'axeOi,, tandis que

est 'argument du péricentre mesuré dans le plan orbital depuis ce moetid)(et g = w); leurs conjuguées

G et® (= G cosi) sont respectivement le module du moment cinétique et sa projection suClaxeaveci
inclinaison du plan orbital subigj, (cf. (3.75).

Si maintenant on considére le probleme képlérien perturbé défini par I'équatioou F = grad U, il lui
correspond I'intégrale premiére de I'énergie cinétique :

R R R e
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Cette constante exprime la conservation de I'énergie totale du systeme et, en formulation hamiltonienne, I'hamil-
tonien est égal a cette constante ; en utilisant les mémes variables candnjqués R, G, ©) qu'en8§3-12.2
on obtient alors cette expression de I’hamiltonien du probléme perturbé :

G2

1
Hi=:(R+%)-2-U=H-U
2 r r

Alors, en appliquant a cet hamiltonien le changement de variables canoniques engetdréparbtient un
nouvel hamiltonier; qui a la méme valeur que I'ancien :

H =H =H-U = H{(t—t,,9,9,h,G,0)=h—-U(t —t,,g,9,h,G,0O)

ouU doit maintenant étre exprimé en fonction des nouvelles variables. La transformation carjorigue) —
(I, L) qu’'on a fait ensuite ef3-12.2.3 pour aboutir aux variables de Delaunay conserve la valeur de cet hamil-

tonien, qui devient :
2

Hil(lag7797 L7 G7@) = _% - U<l7g7197L7G7 @)

ou U est cette fois exprimé en variables de Delaunay. Enfin, pour éviter les signes “moins”, on change le signe
de I'hamiltonien, ce qui revient a permuter le réle des variables et de leurs conjuguées :

2

HI(L,G,0,1,9,0) = % +U(l,g,9,L,G,0) (5.41)

Les variables de Delaunay du probléme képlérien perturbé vérifient donc finalement les équations d’Hamilton
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suivantes : . .
dL 0H, dl _8H2
dt 9l dt — 9L
dG _ 8H§’ dg _8Hg
dt — 9g at =  9G
e _ 3H§’ dy _(9Hé/
dt 9y dt — 96

c'est-a-dire encore :
dr, _ 0U di _ p>_ oU
dt ol dt — * oL
dg _ oU dg  oU
dt T 9g at = " aa (5.42)
de _oU d9 _ oU

dt 99 dat — 96

Avec les variables canoniques régulieres de Poingaré, p, A, 7, q) définies en3.79) on aurait de méme
I’'hamiltonien du probléme képlérien perturbé :

2
o
H{%I(Aagapa >\/77,Q) = W + U(Aafvpa Aﬂ?aQ) (543>
®Sommaire ®Index ®Page d’accueil ®Précédente  ®Suivante ®Retour ®Retour Doc

®Plein écran ®Fermer @®Quitter



Q@g Copyright (© LDL) 2002, L. Duriez - Cours de Mécanique céleste ® Partie 5 @ section 21.4.0 ® Page 251 de 396

ouU doitici étre exprimé en fonction des variables de Poincaré ; ces variables vérifient les équations d’Hamilton :

dA _ U Y

dt 9N dt A% 9A

d¢  oU dn _ 0U

dt ~ on dt — ¢ (5.44)

dp 0OU dg  OU

dt — 9q [ )

21.4. Equations de Lagrange pour les éléments osculateurs Pb
;

Ce sont les équations donnant, comme les équations de Gauss, les variations des éléments oscuIaBlkmgellip
tiques classiquesa, ¢, i, 2, w et M, mais exprimées en fonction des dérivées partielle§ ghar rapport aux
éléments eux-mémes. Reprenant la signification des éléments de Delaunay :

=M L = \/pa = na?
g=uw G=Ly1—e¢?
v =0Q 6 = Gcost

on peut différentier ces relations puis utiliser les équat{®n$2) pour calculer les variations dg e, i, 2, w et
M. On aen effet :

pua = L? = pda=2LdL

2 2
6221—% — edez%dL—%dG
COSi = % = sinidi = %dG— éd@
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On en déduit successivement :

dt — podt  p ol dt — na OM
de G*dL G dG
‘@ " LFdt L dt de _V1-& ( ~—=0U U
G2oUu GoU (T |d nde ( _ea—M_a_w)
T30l 1% 9g
o .di O dG 1 de
WHT @@ G di 1 U U
- 6 oU 10U — %_nagsjni\/l—QQ (COSZﬁ—w_a—Q>
T GPog G o
dy  oU
dt 00
U i Q. 1 oU
"9 06 — dt  na?siniv1—e? Oi
1 oUu
~ Gsini 0i

dg  0U )

“ gg de  OU 0Oi dv V1—e? (U ecosi OU
" 9e 0G  0i 0G T At nde (%_(l—eQ)SiniE)
G oU e U
~ e’ 9 GPsini i
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dl_u2 oU )
dt L3 OL
_a_U:_a_U%_f)_U@ — d_M:n_ia_U_l_QQa_U (5.50)
oL Jda OL  Oe OL dt na Oda na’e Oe )
_2LOU  G* OU
T p da el® de )

Le caractere antisymétrique de ces équations n’est plus aussi apparent que dans les équations d’Hamilton, mais
il existe toujours car, en formulation matricielle et en posast v/1 — €2, on a en effet :

da 0 0 22 0 0 0 0 ou
d% 2w 0 -2 0 0 0 gg
dt n —ea A OM
de ® ® ou
at | — 0 + R R e L L Je

d 2 % _ _COS1T_ ou
d—?} 0 na 0 0 e 0 psint 0 Ow
di COS 1 1 oU
dt g L L L psini 0 "~ psini i
dQ 1 ou
dt 0 L 0 0 0 psing 0 o)

On peut en déduire des équations de Lagrange pour les éléments osculateurs?, @ (= 2 + w) et
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L (= w+ M). Il faut pour cela d’abord écrire :

(OU _ 09U oL _ow

L=Qtwt M OM 0L OM - 0L

oe0ie b Jou_ovuor ouow Y

- Ow OL Ow 0w Ow Il Ow

= QU _oU L , U 0w , OU o _0U  oU  oU
L IQ 0L I 9w 9 09, 90  IL  dw I

On obtient ensuite, en conservant la notatibplutét ques?; :

da 2 0U
dt  na OL
de p (00U ou
7= (got-937)

a1 8—U—i—(l—cosi)<8—U—|—8—U>
dt — na’psini \ O Ow 0L

9 1 oU (5.51)

at napsini i
dw 1 <¢0U+1—cosi0U>

dt — na® \e de psing i
daL _ 20U p(-p) U  1-—cosi OU
dt na Oda na*e Ode  na’psini i

On voit que seules les équations donn%%ltet Cé—% sont régulieres ea= 0 et: = 0. Pour obtenir des équations
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toutes régulieres, il faut utiliser d’autres €lements, par exemple les variables complexesexp v=1w et
¢ =sin % exp v=1€2. Pour cela, on écrit d’abord :
dz de dw 1 de dw
a = E exp\/_w—l—\/_eexp\/_w% :z(;$> +\/_12E
puis Dewsi
ou 8Uaz oU 0z 1< oUu _8U)

de 0z 86 0% e - ZE—’_ZE
oUu 0oU 0z 0U 0z 1( oUu _0U)

0w 02 0w | 0z 0w
On écrit des relations analogues eny€, i et{). On obtient, mais avec cette fais= /1 — e2 = /1 — 2Z:

da_ 20U
dt — na OL

dz _v=1p [ ,0U v=1 oU z ou ou

T [Qazﬂ )ZaLJr (¢ 5 a¢ Cag)}

dc _ v [oU, C (za—U—za—U> (5.52)
dt — 2na’y 8C 0z 0z

diL 20U 0 oU _oU 1 _oU
%_n_%%—i_mf(l—i—gp)(a—i—z@) 2na2go(<—C <—§>

Les équations donna%Z et % sont évidemment les conjuguées de celles don%ér&t % On vérifie que
toutes les équation$.52)sont bien régulieres en= 0 et eni = 0.
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21.5. Exemple d’application des équations de Lagrange Pba

Reprenons I'exemple donné E&n31)relatif au satellite perturbé par le terme.&ndu potentiel de gravitatioP bu
de sa planéte. La fonctidip, correspondante, exprimée en coordonnées sphérigues dans le repere galiléep bn
considére, est donc: )

a 1
=< 3 (330 = 3)
Il s’agit d’abord d’exprimell;, en fonction des éléments osculatewys, i, {2, w et M. En utilisant la premiére
des relationg5.30) on obtient :

2

B a;, (aN3 (3 . 5. 1 3 . . )
U, = 'UJQaS (r) (43111@ 5~ 3 5in i cos(2w + 2w) (5.53)

Il reste & exprimex/r etw en fonction de: et de)M/, c’est-a-dire & développer ces quantités en séries de Fourier
par rapport aV/, avec des coefficients fonctions deOn a déja vu ces développements dans la partie 3 en
(3.146) associés aux coefficients de Hansen ; en effet, il suffit ici de prendre les développemenits teale
(a/r)3 cos 2w et de(a/r)? sin 2w. Avec la définition des coefficients de Hansen rappelé@eid), on obtient :

Uy (a,e,i,Q,w, M) = pJo a_g {(— — — sin? z) (Xo_s’o(e) + 22)(,;3’0(6) cos k;M)
a 2 4 p

3 o
+1 sin? (X()_S’Q(e) cos 2w + Z X, %% (e) cos(2w + kM) (5.54)
k=1

+ g X% (e) cos(2w — ch)) }
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Les coefficients de Hansexj,"" (¢) se calculent en utilisant le formulaire de Brumberf (3.156)a (3.158) ;
cependant pout = 0, il est ici plus commode de les calculer directement comme termes indépendaits de
dans les développements en série de Fourier des fongtign¥’ et (a/r)? cos 2w. En utilisant le changement
de variablelM = (1 — €2)~*/%(L)? qw issu de la loi des aires{dw = na?v/1 — €2 dt), on obtient en effet :

1 2T 3
XO?”“(e):%/O (%) dM

_ 2y—1/2 1 Ta _ 2y—3/2 1 o
=(1—-e) " /"— —dw=(1—-¢€*)""— (1+ ecosw) dw
0 0

2m r 2m
_ (1 62)—3/2
1 2m 3
Xog’z(e):—/ (2) cos 2w dM
2m Jo r
1 2m
:(1—62)_1/2—/ ? cos 2w dw
2w Jo T

1 2m
=(1-et)32— / (14 ecosw) cos 2w dw
2 J

=0
Ainsi, le terme ereos 2w disparait de I'expressiofb.54) et la partiel/;, indépendante d&/ est donc réduite a :

77 - ai 13 . 5. 2\—3/2
Up(a,e i,—, —,—) = pJo— (5 — 5 sin z) (1—e) (5.55)
a

Plus généralement, on procéderait de la méme facon pour calculer le terme indépendatianie la partie
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enJ, du développement du potenti@l.34); en effet, ce terme a en factefar/r)" ™! avecn > 0, et, aprés avoir
développéP, (sin i sin(w +w)), son terme indépendant dé dépend du calcul des coefficients """ (e) pour

m=n,n—2,n—4,...,—n+ 2, —n. Pour cela on écrit :
1 2 n+1
X, (e) = o / (2) cos mw dM
T Jo \r
1 2m n—1
= (1-e})V2 = / (2) cos mw dw
2 Jo r ( )
5.56
1 2
= (1 — e2)~"+1/2 - / (14 ecosw)™ ! cos mw dw
T Jo

n—1 21t
1 , )
= (1 — e2)~n+1/2 o E crtel / cos' w cos mw dw
o 0

1=0

Pour intégrer, il reste a exprimer les diverses puissancessdeen fonction des cosinus des multiplesidePar
exemple, pour le potentiel correspondant au termé,en

. ()5 1 1
U, = —,uJ4a—§ (ﬂ) {(§ — —581n22'+ Es.in‘lz')
15 5. 35 . 4. 35 . 4.
- (§ $in”¢ — 7 sin z) cos(2w + 2w) + gg S0 ¢ cos(4w + 4w)}

Exercice on trouve les coefficients de Hansen :

3 _ 3 _
X0—5,o _ (1 i 5(32) (1—e?) 7/2 : XO—5,2 _ Z62 (1—e?) 7/2 : XO—5,4 —0
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d’ou I'expression du terme indépendantdedans le développement de Fourierlgge:
— a4
UJ4(CL, 672.’ ) _> = —H J4 a_g (1

3 3 15 105 3 15 35
{(15¢) (5 - g st + g sinti) + ¢ (g sin? i = g sin's) cos 20

Notons que contrairementl3,, cette expression dépend de

- 62)77/2 «
(5.58)

Revenons a la forme générale du potentiel perturbateus erprimé en fonction des éléments osculateurs :

U, (a,e,i,— w, M) = pJg {(5—4—1 sin? z) ((1 —e?) ™32 ¢ QZX];?)’O(G) cos kM)
k=1

- sm i ( Z X, *%(e) cos(2w + kM) (5.59)

+ZX 32 ( cos(2w—/<;M))}

Exercice Notons que n'apparait pas dans cette expression, et d%%? = 0. On en déduirait assez facilement les
dérivées partielles d&), par rapport &, i, w et M. Au contraire, la dérivée partielle par rapport¢ &st plus
difficile & obtenir ; on peut en fait expliciter la dérivée des coefficients de Hansen en fonction d’autres coefficients
de Hansen par la formule :

d 1 1

—X7™Me) ==(m —n) X7 e) — —(m+n) X e
Xk (e) =5( m) nmi ) Q(Hm_l) () (5.60)
+ 2<1 . 62) (Xk’ (6) - Xk (6))
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Cette expression s’obtient en dérivant par rappert @xpression définissant les coefficients de Hansen :
. 1 2 r\n
X" (e) = — (—) exp v—1mw exp —v—1kM dM
2 Jo a

et sachant que le formulaire du mouvement képlérien permet de trouver les dérivéesdiay par rapport a
e; on a en effet d’abord :

0 OF )
iy l—ecosE — —(f> =—cosE +esin E—
a Oe \a Oe
_ oFE . 8(7’)_ cosE —e
M=F—esinFE :O:(l—ecosE)%—smE 5e\a) = 1 ccosE
T cosw = cos E—e = —cosw
a J
On a ensuite, en prenant la dérivée logarithmique de la relaﬁnﬁ% = % fg tan? % :
dw dE n de N Ow sinw  sinw 0F ) (a n 1 )
— — = — =sinw (-
sinw sinE  1-—¢? de  1—¢e? sink Oe r 1-—¢€?

Si I'excentricitée reste assez petite on peut développer les coefficients de Hansen en séries entieges de
tronquer ces séries a un certain degré. Le calcul de ces développements polynomiapeuerse faire en
variables complexeX et X (ou X = eexpy—1M) et en utilisant la méthode vue &3-13.8 En revenanb
ensuite aux variableset M, on obtient le résultat suivant, au degré 3en (SAV/¥
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1

2

{

U (ae

CL2
72',—,0),M) :MJQ_E X
a
3

_ 27
—3 sin? z) ((1 — )y (36 + §63> cos M

9 593
o 562 cos 2M + ge?’ cos 3M + 0(64)>
3

€ €
— — 1 —

9 9
2 % + 2M (
26>cos(w—|— )+ 51 16

) cos(2w + M)
3, 17
T > cos(2w + 3M) + o cos(2w + 4 M)

)}

845
+ 15 cos(2w — M) + Ee?’ cos(2w + 5M) + O(e?)

(5.61)

Exercice Ayant obtenu le développement @& en fonction des éléments osculateurs classiques, il est ensuite facile
d’en déduire d’autres expressions lde dans d’autres variables, par exemplee( 7, €2, @, L) ou les variables
canonigues de Delaunay.(G, ©,1, g, ). Ainsi, avecw = w — Q et M = L — w, le développement.61)

devient :
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| mgw

U,(a,e,i,Q,w,L) = puJy — X

w

a

{(% - %sinQ z) ((1 — )32 4 (36 + %753) cos(L — w)

3

48

I 262 cos(2L — 2w) + %e?’ cos(3L — 3w) + 0(64))

4
+ & cos(L — 3w + 2Q2) + 84—8563 cos(bL — 3w — 2Q) + 0(64)> }

3 5 e o (5.62)
Zsin?3( (1= 2¢?) cos(2L —20) + (= £ + =) cos(L + @ — 20
+ o sin z(( 5¢ cos( )+ 51 16 cos(L + w )
7 123 17
+ (56 — Ee?’) cos(3L —w —2Q) + 562 cos(4L — 2w — 2Q)

Notons que ce développement est moins simple que le précédent puisqu’il dépend de toutes les variables, mais
il est plus “régulier” : en facteur d’'umos(jL + kw + IQ) on trouve au moing/* sin’! i, et 'on a toujours

j+ k+1 =0 (cf. propriété de d’Alembe}t

De méme, pour expriméf en éléments de Delaunay, il suffit de remplaegrar L2/, e par /1 — G2/12,
sin?s par (1 — ©2/G?), w par g et M par [. Ainsi, par exemple, la parti€, indépendante de I'anomalie

moyenne devient :

2 2
_ a 1 36
4 e
Upn(L,G,0,—,—,—)=u" Jo 7363 (_ZJ“Z?) (5.63)
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On va maintenant utiliser ces diverses expressions du potentiel dans les équations de Lagrange ou d’Hamilton,
et introduire a leur propos des méthodes d’intégration par approximations successives, appelées encore méthode
de perturbations; on en profitera pour découvrir les principales particularités du mouvement d’'un satellite per-
turbé par I'aplatissement de sa planete.

22. Méthodes de perturbations
Ph

Ayant exprime le potentiel perturbateliren fonction d’éléments osculateurs, il est assez facile d’en déE&l@o
les variations de ces éléments par les eéquations de Lagrange relatives a ces él&mens)a (5.50) ou
(5.51). Ces équations montrent qu’il faut distinguer entagiables angulaire®t variables métriquesun peu
comme on le fait pour les variables et leurs conjuguées dans les équations caniiesvec les éléments
osculateurs classiques, les variables métriquesisert i, tandis quel/, w et(2 (ou L, w et2) sont les variables
angulaires. Cette distinction provient de ce que les variations @leti ne dépendent que des dérivées partielles
de U par rapport aM, w et (ou a L, w et (), et qu’inversement, les variations des variables angulaires
ne dépendent que des dérivées partielled/dgar rapport aux variables métriques. Les variables angulaires
n’interviennent d’ailleurs dans qu’a travers les arguments de fonctions cosinus, sous forme de combinaisons
linéaires entieres de ces angles (par exemple, fa6s): jM + 2w, ou dang5.62): jL + kw + I2). Pour
représenter les équatio(is45)a (5.50)de maniére compacte, il est donc intéressant de regrouper les variables
métriques dans une matrice colonneet les variables angulaires dans une matrice colenne

M
X1 = (le)j:1‘.3 I et Xo = (x%)j:1..3 i (5.64)

Q
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Alors, la fonction perturbatric& peut étre écrite sous la forme :

U(xy,x3) = €(U0(X1) + Z Uk(x1) cos(k - XQ)) (5.65)

ou k représente une matrice ligne composé de 3 entjets!) de telle sorte que le produit scalaile- x,) soit

égal a 'argumenj M + kw + I€). Dans(5.65) ¢ est le petit parametre représentatif de la perturbation : on fera
par exemples = J,, mais dand/ on pourra mettre aussi les autres termes/gde la fonction perturbatrice
(bien gu'ils soient alors au moins de I'ordre € ; quant aux termes e#,,, leurs arguments étant de la forme
pl + jM + kw + (2 oud est I'angle de rotation de la planéte sur elle-méme, on pourra aussi les inclur€ dans
en supposant gueest alors un quadruplet d’entiers.

On a séparé dang la partieU, indépendante des variables angulaires; le rest€ de contient que des
termes périodigues dont les arguments sont des combinaisons de variables angulaires et dont les coefficients ne
dépendent que des variables métriques : on suppose donc que I'ensemble dek tnpleastient pas I'élément
(0,0,0).

En appliquant les équations de Lagrange et en natdatmatrice colonne de composantes Q, 0) oun
représente le moyen mouvement osculateur tehdué = 1, les équations du mouvement perturbé se présentent
sous la forme :

dx .

d_tl =¢ Xk: nP1k(x1) sin(k - x2)

" (5.66)
d—tz =n-+ €<nS(x1) + gnPQk(xl) cos(k - xz))

Notons que le term8(x;) provient des dérivées partielles g par rapport aux variables métriques, et que ce
terme n’existe que dans les variations des variables angulaires. On aurait bien sdr obtenu les mémes équations et
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partant des équations de Gauss, et donc, comme dans les éq@atigna (5.39) on a fait ressortir le facteur

n présent dans chaque équation. Par ailleurs, la forme des équations serait la mgneprEsentait les angles

L, w et(), ou méme sk; etx, représentaient les éléments de Delaunay = (L,G,0) etxy = (I,9,7).
Cependant, avec des variables canoniques, on utilise volontiers des méthodes de perturbation “canoniques”,
spécifiques a ce type de variables. Avant de voir 'une de ces méthodes, on va développer une méthode plus
classique, valable pour I'étude du mouvement d’un satellite artificiel perturbé par la non-sphéricité de sa planéte,
et basée sur des équations exprimées sous la f@rhe)

22.1. Méthode itérative classique
On se propose de montrer que I'on peut exprimer une solution des équatiofssous la forme :
x;(t) = X;(t) + Ax;(t) avec i=1let2 (5.67)

c’est-a-dire qu’on pourra aussi écrire :

a a+ Aa M M+ AM
e | =| e+ Ae et w | = o+Aw (5.68)
i i+ Ai Q Q+AQ

Les fonctionsAx; sont supposées étre de I'ordreajdornées quelque saiet assez petites devatitpour que
les fonctions dex; et dex; présentes dan$.66)admettent des développement de Taylor au voisinage e¢
X, qui soient rapidement convergents. On versteriori que ces conditions sont généralement remplies, les
Ax;(t) étant alors en moyenne nuls dans le temps ekJagprésentant la valeur moyenne de la solution. En
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utilisant cette forme de solution, les équations deviennent alors :

dx dAx . )
d—tl + 7 1 _ &Tg(ﬁ + An) Plk(il + AXl) S (k 5 (Xg + AXQ))

dxy  dA

%Jr d;{2 :ﬁ+An+€[(ﬁ+An)S(>‘<1+AX1) (5.69)

+ (7 + An) Po(x, + Axy) cos (k - (%o + AXQ))]

® Partie 5 @ section 22.1.0 ® Page 266 de 396

Dans ces équations, conformémelid&0) le moyen mouvement(t) = n(t) + An(t) est relié au demi-grand

axea(t) = a(t) + Aa(t) par la troisieme loi de Kepler. On a donc :

<1+%) 3(1+%>3: a (1+2ATR %—F"'):M (5.71)

En développant les seconds membres en séries de Taylor, on trouve :

dx; dAx o i
d_tl + — ' 5(2}{:”P1k(’<1) sin(k - x2)>
+ € [Z(AHP (X1) + ﬁ<8P1k> - Ax ) sin(k - %) 5 7
1k(X 8X1 ; 1 2 ( ) )
+ Z (k- Axs) Py (%X1) cos(k - XQ)] 4.
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@ X dAXQ
dt dt

=n + An+e(ns X1) Znng x1) cos(k - X2)>

(),

8X1 0
+ Z (An Pox(x1) + n(a;:ik>0 . AX1> cos(k - X3)

5 [An S(X1) +7n
(5.73)

B Z (k - Axg) P (X1) sin(k - xz)] 4.

Dans ces expressions, une quantité telle ég%) - Ax; représente la sommez 8%(X1)Ax{. On n’a écrit
=1 0T
ici que les premiers termes du développement de Taylor, correspondant finalement aux ordresd sti@ren

considére que les quantitdst; sont elles-mémes d’ordre 1 en

On utilise maintenant la forme de ces équations pour séparer, dans shague solution moyenne; et des
variations périodiqueax; autour de cette moyenne.
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22.1.1. Premiere approximation

Dans les équations précédentes, on ne conserve que les parties d’ordreri farsant I'’hypothese quix;
est lui-méme d’ordre 1. Alors, on identifie d’abord :

dx, X1 = X190
dat 0 — = (aop, €9, %9) constant
’ (5.74)
dxs e = _ <
—2 = n+4enS(X;) = n,, constant = | X2(t) = Ny, + Xao

dt

n est ici une constante,, déduite dei = a,, de fagon a avoin®a® = n3ad = . Alors, la relation(5.71)impose
gu’al'ordre 1 ere on ait :

An = Aa (5.75)

[\')ICO

Q3

La matricen,, comporte maintenant 3 composantes non nulles que I'on notera pour larsyite.(, ng) : la
premiere est d’ordre zéro, commetandis que les deux autres (vitesses angulaireseatale(2) sont de I'ordre
dee. On identifie ensuite :

ditXl =£ Zﬁplk(il) sin(k o 5(2)
k
5.76)
dAx (
o 2 _An+ e ;ﬁng(il) cos(k - X3)

Vue la nature des solutiong et x,, ces deux équations s’intégrent facilement terme a terme, et, comme on a
déja introduit des constantes d’intégration dan®t x,, une solution particuliére suffit (on n’ajoute donc plus
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de nouvelle constante) :

Axilt) = =¢ 3 gy Puel) coslie- %) -
5.77

Dans cette derniére expression, seule la premiére composaria @st non nulle et égale a—:%—g Aa (OU
Aa = Azl). DansAz} (c’est-a-dire dand M), on a donc des termes intégrés deux fois :

=2

3 n o _
f andt =552 3 G ) sl (5.7

En résumé, la solution ainsi obtenue comporte une payt@nstante ou linéaire gret appelégartie sécu-
laire ; elle est d’ordre zéro en La partieAx; est une somme dermes périodiquesionc nulle en moyenne sur
un temps infini. Alors, dans les équatigfas66)et (5.67) les termesS et P, sont aussi appelés respectivement
termes séculairesttermes périodiques

Remarqgue. On constate que les solutiodsx; ont toutess en facteur; elles sont donc bien de I'ordre de

a condition gu’en facteur de ceton n’ait pas une quantité de l'ordre dee. Or, l'intégration des termes
trigonomeétriques fait intervenir lediviseurs(k - n,,) = jn, + kn, + Ing ; bien sdr, il faut que ces diviseurs
soient tous différents de zéro, et méme plus, si I'on veutdykesoit de I'ordre de, il faut que, quelque sok,

les produitgk - n,, ) soient grands devaatn. En outre, comme certains termes subissent une double intégration,
donc avec des diviseurs élevés au carré, il faut méme &oin,,) > /e n. Comme on a exclus le triplet
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k = (0,0,0), celarevient a dire gu'aucune des combinaisons possiples+ kn,, + ing) ne doit étre tres petite

par rapport &. Cependant, il peut priori exister des triplets non nuls engendrant des combinaisons de I'ordre
deen : il suffit que j soit nul et alorsin,, + Ing est bien de I'ordre den. Ces termes a basse fréequence, dont
I'argument ne dépend pas d¢, sont appelétermes a longue périodéandis que ceux dépendanttlesont par
définition dedermes a courte périod&n les intégrant comme €h.77), les termes a longue période donneraient
donc des termes d’ordre zéro dans les solutibrs (notons cependant que de tels termes ne peuvent apparaitre
dans la partie intégrée deux fois car, étant indépendanid dés sont automatiquement absents de I'équation

donnantfﬁ (égal an2a 8]\%) et de sa solutiom\a). Pour qu’'ils n’apparaissent pas dafis;, on devrait donc

exclure les termes a longue période des seconds memb(&s/éeet les replacer, avec les termes séculaires,
dans les équatior(§.74)donnantd5§i.

En fait, dans le cas de la perturbation garle seul terme a longue période qu’on pourrait avoir dgnst
celui dont 'argument estw, mais on a vu qu’il est identiquement nul. Donc, le schéma d’intégration proposeée
ci-dessus convient et il n’y a pas de terme a longue période dans cette premiére approximation si I'on réduit les
perturbations a la seule partie £n Cependant, si en plus de cette partie on considérait la partie correspondant au
Jy, on trouverait un terme etos 2w (cf. (5.58)) ; toutefois, comme/; est généralement de I'ordre dé (donc de

I'ordre des?) et commen,, est de I'ordre de 7, I'intégration du termei.J, P(X;) cos 2w donne%P(;‘cl) sin 20,

c’est-a-dire finalement une quantité de I'ordresd®onc, la encore, le schéma d’intégration convient, mais il
faut noter qu’en général, un terme a longue période en factetfrains les seconds membres des équations, se
retrouve en facteur d&—! dans la solution.

Avant de voir la deuxiéme approximation, il convient d’examiner I'ordre de grandeur des perturbations pour
justifier I'nypothese faite sur la petitesse des termes périodiques par rapport aux termes séculaires. Nous ferons
cette justification d’un point de vue pratique, en appliquant la premiere approximation trouvée ci-dessus au cas
d’'un satellite artificiel de la Terre perturbé uniquement par les termds eéua potentiel de gravitation.
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22.1.2. Application au cas de la perturbation par le “.J5” de la Terre P b
0

La partiel;, trouvée en5.55)s'identifie au termd/y(a, e, i) dans(5.65) La partie séculaire des équatid%btz
(5.66) et (5.67) provient des dérivées partielles @g par rapport &, e eti, conformément aux équations de
Lagrangeg5.45)a (5.50) Reprenons les équatiofts 74)avec les notations compléetes des éléments osculateurs
(5.68b) et remplacons darig, les éléments par leur valeur moyenne :

- a2 /1 3 -
Up = Uo(@, &1, —, —, —) = uJo =% (— — Zsin? z) (1—¢e*)~%2
a’ \2 4
On en déduit les équations de Lagrange “moyennées” :
da_ 20Uy i
dt  na OM
de 1-& 09U, (1-e&)"”au, . (5.79)
dt — na’e OM na‘e 0w B '
di 1 _0Uy  OUp\
dt  na’sini(l — &%)/ <COSZ 0w aQ) =0
puis :
dM 2 09U, 1-—¢& al, 3 a? (2—3sin?i)
& =" 7 oa | nd%e Oe Sty E e

d_w — (1 t7i221/2 al{o . COS%(12—'62)._1/2 aU;o _ §ﬁJ2 Cf_g (4 — 58715122@ (580)
dt na‘e oe na”sint i 4 a- (1—e%)

aQ (1 -e*)"2 au, 3 . a?  cosi

_— = — — = ——nNn —

dt na’sini 0 2 7%a (1— &)

®Sommaire ®Index ®Page d’'accueil ®Précédente  @®Suivante ®Retour ®Retour Doc ®Plein écran ®Fermer ®Quitter



Q@g Copyright (© LDL) 2002, L. Duriez - Cours de Mécanique céleste ® Partie 5 @ section 22.1.2 @ Page 272 de 396

Les variables métrigues sont donc constantes en moyenne :

a=ay et i =ngy avec niay = i € =€ i =1 (5.81)
et les variables angulaires sont des fonctions linéaires de
_ B 3 al (2—3sin’ip)
M =M +nyt avec Ny = No + 1 noJ2 a—% —<1 — 2P (5.82)
3 J a? (4 — 5sin? 1) -
0= Ny = —noJa = ,
Ww=wy+n,t avec 4 02 ag (1— Pg)g ( )
Q-0 3 J aZ  cosig
= noe=——-"npJs = —>-
0+ nat avec Q 5 02 2 =) (5.84)

Ce sont legléments moyerde I'orbite du satellite (a 'ordre 1 es,). Pour la Terre, aved, ~ 103, on voit

gue les vitesses angulaires du nceud et du périgée sont environ mille fois plus petitgsvifesse angulaire du
satellite sur son orbite. Pour un satellite qui fait 15 tours par jour, le nceud et le périgée tournent donc d’environ
5° par jour, ce qui n’est pas du tout négligeable. Pour fixer les idées, pour un satellite terrestre situé a 800 km
d’altitude (@ = 7178 km), ny est égal 12552 par jour tandis que la quanti%non a? /a3 vaut6; 567 par jour.

C’est aussi la valeur dén,, — ny) ou de n,/2 ou de —ng poure, = 0 etiy = 0. Il est alors facile d’en
déduireng, n,, etn,, pour d'autres valeurs de), dee, ou dei,.

Remarqgue 1. Pour des valeurs fixées dget dei,, ces vitesses diminuent trés rapidement lorsqu’on augmente
ag- En effet, elles varient comme, /a3, et donc, pour une autre orbite de demi-grand @xevecnial = p =
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ngay ona:
n_g _ ng <a0)7/2 _ ng (n{])5/3
2 = 2\ 7 - 2\,

Donc, doubler le demi-grand axe revient a diviser ces vitess&$/8a¢ 11, 3. On voit bien ici que la forme de la

Terre a de I'influence essentiellement sur les satellites proches. Pour un satellite géostationaalieé.), on

calcule quen, est de I'ordre de-50" par jour tandis que pour la Lune(= 60 a.), il vaut seulement-7/5 par

an! (ce trés petit mouvement du nceud de la Lune est d’ailleur masqué par des perturbations analogues provenan
de I'action du Soleil et qui atteignert190” par jour)

Remarque 2. Les vitesses du nceud et du périgée sont inversement proportionnelles au carré du parametre
moyen de l'orbite @g(1 — €?)

Remarque 3. Suivant le signe deg, le noeud moyer() rétrograde ou avance : il rétrograde pauk 90°, est
fixe pouriy = 90° et avance poui, > 90°. La vitesse de rétrogradation du nceud est maximumdgedr), mais
alors le nceud est lui-méme indéterminé ! C’est donc au voisinage-d® que le nceud est le plus sensible a la
perturbation pav,. Pour des orbites basses, lorsque I'inclinaigoest voisine dé00°, le noeud avance de 1 tour
par an, tout comme le Soleil autour de la Terre : de tels satellites sont sur une orbitddéédnéliosynchrone

Remarqgue 4. Le périgée avance par rapport au nceugd si i; = 63°26' ou siiy > 180° —i; = 116°34’ (racines

de I'équation 4 — 5sin?s = 0). Il est fixe par rapport au nceud payr= i; ou 180° — i, ; il rétrograde si, est

compris entre ces deux valeurs. La valgue 63°26" ou son supplément est appeigelinaison critiquecar au
voisinage de cette valeur,, peut étre de I'ordre d€Z, de sorte que si I'on intégrait le ternie/, P(x;) cos 2

evoqué plus haut comme un terme a courte période, cela donnerait un terme d’ordre zéfonepourrait
rétorquer que ce terme el est hors de propos puisqu’on s’intéresse ici aux perturbations par feais on

verra que méme avec le sely, a la deuxiéme approximation on trouvera des termes.Breos 20 ; CEUX-Ci

ne peuvent étre traités sans tenir compte en méme temps du terme analogue provehanLauméthode
développée ci-dessus ne doit donc pas étre appliquée dans le voisinage de l'inclinaison critique : il est nécessaire
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dans ce cas de traiter les termes a longue période avec les termes séculaires et non avec les termes a court
période.

Remarque 5. Le moyen mouvement,, est égal &, pouri, = 54°44’ ou 125°16’ (racines de I'’équation :
2 — 3sin?s = 0). Il est plus petit ou plus grand qug suivant quei, est ou non entre ces racines. Cependant,
comme le moyen mouvement ne s’annulle jamais, il n’y a pas ici d’inclinaison critique.

Remarque 6. La longitude moyenne “moyenne’L = Q + @ + M est bien sOr aussi une fonction linéaire de
t:L=Ly+n,t,avec

3.J, a? (2—3sm2¢0 4—5sm2@'0—2cosz‘oﬂ

ng=mng |1+ —= =
o= 4 oag N (1-¢p)*? (1—eg)”

(5.85)

La quantitén, est appeléenoyen mouvement moyen

Evaluons maintenant les termes a courte période provenant des perturbation$, gdardennés en premiere
approximation par les expressiofis77)et (5.78), solutions des équatioris.76) Ces derniéres proviennent en
fait de I'application des équations de Lagrange sur la partie “périodiqué”, d&st-a-dire dépendant explicite-
ment des variables angulaires. D’apf@$9) cette partie s’écrit :

9 0

~ 3

U, :,LLJQCL—; E {(1—551112@') X, *"(e) cos kM +
- (5.86)

+ Z sin? i<X,;3’2(e) cos(kM + 2w) + X > 7*(e) cos(kM — 2w)) }

En appliquant les équations de Lagrari§el5)a (5.50) a @2, et en y remplacant parn2al et les éléments
osculateurs par leur valeur moyenne obtenuéesil)a (5.84) on trouve alors, par exemple pour les équations
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relatives & et aq :

1 dAa a? & 9. - o oo
o @ = —ng Jo a_g ;{(2 — 3s1n27,0> kX, 3’0(60) sin kM +

v % sin? g (Xk_?”Q(eo) sin(kM + 25) + X;>2(eo) sin(kM — 2@)) }

dAQ no o al R .
== i 0 2)1/2 a; Z { — 3cosio X, " (en) cos kM +
- 0 k=1

+ g Ccos ig <Xk_3’2(eo) cos(kM + 2) + X > (eq) cos(kM — 2@)) }

puis les solutions :

A — -
e a—; Z { (2 — 3sin? i0> X,.*%(eo) 0 cos kN +
o %S o (5.87)
3 . 9. (w32 kno cos(kM + 20) _5_9, . kng cos(kM — 2)
o 2 )
+ 2 St ZO( i (e) kn,, + 2n, A (co) kn, — 2n,,
Ja ai X 30 No . =
A(Z:—21/2—2 Z{—?)coszo + " (eo) sin kM +
(1—e§)!/? a5 = kg (5.88)

ng sin(kM + 2o)
kn,, + 2n,

3 in(kM — 2@
+ 5 0810(X ¥ eo) § X5 o) SRR 2 2R) )

kTZM - 2nw
On constate sur ces exemples que les termes a courte période sont de l'ofdretdicroissent avec la
distance comme, *. Les résultats seraient analogues pour les autres variables. En développant les coefficients
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de Hansen en puissances de I'excentricité et en tronquant ces développements au degré 1, il resterait :

A ; s M 2 M + 2@
B9 g f (1= 2 i) 3o M B g (210 CosG 1+ 20)
Qo Qg Nar 2n, + 2n,, (5 89)
€ Ng COS(M + 2w) @ 3ng cos(SM + 20) ) N O<€2)}
2 Ny + 21, 2 3ny + 2n,
AQ:inma_;{__eo COSiOw+—COSiO(nO Sin2M + 20)
(1—e5)"* ag 2 T 2 2N, + 2n,, 56

eo o sin(M +2@)  Teg ng sin(3M + 20) O(e?
2 nw + 21 2 " 3ny + 21, >+ (e)}

On obtiendrait aussi directement ces expressions en utilisant les équations de Lagrange avec le développemen

tronqué delj,, donné en5.61) Pour un satellite a 800 km d’altitude, on trouve que I'amplitude du plus gros

terme deAa/a, est de l'ordre d& 1073 ey, tandis que danA(?, il est de I'ordre d& 10~* cos i, Soit une centaine

de secondes de degré. On trouverait des ordres de grandeur analogues dans les autres solutions. La petitesse

ces termes a courte période justifie bien les développements de Taylor effectués dans les dguélticets

(5.73)et permet de penser qu’en reportant dans ces équations les solNtipgse I'on vient de déterminer, on

pourra amorcer un processus d’itérations rapidement convergent.

Remarque. On peut aussi exprimer sous une forme non développée cette premiere approximation des pertur-
bations dues au, : on dispose en effet des expressighs34)a (5.39) issues des équations de Gauss, et qui
sont des équations rigoureuses car on n'y a pas développéu w en fonction deM . Or, on sait maintenant

gu’en premiere approximation on peut assimilee, i etw a des constantes, eg, igp €tw, (en négligeant les
variations de ces éléments, qui sont de 'ordre/gle Alors, en remplacant dans ces équations, i etw par

ces constantes, leurs seconds membres ne sont plus que des foncti@islde), our est lui-méme fonction

dew par le formulaire du mouvement képlérien. La loi des aires permet ensuite de congidérame variable
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indépendante a la place deen écrivant r% dw = nga2(1 — e2)/2 dt. Par exemple, I'équatiofb.35)relative a

Q) devient :
Q. B 3 Jy

@_ 51—63

2
<%) %0 s io (1 — cos(2wp + 2w))
Qo T

Eny remplaganti® par Hﬁ’% , on obtient ensuite :

0

@ . 3 JQ (CL
dw 2 (1 —63)2

2
—e> coS 1 <1 + eg cosw — cos(2wy + 2w) +
Qo

— % cos(2wg + w) — % cos(2wq + 3w)>
et on peut intégrer par rapporta:

gy Jacosi ay2,

2 (]. — 63)2 ao
3 Jy cosig Q2 . 1 .
— 5 m (a_(]) (60 S w — 5 Sln(2u)0 + 2’(1]) + (591)

- % sin(2wg + w) — % sin(2wg + 3w)>

On retrouve la rétrogradation séculaire du nceud obtenu®.8d) et I'ordre de grandeur des perturbations
périodiques (il faudrait développer en fonction dee et M pour retrouver exactement I'expressi@m90)).

On pourrait procéder de la méme facon avec les autres équéii@asa (5.39) pour trouver les perturbations

d’ordre 1 des autres éléments dues/aet exprimées sous forme finie en fonctiomwdecependant, cette fagon

de procéder ne marche qu’al'ordre 1; elle ne peut pas étre itérée et on ne peut donc pas trouver les perturbations
d’ordre supérieur exprimées sous forme finie en fonctiomwde
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22.1.3. Deuxiéme approximation

Disposant de la premiére approximation des solutidrg exprimées eif5.77)et(5.78), on les reporte dans
les développements des équations initidteg2)et (5.73) On obtient des expressions de la forme :

d)_il dAXl _ _ . —
E—F di :€<ZTLP11((X1) SlH(k'XQ)) +

+e [ZZ kk,(xl) sin(k - Xo) cos(k’ - X3) + (5.92)

+ ; ? (71(1 ) Pffk/(icl) cos(k - Xp) sin(k’ - %) | + - - -

@ X dAXQ
dt dt

=n + An + €<ﬁ S(xy) + Zﬁsz(il) cos(k - 5(2)> +

) (5.93)
DD W P, (,) cos(l - %) cos(l€ - %z) +

* ZZ i) Pfi}(il) sin(k - %) sin(k’ - ;—(2)] ¥

2

Les points de suspension représentent des termes de |'ordfeademoins, issus des termes non explicités du
développement de Taylor initial. Rappelons que dans ces sommations, les krigl&tssont différents de zéro.
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Tenant compte des relations :
sin(l - %) cos( - %) = 7 [sin ((k — K) - %) + sin ((k + K) - %)]
oot easl( o 55 = % [cos ((k — K') - %) + cos ((k + K) - Xo)] (5.94)
stk sl - %) = % [cos ((k — k') - %) — cos ((k +K) - X3)]

on voit que la substitution desx; dans les équations provoque des combinaisons d’arguments, engendrant soit
des termes séculaires, soit des termes périodiques suivant que lgkipl&t) est nul ou non. Cependant, dans
I'équation(5.92) comme les termes dépendent du sinus des arguments, les combinaisons associées a un triplet
nul donnent des termes nuls : tout comme a l'ordre 1, il n’y a donc pas de terme séculaire dans cette équation
a l'ordre 2 et on peut montrer qu’il n’y en aurait pas non plus aux ordres supérieurs. On peut donc séparer de
nouveau I'équation :

dx, X1 = X0
21y — ,
dt = (ao, €9, %p) constants

(5.95a)

dAXl
dt
Au contraire, I'équation(5.93) étant une expression en cosinus des arguments, les triletsk’) nuls
engendrent des termes séculaires d’ordre 2 qui viennent s’ajouter a ceux qui existaient déja a I'ordre 1. On peut
montrer qu’aux ordres supérieurs on obtient encore d’autres termes séculaires dans cette équation. On peut donc
ecrire formellement :

et identifier le second membre (292)a

dxs

= = i+ enS(Xy) + €27 Sy(Xy) + - - - = n,, constant = | Xa(t) = Ny, + Xoo (5.950)
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oue? 7 Sy (X, ) représente 'ensemble des termes d’ordre 2 correspondant a un triplet nul. Les vitesses angulaires
(n., me, ng) obtenues a l'ordre 1, sont donc Iégérement modifiées par des termes d’ordres superiests.
encore de 'ordre de, tandis quen,, etng demeurent de I'ordre den. Les autres termes du second membre de

(5.93), correspondant a des triplets non nuls, sont ensuite identifi@%‘—é.

x; étant constant, et, étant fonction linéaire du temps, I'intégration des expressions identifi@%’% et

dAXQ
dt

termes périodiques. Dar@, il convient toutefois de calculef An dt avec une expression den tirée du
développement dé.71)non limité a l'ordre 1 :
3_Aa 15 _ sAa\?
(T) +

An=-S"p=—4 =
n 2nd+8n

peut s’effectuer comme a l'ordre 1, sans ajouter de constante d’intégration, pour donner uniguement des

(5.96)

a

Parmi les termes périodiques engendrés par combinaisons d’arguments, certains vont étre a longue période :
ce sont ceux pour lesquels orfla+ k') = (0, k,1). Ces termes d’ordre 2 vont donc s’intégrer avec un diviseur
kn, + Ing de I'ordre des . Les termes a longue période obtenus a I'ordre 2 dans les équations donnent donc
de nouveaux termes d’ordre 1 dans leur solution; leur amplitude est alors du méme ordre de grandeur que les
termes a courte période obtenus a la premiére approximation. S’ils sont suffisamment petits, ces termes a longue
période ne nuisent pas a la convergence du processus itératif que I'on a amorcé, et que I'on peut poursuivre en
reportant de nouveau dans les équati@ns2)et(5.73) la solution obtenue dans cette deuxieme approximation.
Si certains termes a longue période sont importants au point de rompre la convergence du processus, et c’est le ca:
s'il existe par exemplé et! tels que(kn,, + ing) soit de I'ordre de=? 71, ces termes sont appek&smes critiques

et il faut changer la facon de séparer les termes dans les équations : on identifie d’u%é paltensemble

des termes séculaires et critiques, et d’autre ﬁ%’f—l a I'ensemble de tous les autres termes périodiques. La
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22.2.

®Sommaire

maniere d’intégrer ces équations est alors plus complex%i;an’étant plus nulx; n'est plus constant, et son
expression dépend de la nature des termes critiques.

Remarque 1. Dans le cas des perturbations parla deuxieme approximation engendre dans toutes les équa-
tions sauf dang\a, des termes a longue période &h associés a I'argumerw ; ces termes ne deviennent
critiques qu’au voisinage de l'inclinaison critique. Le fait qu’ils soient absentAdest intéressant car cela

évite que ces termes a petit diviseur soient intégrés deux fois dans la salutiofdonc avec des petits di-

viseurs élevés au carré€), ce qui compromettrait la convergence des itérations. Pour traiter convenablement ces
termes a longue période eff, il faut considérer aussi les termes analogues issug, éi qui sont du méme

ordre de grandeur.

Remargue 2. La méthode itérative présentée ici est applicable a de nombreux problemes de Mécanique Céleste,
dans lesquels on retrouve généralement les distinctions entre termes séculaires, termes périodiques a longue
ou a courte période. Alors, si les termes a courte période d’ordre 1 sont obtenus a la premiére approximation,
les termes a longue période d’ordre 1 ne sont donnés qu’a I'approximation suivante. Si les termes a longue
période sont d’ordre 0, il faut les traiter avec les termes séculaires ; c’est ce qu’on verra par exemple a propos des
perturbations mutuelles de plusieurs planétes ou de plusieurs satellites d’'une planéte (problEmerges.

Perturbations en variables canoniques : méthode de Von Zeipel

Considérons un systeme dynamique perturbé a 3 degrés de liberté, décrit par 3 variables cangnigues)
et leurs conjuguédy, y2, y3) ; notant globalement ces variables pary), ce systéme est représenté par un ha-
miltonien H (x,y). C'est par exemple le cas d’un satellite perturbé par les harmoniques zonaux du potentiel de
sa planéte : en variables de Delaunay, on pourrait identitier=: (L, G, ©) ety = (I, g,v), et 'hamiltonien
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serait alors : )

H = % + U]z(La G7@717.g7 _) + U]4(L7 G>@al>g7 _) + e (597>

Le premier terme déf représente la partie képlérienne de I’hamiltoniein(6.41).
On peut généraliser I'expressi@h.97) en supposant que I’hamiltonien est développé selon les puissances
d’un petit parametre :
H(x,y)=HOx,-)+) ¢ HY(x,y)

1>0

X——i—Z ZH x) cos(k - y)

>0

(5.98)

H© représente I'hamiltonien d’un probléme intégrable, et I'on suppose que chacune des fonctions perturbatrices
H© est développée en série de termes trigonométriques dont les arguments sont des combinaisons linéaires
entiéres des variables angulaires composant le vegtdig vecteurk parcours I'ensemble des triplets d’entiers

relatifs (&, ko, k3) (en fait, dans la suite, on raisonnera souvent en supposastefyereprésentent les variables

de Delaunay). Les équations canoniques s’écrivent alors vectoriellement sous la forme :

dx OH dy  OH (5.99)
dt Oy dt ~ Ox '
Elles ne s’'intéegrent immédiatement que peut 0, devenant alors :
dx OHWY
i SHO (5.100)
d_}t, = = n’(x) constant — y = n’(x)t + yo
X
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Alors, on voit que le probléme sera ramené a un cas intégrable si I'on peut transformer ’hamiltonien édmplet
par des changements de variables canoniques, de fagon a ce que I’hamiltonien final ne dépende plus des variable;
angulaires, tout comm& () : c’est le but de la méthode de Von Zeipel.

Le principe de cette méthode est de ainsi de construire, par approximations successives, la fonction génératrice
d’'un changement de variables canonigtesy) — (x’,y’) de telle sorte :

— que ce soit une identitésapres,

— qu’il conserve la valeur de I'hamiltonien,

— que le nouvel hamiltoniel’ ne dépende plus d’'une ou plusieurs des variables angulaires, au moins jusqu’a
un certain ordre en.

Dans la méthode proposeée par Von Zeipel en 1916, on élimine ainsi les variables angulaires “rapides” qui,
comme I'anomalie moyenne, ont une variation d’ordre @ pcela revient a faire en sorte que le nouvel hamilto-
nien ne contienne plus de terme a courte période : on obtient un hamiltonien “moyennisé€” contenant uniquement
des termes séculaires et a longues périodes, et qui permet donc I'étude des mouvements lents ou a longues pé
riodes. Brouwer a montré en 1959 que I'on peut, sous certaines conditions, répéter I'opération pour éliminer de
I’'hnamiltonien les variables angulaires restantes (variables “lentes” comme I'argument du péricentre et la longi-
tude du nceud qui ont des variations de I'ordrejjde rendant finalement intégrable. Remarquons que dans le
cas de I'hamiltonieri5.97) la longitude du nceud étant déja absente, apres I'anomalie moyenne, il ne resterait a
éliminer que I'argument du péricentre. Pour revenir aux variables initiales, il reste alors a reprendre dans I'ordre
inverse les changements de variables successifs qu'on a géenere.

Dans ce qui suit, on va supposer guyest une variable “rapide” que I'on va éliminer, et gquyeety; sont des
variables “lentes”. Cela revient a supposer @if& ne dépend en fait que de la seule variahle

HOx,-)=HY(zy,—, -, —, —, — )

En effet d'apreg5.100) seule la variable; est alors une variable “rapide” car possédant une variation d’ordre
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0 ene (une variable lente aurait une variation d’ordre 1 au moins)e®n notera donc en particulier :

OHO
ny(z1) = — o (5.101)

et les autres composantesmféx) sont nulles.

22.2.1. Elimination des termes a courte période

SoitG(x', y) la fonction génératrice recherchée; elle estindépendante du temps (car &fi veu) et doit
vérifier, d’apreg2.25):
3

Z(deyj + ydas) = dG

j=1
soit encore, avec des notations évidentes de produits scalaires :
G G
x-dy+y -dx =dG = — -dy + —; - dx' (5.102)
dy 0x

On a vu, parmi legxemples du §2;Que la transformation identique peut étre engendrée par la for@tien
y - X'. Recherchons donc une fonctiGhvoisine, développée en puissances deous la forme :

G=y X +) £G(y) (5.103)
>0
Compte tenu dé5.102) en différentiant cette expression @eon obtient les relations :
oG _ , 0G, , 0G e
—_ — = 6= —¢ t = — = c 1 4
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Par ailleurs, I'expression du nouvel hamiltonien est inconnue, mais doit satisfaire 'équati¢x’;y’) =
H(x,y). On recherchél’ sous la forme suivante, développée comihen puissances de:

H(x,y) =3 & B0,y

7>0
On peut alors écrire I'identité :
N - 0G; - 0G,;
Zej HOX | y+ Zsl aX,) = HO(z) + ZEZ Se T T =)
§>0 i>0 >0 h1
) . . 0G,
@) (! Uiall
—I—ZgﬂHJ (x +Z€ Dy . Y)
3>0 >0

Développant ces fonctions en série de Taylor au voisinageé dey ou dex = x’ et tenant compte de la forme
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de H précisée erf5.98) on obtient, jusqu’a 'ordre 2 en:

[H/(O) (x/, y')] +

y'=y
rOH'®  0G, , [0H'®  9G, e2 1oH'® 9G1@
e 5 8}’, 'W]y’y y [ ay' 'W}y’y+a[ 8}’/ W y'=y
1(1) (! <,/ 2 aHl(l) %
| (X’y)]yfy+€ [ oy’ ax’}y/y
+52 HI(Q)(X/,y/)] / +
Yy =y
— [H(O)(xl,—,—,—,—,—)} 4+ (5.105)
OH® oG, OH® 2G, e? 1?HO 0G,\2
v & [ 8[)’21 a—y1i| x1=x] 62 |: 81'1 8—y1i|a:1:z’l i 5 [ 017% (E)—yl) i|:r1:x’1 T
(1)
+e€ Z [Hl((l)(x) cos(k - Y)L:x, +&° Z [0ng(x) : 88(;1 cos(k - y)] e SkEE
k k
+e2 3 [HP () cos(k-y)| 4o
" X=X

9*H'Y 9G, 0G4

OH'® 9G,1@ }
ayz{ay; 0x; ('3x; y'=y

2 3 3
— représente la somme: > [
dy ox L’—y i=1j=1

ou
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L'identification des termes d’ordre O erdonne :

Hl(0)<xl7y) :H(O)(Illv_a_a_a_7_> (5106)

H'® ne dépend donc pas des variables angulaires et, en conséquence, la deuxiéme ligne dans I'expression
(5.105)est identiquement nulle.
Ensuite, tenant compte de cette remarque, on identifie, a 'ordre 1 :

H ! k-
o, o+ 2 e () coslle)

H'O(x,y) =

Pour queH’™™ ne dépende pas de la variabfg il suffit d’identifier 'V aux termes qui, dans la somme de
droite, ne dépendent pas de cette variable : ces termes correspondent awktdplitsorme(0, k-, k3) ; notant

. ©)
0(ah) = 9, .

/» 0N sépare alors ces deux équations :

i
HOX,y)= Y HO ) cosk-y) (5.107)
ke{(0,k2,k3)} |
oG
M) o= X HR) cos(iy)
ke{(k1,k2,k3)}
k1 #0
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On en déduit7; par une intégration terme a terme :

H(l)(xl) '
Gixy)= Y m sin(k - y)
ke{(k1,k2,k3)} L (5108)

k10

Il est inutile d’ajouter a cette solution une fonction arbitraire indépendanig. dénsi, H'(Y) ne contient pas de
termes a courte période, tandis qeene contient que des termes a courte période.

Les fonctionsH'(M) et G, étant ainsi déterminées, on peut calculé®) etG, a partir des termes d’ordre 2 de
I'expression(5.105):

oH® oG
1(2) (' _ wea 2) /1 .
HY(Xy) o o, +¥Hk (x) cos(k-y) +
oHM (X) G,
+zk: o . dy cos(k-y) +
1 9*HY <@ )2 OH'O (X y) G
21 022 \ oy oy ox’'

Sachant quér, [resp. H'(V)] est somme de termes eim(k’ - y) [resp.cos(k’ - y)], chaque produit dans le
second membre de cette équation se développeseftk + k') - y), donnant des termes indépendantygle

chaque fois quék + k') est de la formeg0, k., k3). Appelonst) (x’) le coefficient qui regroupe tous les termes
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correspondant au méme argumenty ; I'équation précédente s’écrit alors :

0H oG
HI (X y) = = 2 FP(x') cos(k -
CR O ; y)

Comme a l'ordre 1, on identifié/’® aux termes indépendants de la variaplece qui revient & séparer de
nouveau cette équation en deux parties :

2
kE{(O,kQ,k:{)} ’
oG
nd () 8y2 = Z FIEZ)(X/) cos(k - y)
ke{(k1,k2,k3)}
k17#£0

On en déduit alors, comme €n.108):

, F(2) X, ]
G(x,y) = > % sin(k - y)
kany (27) (5.110)
ke{(k1,k2,k3)} ’

k170

On procéderait de la méme fagon pour détermidié? et G, jusqu’a un ordre suffisamment élevé pour que
les ordres supérieurs puissent étre considérés comme négligeables. A ce stade du calcul, le nouvel hamiltonien
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se présente sous la forme :
p

H'(x',y")

o

i=

p

=HO@})+) ¢

=1
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Si [H/(Z) (1'/1, xlgy x;’,» — Y2, y3)]y=)”

| (5.111)
F (%) cos(k - y')

D

ke{(0,k2,k3)}

ou les fonctionst) (x") désignent, a I'ordre, le coefficient correspondant a 'arguménty’ (on a en particulier

R (x)

= Hl((l)(x’)). Cet hamiltonien ne dépend donc plus de la varigbkeu moins jusqu’a l'ordre. Dans le

méme temps, on a construit une fonction génératrice qui dépendjaequ’a I'ordrep :

p ' FIEZ) (X/)
/ 7 0
A=l 15 ()
kE{(kl,kg,kg)}
k1#0
En utilisant les expressioriS.104) on obtient les variables initiales sous forme implicite :
D @) por
. F
X:X/—FZ&Z Z kkkoi,)cos(k-y)
=il 14 (27)
kG{(kl,kQ,kg)}
k10
p 5/ FO() (5.113)
y=y-> ¢ > ox (7]{:11;0(33,)) sin(k - y)
=1 1\*~1
kE{(k‘l,kz,k‘g)}
k120
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Dans ces expressions,ety’ sont solutions des équations d’Hamilton relatives a I’hamiltotiérindépendant
dey;, donné en(5.111)

Remarque 1. Dans le cas des perturbations d’un satellite artificiel (hamiltofii€iv)avec: = .J,), on aboutirait
a un hamiltonienf{” ayant une structure particuliere :

p
H'(X,y') = HO(a}) + eSO (2, ah, — —, =)+ 3 & > FI(X) cos(k-y') (5.114)
=2 ke{(0,k2,k3)}

ol I'on a bien mis en évidence que la partie d’ordrest(", est de nature “séculaire” car elle ne dépend d’aucune
des variables angulaires. Cette partie s'identifie en effet a I'expressiop, d®nnée er{5.63)en fonction des
variables de Delaunay et on a montré que cette parti€, dendépendante de 'anomalie moyenne, est aussi
indépendante de I'argument du péricentre. De plus, comme I’lhamiltonien initial ne dépend pas de la longitude
du nceud, aux ordres supérieurs okya= 0 dans chaque terme, s&it y' = kyy), ou vy, représente I'argument

du péricentre.

Remarque 2. La méthode de Von Zeipel peut s’étendre au cas ou I’hamiltonien initial dépend de plusieurs
variables “rapides” (comme avec le probleme désorps de type planétairef. §6-25 : elle permet alors
d’éliminer tous les termes a courte période dépendant de ces variables. C’est par exemple le cas ou I'hamiltonien
d’ordre 0 ne dépend que de deux variahlestz, ; leurs conjuguées, ety, sont alors des variables rapides, dont

. . (0) (0)
les variations sont au moins d’ordre @% = —a(il etng = —8522 avecH® = HO(zy, 25, —,—, —, —)

(en supposant que I'on ait toujours 3 degrés de liberté).

Pour éliminery; ety,, on cherche une fonction génératrice de la méme forme &'@03) on exprime que
le nouvel hamiltonien est égal a 'ancien comme®A.05) et on identifie ordre par ordre ; a l'ordre 1, a la place
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de(5.107) on obtient :

HOX,y)= Y HIE) cos(ksys) (5.115)
ke{(0,0,k3)}
n? +n — FY(x") cos(k -
(TS S R sty

ke{(k1,k2,k3)}
k1#0 ou ka#0

On en déduit alors, par intégration terme a terme :

Gi(X.,y) = RO Kk 5.116
1(x,y) = Z k1n® + kqgnl sin(k - y) (5.116)
ke{(k17k2,k3)} ! 2

k1#0 ou kao#0

On procéderait de la méme facon aux ordres supérieurs. Cependant cette séparation des termes a courte périod
ne pourra pas se faire s'il existe des entigret k, tels que le diviseuk;n? + k,n9 soit si petit que I'amplitude du

terme correspondantFIE”(x’)/(k;m? + kon3) se retrouve étre d’ordre 0 en de tels termes sont appelésmes
résonnant®utermes critiguescomme on ne peut pas les retenir déhsyui doit étre d’ordre 1, ils doivent étre

inclus dansH’(M, non intégrés, avec les termes @el15)pour lesquels:; et k, sont tous deux nuls. Ainsi, la
méthode de Von Zeipel permet toujours d’éliminer les termes a courte période, qui sont non résonnants, mais les
éventuels termes critiques se retrouvent finalement dans le nouvel hamiltonien avec les termes séculaires et ceux
a longue période. Le traitement ultérieur de cet hamiltonien est plus ou moins complexe, suivant la nature de la
résonance.
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22.2.2. Elimination des termes a longue période : méthode de Brouwer

Dans le cas ou I'hamiltonie!’(x’,y’) a la forme particuliéré5.114) on peut appliquer de nouveau les
principes de la méthode de Von Zeipel pour éliminer cette fois les termes a longue période, c’est-a-dire ceux
dépendant dg; ety;. Cependant il faut alors modifier legerement la fagon de faire les identifications ordre par
ordre car les variations dg ety; sont au moins d’ordre 1 en: jusqu’a l'ordre 1, on peut en effet écrire les
équations d’Hamilton :

ol s’
W O cnb(ehh )
2
5.117
d_yé__gﬁl(l)—gnl(aj/ z :U/) ( )
dt 0wy T

/

Q . , N €T a 2.4 s
ou lesz) sont constants puisqu’on a aussi, a cet orgdfg, = 0. Les termes a longue période que I'on veut
éliminer n’interviennent dan&’ qu’a partir de I'ordre 2.

On cherche donc un nouveau changement de variébleg ) — (x”,y”), par 'intermédiaire d’une fonction
génératrice’ (x”,y’) telle que I'on ait :

X/ . dy/ + y// . dX// — dG/

On va montrer que I'on peut détermin@t de telle sorte que le nouvel hamiltoniéff soit égal a I'ancien et ne
dépende plus d’aucune des variables angulaires :

H”(Illlv x/2/7 fg, R _) = Hl(xllv x/2’ $é7 E yé? yé) (5'118>
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Pour cela, on développé” et G’ en puissances deet on cherché&:’ de maniére analogue@:
G = y/ x + Z gz' G;(XH, y/)
>0

On aalors: 8G’ 8G’
x’— ”+Z ety = a =Y+ ¢ o (5.119)

>0 >0

Tenant compte de la forme particuliére recherchée pbiuet de celle déi’ donnée erf5.114) le développement
de Taylor deH’ au voisinage d&’ = x” donne, a l'ordre 2 :

H//(O)( )+€H” ( )+€ H// ( _)_|_...

B R
OH'® oG oH'® oG, 2 RHO) HC,

+ ¢ [ oot s+ [ o+ 5 [ 507 () L™ -

re[s0 o) e [asl(ggj =) f;iﬂx,_x,,

+¢* Z [Flgz) (x) cos(kays + krgyé)} 4.

x/—x!/
kE{(O,k’Q,kg)}

A chaque ordre, on identifif”(® aux termes du second membre qui sont indépendanfseatey; ; les autres
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termes servent & déterminer les fonctiéfsOn obtient successivement :

H//(O) (XN, _) _ H/(O) (:L,III’ . _)
(1) (M 1) (10 (5'121>
H (X 7_):S (1’1,562,1'3,—,—,—)
OH'® G
= 5.122
ory oy, ( )
Cette derniére équation montre g3 est indépendant dg . Tenant compte de cette remarque, on a alors a
I'ordre 2 :
H//(Q) no_y [F(Z) " ]
A LN ) NP (5.123)
0S'M(x") oG,  0S'W(x") oGy oH'® 9GY,
dry Ay ory  Oyy  Oxf Oy,
+ Y BP(X") cos(kayh + ksyh) (5.124)

ke{(0,k2,k3)}
k£(0,0,0)

On peut prendré&r, indépendant dg; puisque tous les autres termes de cette derniere équation sont eux-mémes
indépendants dg,. Tenant compte dé.117) on a alors :

W/ aGll 1/ aGll o F(2) " - il 5.125
ny(x") EY ng(x") . i (x") cos(kays + k3ys) (5.125)
Yo Ys
kE{(O,kg,kg)}
k+#(0,0,0)
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G| s’en déduit par intégration terme a terme :

N N A ro Flgz)(X”)
Gi(21, 23, T3, =, Ya, Y3) = Z [y - sin(kayy + k3y3)
ke{(0,ka,k3)} w2 373 (5126)
k#(0,0,0)

On retrouve ici que les termes a longue période d’'ordre 2 donnent, apres intégration, des termes d’ordre 1.
On pourrait déterminer de maniére analogue les parties d’ordres supérieurs jusqu’a un ordre suffisant. Il en
résulte un hamiltonie{”(x”, —) conduisant &” constant et &” fonction linéaire de, comme en5.100)

Les expression&.119)permettent ensuite de revenir aux variabtésty’. Avec I'expression dér| trouvée en

(5.126) on obtient les relations implicites :

o=
2
dealt Y e BB o k) powri=2et3
/{2712 aly k3n5
ke{(0,k2,k3)}
k#(0,0,0) (5.127)
B F(x")
! /! k . / / . N
Y - sin(kqy, + k3 ourz=1a3
yz yz Z ax// <l€ TL2( //) + k TL3( //)) ( 2y2 dyj) p
ke{(0,k2,k3)}
k+£(0,0,0)

Il faudrait encore inverser cette derniére équation pour exprimey, lesiguement en fonction des constantes
composank” et en fonction des composantesyde fonctions linéaires eh; on pourrait alors exprimer les
en fonction de ces” ety”, puis, par les relation&.113) on remonterait aux variables initialesety.
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Remarque 1. S'il existe des entierg; et k, tels que le diviseukynl + ksnl soit de I'ordre des ou méme

plus petit, le terme correspondant ne peut pas étre intégré comme on I'a faifLlér)pour étre ensuite inclus
dansG. On se trouve alors devant un terme critique ou résonnant, comme damsdeque 2 du paragraphe
précédentmais la résonance se faisant cette fois entre des variables lentes (on parle alors de résonance séculaire)
Ces termes critiques, s’ils existent, nécessitent un traitement spécial : ils sont exGlustdeclus, non intégres,
dansH’™). Ainsi, dans le cas du satellite artificiel perturbé par les harmoniques zonaux de sa planéte kgomme

est nul dans chaque terme, les termes critiques correspondgptus petit ques. Or, avec=S"") qui s’identifie

a I'expression dé/;, donnée erf5.63) et avecr, = G etzz = © = G cosi, I'équation(5.117)donne :

oU 3 a’ o?
1_ YY) 2 4 e =
2= =q T 1M <5G2 1)

Cette vitesse angulaire s’annulle paus?i = 1/5, soit pouri = 63°26' ous = 116°34’ (cf. (5.83). On
retrouve I'inclinaison critique au voisinage de laquelle la méthode de Brouwer présentée ici n’est plus valable :
les termes enos 2w (0Ou ici encos 2y3) ne peuvent pas étre éliminés de I’hamiltonien et I'intégration des équations
d’Hamilton au voisinage de I'inclinaison critique nécessiterait de recourir aux fonctions elliptiques

Remarqgue 2. Lorsque I'on compare les deux méthodes de perturbation présentées dans ce paragraphe, on voit
gue la méthode itérative nécessite de faire le développement de Taylor du second membre de chaque équation
soit 6 développements pour le probleme du satellite artificiel; en revanche, en variables canoniques, on n'a
besoin de ne développer qu’une seule fonction —I’hamiltonien — mais en contrepartie, la forme analytique de
celui-ci est souvent plus complexe que celle des seconds membres exprimés en variables osculatrices classiques
par ailleurs, il y a un autre inconveénient : pour revenir aux variables initiales, on ne dispose que d’expressions
implicites qu’il faut inverser. Néammoins, I'intérét des méthodes de perturbation en variables canoniques est
important, d'autant plus que des méthodes plus performantes que celle de Von Zeipel existent mais dépassent le
cadre de ce cours; disons seulement leur principal avantage : en utilisant des développements en séries de Lie ¢
la place des séries de Taylor, on peut, au lie(Ed€13) construire des changements de variables canoniques qui
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soientexplicites; il est alors beaucoup plus facile de revenir aux variables initiales.

®Sommaire ®Index ®Page d’'accueil ®Précédente  @®Suivante ®Retour ®Retour Doc ®Plein écran ®Fermer ®Quitter



@@g Copyright (© LDL) 2002, L. Duriez - Cours de Mécanique céleste ® Partie 6 @ section 22.2.2 ® Page 299 de 396

Sixieme partie
Le probleme desN corps

23 Mise en équations du probleme ded’ corps
23.1 Intégrales premiéres
23.2 Réduction a un probléme @dé— 1 corps
23.3 Equations exprimées en fonction du gradient d’'un potentiel
24 Introduction au probléme des 3 corps
24.1 Positions d’équilibre — Points de Lagrange
24.2 Quelques propriétés du probléme restreint circulaire
24.3 Traitement du probléme des 3 corps par des problémes de Kepler perturbés
24.4  Sphere d'influence d’'une planéte
25 Probléme desV corps de type planétaire
25.1 Développement de la fonction perturbatrice
26 Perturbations du mouvement des planétes

26.1 Théorie a variations séculaires : Méthode de Le Verrier
26.2 Théorie générale du mouvement des planetes

Cette partie concerne I'étude du mouvemendhdmasses ponctuelles; repérées par des poinset animées
sous I'effet de leur attraction mutuelle. On peut aussi considérer que cela concerne les interactions gravitation-
nelles deNN solides ayant leur masse répartie avec une symétrie sphérique : On sait en effet que le champ de
gravitation de chaque sphere est alors équivalent a celui d’'une masse ponctuelle, égale a la masse totale de cett
sphére et placée en son centre. Dans toute la suite, pour des raisons de commodité de notation que I'on com-
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prendra plus loin, en faisad = n + 1, on numérotera ce¥ corps de 0 & : Ainsi P, P, ... P, auront pour
masses respectivesy, m, ... m,,.

Mise en équations du probleme desv corps

Les N corps sont isolés dans I'espace, de sorte que dans un repere galiléorigine O, les équations du
mouvement s’écrivent :

dOPk Km;my, “~ Kmymy
my Z BpP P.P; +‘7Z — PP, k=0,...,n (6.1)

Dans la partie 3, on a vu en détails que pdur= 2 (cf. (3.1)), ces équations s’intégrent, aboutissant au
mouvement képlérien des 2 corps. En fait, pausupérieur ou égal a 3, ces équations n’ont pas de solution

générale. On sait seulement construire certaines solutions particulieres, ou des solutions approchées, valables
sur un intervalle de temps limité. On ne va donc pas aborder dans ce cours I'étude générale du probléme des
N corps, mais seulement certaines de ses applications au systeme solaire : On va voir notamment dans quelles
circonstances le probleme des 3 corps peut se réduire a celui de perturbations de mouvements képlériens. Pa

extension, on en déduira que le problemendaanetes tournant autour du Soleil peut étre d’abord représenté

parn problemes de 2 corps (Soleil-planéte), chacun de ces problémes étant ensuite perturbé par la présence de:

autres planétes. On pourra alors appliquer a ces problemesclésdes de perturbatioimtroduites dans la

partie 5. Avant cela, il convient cependant d’examiner quelques unes des propriétés générales du probleme des

N corps.
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23.1. Intégrales premiéres

Le probléme desV corps est représenté parequations différentielles du second ordre ; c’est donc un sys-
teme d’équations scalaires d’ordr®&. Montrons qu’il existe 10 intégrales premiéres scalaires, qui permettraient
donc de le réduire a un systeme d’ordrg — 10.

On a d’abord 6 intégrales premiéres qui proviennent du mouvement rectiligne et unifor@ecdetre de
masse des$V corps. En effet, le systeme étant suppose isolé, la somme de toutes les interactions mutuelles est
nulle(cf. (4.3)); on adonc :
= d*OP;, d*0G
domp—5t =0=M—r

6.2
dt dt? (6.2)

k=0
ou M représente la masse totale dégorps. On a alor® G = OG, + Vt ouOG( etV sont deux vecteurs
constants représentant 6 constantes d’'intégration scalaires. On pourrait réduire le probleme a¢elui de
corps, déterminant le mouvement8g P, ... P, autour deiZ et déduisant celui d&, de la relation :

my GPy = — > m;GP; (6.3)
=1

On a ensuite 3 intégrales premieres données par le théoreme du moment dynamique appliqué a un systeme
isolé :

- d*OP, d [~ dOP,
oP 0= —( oP )
% E A\ my I 0 o % e A\ My =

Exercice Le moment cinétique e® du systéme ded/ corps est donc un vecteur constant. Le repére d’originen
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translation par rapport By étant aussi galiléen, le moment cinétiqueeast aussi constant :

dGPy

Z C-}].:’]C A my dt

k=0

Le plan orthogonal e’ au vecteulC est appel@lan invariabledu systeme ded corps. C’est dans ce plan fixe

gue s’effectueraient le mouvement de tous/Mgsi a I'instant initial, tous les vecteurs position et vite§sP ),

dCC}Zth étaient coplanaire€; étant alors orthogonal a ce plan commun.

~C (6.4)

On a enfin I'intégrale premiére de I'énergie cinétique :

z": d*0P, dOPk 2": Km;my dOPy
mg 2 : — ™ b 13 kL ¢ — 5,
— = k) (PPl dt

n

Km;my, dOP,  dOP;
:ZZ oo Ca )

d
dtP’fP“ on en déduit :

d <1 dOP, L & Kmymy,
i 2 im’“< ) (Z > PP ) (6.5)
k=0 k =k-+1

soit, en notanf’ I'énergie cinétique ded/ corps et/ leur énergie potentielle :

Avecg (OP, — OP;) =

n

Km;m
T+U=h avec Z Z PP, |k (6.6)

k=0 i=k+1
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23.2.

La constanté représente I'énergie totale du systeme, qui est conservée au cours du temps.

En tenant compte des constanfest 2, on pourrait réduire encore I'ordre du systeme différentiel de 4 unités
(en exprimant 4 des variables de position ou de vitesse en fonction de ces 4 constantes scalaires). En fait on
explicite rarement cette réduction d’ordre car cela détruit les symétries présentes initialement dans les équations.

Remarqgue . Si I'on ne peut résoudre analytiquement le probléme Mesorps, on peut toujours au moins,

par I'intégration numérique, trouver une solution particuliere discrete correspondant a des conditions initiales
données, et valable sur un intervalle de temps fini; les intégrales premiéres peuvent alors servir pour contréler
I'évolution des erreurs numériques (de troncature et d’arrondi) qui se propagent lors des “pas” successifs de
I'intégration : Les expression®.4) et (6.6) notamment doivent conserver une valeur constante tout le long de
I'intégration numeérique.

Réduction a un probléme deN — 1 corps

On a déja évoqué la possibilité de cette réduction dapsilegraphe précédemprés avoir obtenu le mou-
vement rectiligne et uniforme du poitt, centre de masse d@scorps. En posani, = GPy, la relation(6.3)
devient :

n

ug = — Z 1k uy (6.7)

m
k=1 0

Comme le systeme est isolé, un repere en translation d’or{giest galiléen, et I'on peut écrire les équations
(6.1)pourk = 1 an sous la forme :

d*u,, up — Uy - u; — uy
— = Kmy———3 + E Kmj ———

(6.8)
dt lug — uy)? (k) lu; — uy,
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On pourrait alors, dans le premier terme, remplagepar son expressio(6.7). Cependant, les équations

gu’on obtiendrait ainsi sont toutes moins simples que les équations initiales, de sorte qu’elles sont trés rarement
utilisées. On préfere le plus souvent étudier le mouvement relatif des gaimtar rapport a 'un d’entre eux,
d’autant plus que les seconds membres des équations inittalesou (6.8) ne dépendent que des positions
relatives desd’,. Choisissong’, comme corps de référence et posons :

ry = P()Pk = U — Ug (69)
AvecP.P;, = u; — u, = r; — r, on déduit alors des équatiof8):

v, v, d*ug “
= — = Km; Km; 6.10
> dt*  dt? ; (ik) M - rk\g Z M = r0\3 (6.10)

=1

Mais on a en particulier, = 0, de sorte que cette équation devient, pouf 1 an :

n
erk I

r, —Ig r;
— = —K(mo+mg) —5 + Km; ( 3 ) 6.11
dt? |r|? Z;(»?gk) e — 1 ) (6.11)

Ces équations décrivent le mouvement #gslans un repére de directions fixes et d’origifygce repére est en
translation non rectiligne et non uniforme, ce qui justifie les termekenr;/|r;|> représentant I'accélération
d’entrainement dé), due a la présence de). Le choix deP, comme référence pour le mouvement dg st
arbitraire, mais on prend généralement le corps ayant la masse la plus élevée.

En supposant qu’on puisse résoudreicésgjuations différentielles, on pourrait obtenir ensuite le mouvement

absolu des’, autour de&, puisqu’on au, = rj + ug etmouy = — » _,_, myuy, dont on déduit :
o g u m;
:—Z—rk avec M:ka puis : uk::rk;_' Mri
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Remarqgue.Le premier terme du second membre de I'équaftoil)représente une accélération képlérienne :
Alors, si I'on peut trouver des situations ou, dans I'équation relative a chBgues autres termes restent petits
devant ce premier terme, on pourra traiter le probleme\desrps commeéV — 1 problemes képlériens perturbés.
Concernant le mouvement autour @edans le second membre de I'équat{6r8), on pourrait aussi mettre en
évidence un terme képlérien enuu; /|ui |3, mais au prix de développements assez lourds (développements en
puissances des rapports de maégg@sa condition que ces rapports soient petits par rapport a 1).

23.3. Equations exprimées en fonction du gradient d’un potentiel

On peut exprimer les équations du mouvement absolu\desrps en fonction de leur énergie potentiélle
explicitée en(6.6). Les équation§5.1) peuvent en effet s’écrire aussi sous la forme :

d2uk .
d?

mp —grad, U pour k=0,...,n (6.12)

ou la notationgrad, U signifie que I'on prend le gradient dé au point P, ; autrement dit, s{xy, yx, 2x)
désignent les coordonnées cartésienneB.deu composantes de,), on a:

rad U_é‘_U_(a_U o @_U)
& L 811k N afL’k7 Gyk’ azk
Etant donnée I'expression deen fonction de ces coordonnées :
n—1 n
Kmym;
U=— . (6.13)
J;z:jz—i-l (s — 25)% + (i — ) + (2 — 7))
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sur lesn(n + 1)/2 termes de cette somme, seulstetermes qui dépendent d& interviennent dans le calcul
du gradient erP, ; on obtient par exemple :

ou u Kmymy(x; — xx)

Oy, i=0 (i#k) [(xz - xk)2 + (yz - yk)2 + (Zz - Zk)Q]

3/2

et des expressions analogues pgl% et g—g; ; ce sont bien les composantes du vecb@m% obtenues
dans I'équatior{6.1).

De la méme facon, les équatiofs11)du mouvement relatif descorpsp, . . ., P, par rapport &, peuvent
s’exprimer en fonction du gradient d’'un certain potentiel. En eft&i,, Y;, Zx) désignant les composantes de
ry, et(0/0Xy, 0/0Yy, 0/0Zy) celles du gradient eR,, noté de nouveagrad, = % on vérifie aisément que
ces équations se mettent sous la forme :

d’r K(mg + my)r
dtzk - _ ( Trk|3 1 )Tk + grad, V. pour E=1,....n (6.14)
avec .
- 1 r; - I“k)
' ; (i#k) (|r,— — 1| |r; |3 (6.15)

Remarque 1. Au contraire des équatiori6.14) les équation$6.12)induisent une formulation canonique. En
effet, pour avoir des équations sous forme canonique, il faut expliciter un jeu de variables conjuguées, tirées d’un
hamiltonien, fonction scalaire représentant la dynamique de I'ensembl¥ degps. Or, on constate €6.12)
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gue les équations du mouvement absoludleorps sont construites a partir du gradient d’une seule fonétjon
tandis que celles du mouvement relatif (explicitéeg@mn4) utilisent le gradient de: fonctionsV, distinctes.
Les fonctionsV}, ne permettent pas de construire un hamiltonien, mais, dans le mouvement absolu, il y a un
hamiltonien évident # = 7' + U [cf. (6.6)]. AvecT = % > r_o M3, les équations d’Hamilton sont relatives
aux variables canoniques. = (zx, Yk, 2k)k—o,...n €t @ leurs conjugueas, = (Zy, Ji, 2k )k—o,. » définies par :
a, = gg; =m0y, SOit encore 7, = g—ka = my1, et des expressions analogues ayget z;,. Aprés avoir
expriméH = T + U en fonction de ces variables, on obtient les équations canoniques suivantes, équivalentes a
(6.12):
duk OH t dﬁk OH
_ = e - =
dt 8ﬁk dt 8uk
Exercice
Remarqgue 2. Une autre fagcon de mettre le probléme désorps sous forme canonique, conS|ste a adoptelj_:)BL
coordonnées de JacobiConsidérant lesv corps dans un certain ordre, par exemple Py, . . ., B, on prend 4
comme variables les vectews = PyP, v, = G; P, 0uG, estle centre de masse fget P, DUISV3 = G,P;
ou GG est le centre de masse des 3 premiers corps, et ainsi de suite jusgd’é,, P, ouG,,_; est le centre
de masse des — 1 premiers corps. En posant :

k
=" m,
3=0
on obtient facilement les relations suivantes entrevjest lesr;, :

] 1
vi=r; etpouri>1 : visri—— ) myr; —VZ+Z—VJ
g=i
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En posant r0=u0 et rk=uk-u0 pour k non nul, on peut écrire matriciellement R=AU où R et U sont les matrices colonnes d'éléments (r0, r1,.., rn) et (u0, u1,..., un). Expliciter la matrice A et son inverse B (permettant d'écrire U=BR). On note U* la matrice colonne des variables conjuguées des éléments de U. Le changement de variables (U,U*)-->(R,R*) où R*=(tB)U* est canonique (tB est la transposée de B). Exprimer l'hamiltonien du problème des 3 corps dans ces nouvelles variables (appelées "variables héliocentriques canoniques" quand elles sont appliquées au système solaire). 
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puis, tenant compte dé.7) et (6.9), on obtient ces relations entre teset lesu; :

-1 n
1 < m;
0 J
vV, = Uu; — ) Z m;u, et pour: > 0 : u, =V; — Z —‘Vj
luZ—l =0 j=i lu]

L'énergie cinétiqud’ des/N corps dans leur mouvement absolu dépendaibéesvitessesi, ; elle se transforme
alors en une expression ne dépendant plus que gaegablesv; :

1 o pj_
T=2> B
2 1y

Exercice Par ailleurs, dans I'énergie potentielle donnée er(6.6), les distance$PP;| = |r; — r;| S'expriment en
fonction de I'ensemble des; (et aussi des masses). L'hamiltoniéh = 7" + U s’exprime donc en fonction

de 2n variables canoniques vectorielles : feset leurs conjuguees; = GTT (ou en fonction desn variables

canonigues que sont les composantes cartésiennes e vesteurs). Ainsij, le paramétrage de Jacobi permet a

la fois de réduire I'ordre du systéme différentiel et de donner des équations sous forme canonique. Cependant,
comme les distances mutuelles déssont ici des fonctions des masses d’autant plus compliquées gsé

grand; aussi, c’est surtout dans le probleme des 3 corps que I'on trouve l'utilisation pratique des variables de
Jacobi.

24. Introduction au probleme des 3 corps

Avant d’aborder I'étude du mouvement @dé corps dans le systeme solaire (le Soleil, les planetes et leurs
satellites), il convient de voir quelques propriétés du fameux probléme des 3 corps. Des générations de mécani-
ciens célestes se sont attaquées a ce probleme sans en venir & bout tant il est riche en difficultés de toutes sorte
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Déterminer l'hamiltonien du problème des 3 corps en variables de Jacobi. 
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et I'on découvre encore aujourd’hui des propriétés nouvelles (orbites périodiques, résonances, régularisation des
collisions, chaos lié a la non-intégrabilité des équations3,

Nous n’utiliserons pas ici le paramétrage de Jacobi, mais considérerons simplement les mouvements relatifs
de P, et de P, par rapport & ; en posant;, = PyP;, ces mouvements sont décrits par les équatibrisl)
particularisées ici au cas= 2 :

d2r1 I ( s —I'q Iy )

— = —K(mg+my) —= + Kmy — 6.16
a7 = Kt nf [P 20)
d2r2 K( i ) o i K ( ri —TIo Ir ) (6 17)
—= = —K(mg+msy) —= m — .
At O P BTE

Ces équations se simplifient un peu si, par exemple, la mag®st négligeable par rapportia, et am, : En
annullantm,, le mouvement dé’; devient képlérien et il ne reste a étudier que I'équatto7); c’est alors le
probléme restreint des 3 corggeu probléme restreint circulaire si le mouvementfgeest circulaire). Pour le
moment, nous considérerons cependant que les 3 masses sont quelconques.

Rappelons encore que le choix &g comme référence pour les mouvementsjet P, est arbitraire : On
peut tout aussi bien choisi?, pour repérer le mouvement de ; pour cela, en soustrayant membre a membre
les équation$6.17)et (6.16) on obtient alors :

d? —
(ro —ry) = —K(ml—l—mg)rgirlﬁ—i-f(mo ( o i> (6.18)

dt? lry — 19 |1‘1|3 |1”2|3

Bien sdr, I'équation qui donne le mouvement Bgepar rapport aP; n'est autre qué6.16)changée de signe.
Notons que dans tous les cas, chacune des équéfidriga (6.18) présente une partie képlérienne et une partie
non képlérienne, et que pour des massgsm, etm, données, il suffit de considérer 2 de ces 3 équations.
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24.1.

®Sommaire

Avant de voir dans quelles circonstances le probleme des 3 corps peut étre considéré comme une superpo-
sition de problemes képlériens perturbés, examinons certaines situations ou ce probléme est intégrable : elles
correspondent en fait a des positions d’équilibre relatif.

Positions d’équilibre — Points de Lagrange

Les équations du mouvement des 3 corps admettent 5 solutions d’équilibre relatif, c’est-a-dire des situations
ou les rapports des distances mutuelles sont constants : Dans 2 de ces solutions, les 3 corps, restent équidistant
les uns des autres (ils sont donc a tout instant aux sommets d’un triangle équilatéral), tandis que dans les 3 autres.
les 3 corps restent constamment alignés avec des rapports de distance constants. Nous allons montrer que dan
ces 5 situationsP; et P, décrivent autour dé,, des mouvements képlériens coplanaires et de méme fgyer

Les solutions “équilatérales” s’obtiennent en écrivant que dans les équé&iidig et (6.17) on a a tout
instant :|r;| = |re| = |r; — r3|; on obtient alors :

d*r r

—21 = —K(mo+m1 +m2)—13

dt 3l (6.19)
d2r2 K( X 4 ) Iy

— = —K(mg+my +mg) —=

A’ O TR P

®|ndex ®Page d’'accueil ®Précédente  @®Suivante ®Retour ®Retour Doc ®Plein écran ®Fermer ®Quitter



Q@g Copyright (© LDL) 2002, L. Duriez - Cours de Mécanique céleste ® Partie 6 ® section 24.1.0 ® Page 311 de 396

Or, ces deux équations peuvent étre satisfaites en méme tempesi’, décrivent chacun autour de,
des coniques coplanaires de méme folfgrde méme demi-grand axe et de méme excentricité, bref des co-
nigues égales mais déduites I'une de l'autre par une rotatiah6de autour der ; alors, comme la constante
d’attractiony = K(mg + m; + ms) est la méme pour les 2 équations képlérienite$9) les mouvements
sur ces deux coniques se feront de facon synchrone (en particulier avec la méme période si les 2 mouvements
sont elliptiques) : Il suffit pour cela qu’au dépdrt et P, forment avecF, un triangle équilatéral et que leurs
vitesseg etr, Vérifient : |1, | = |f3] etr; AT = ro A Io; autrement dit, a cet instant, les vitesses sont égales et
forment entre elles le méme angle @¥ que les rayon-vecteurs ; ces conditions initiales suffisent pour donner
des mouvements képlériens identiques, coplanaires, simplement décéléd'de de I'autre.

Si ces mouvements sont circulairdy, et P, parcourent le méme cercle, de cenkig avec 2 dispositions
possibles des 3 corps, I'une correspondant au cal, @st en avance d&° sur Py, et 'autre, au cas ou il est
en retard de ce méme angle. Dans un repgifk, tournant aved; autour dePyk, (le vecteu? P, y est donc
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fixe, par exemple sur I'ax&yi), le point P, est alors également fixe, dans le plaj, au troisieme sommet de
I'un des 2 triangles équilatéraux que I'on peut construire sur lede dans ce plan. Les 2 positions d’équilibre
correspondantes sont Ipsints de Lagrangappelésl, et L. Si la massen, est négligeable devant, etm;
(probléme restreint circulaire), on peut montrer que les position3 @ L, ou enLs sont stables (au sens de
I'existence de petits mouvements dans leur voisinage) si les magsstsn; vérifient :% > (25 + 1/621)/2.

Exercice

Dans le systeme solaire, on rencontre plusieurs de ces situations d’équilibre au voisinage de points de La-
grange : On trouve d’abord de nombreuses petites planéetes qui se maintiennent sensiblement a égales distance
du Soleil et de Jupiter, précédant ou suivant cette planéte d’eriifasians son mouvement héliocentrique ; on
peut montrer en effet que chacune de ces petites planetes forme avec le Soleil et Jupiter un probléme de 3 corps
les autres planetes ne les perturbant pas suffisamment pour détruire la stabilité de cet équilibre (la condition
de stabilité :mq/m; ., = 1047 est bien vérifiée) ; ces petites planetes qui accompagnent Jupiter sont appelées
planetes “troyennestar on leur a donné des noms des héros de la guerre de Troie : Achille, Ulysse, Ajax, Nestor
etc. Par ailleurs, on sait depuis 1980 que Téthys et Dioné, 2 parmi les 8 gros satellites de Saturne,“possédent”
aussi 3 petitsatellites coorbitauxdans le voisinage de leurs points de Lagrange : Telesto et Calypso accom-
pagnent Téthys aux environs des points respetijfet L; du systéeme Saturne-Téthys, tandis que Héléne suit
Dioné au environs du poirt, du systéme Saturne-Dioné.

Quant aux solutions d’équilibre “alignées”, on les obtient en écrivant que dans les équatidhst (6.17)
on a a tout instante, = ar; ou« est une constante ; alors, augc— r, = (1 — a)ry, on obtient :

d? 1 —
rl:—K<m0+m1+m2<a a)) Iy

— -

dtQ ’CY|3 ’1 - CY|3 ‘r1|3 (620)
d’ry K< P |laf? (1 l-—a )) )

— =—K({mg+ma+m —

dt2 TR 11— al*)) |
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Dans le cadre du problème restreint circulaire, développer les équations du mouvement d'une particule au voisinage du point de Lagrange L5 dans le repère tournant. En notant (x,y) les (petits) écarts à cette position dans le plan du mouvement, linéariser les équations et retrouver la condition de stabilité des petits mouvements énoncée ci contre. 
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Pour avoirr, = ary, et doncry = aity, il faut encore que les coefficients en facteurfdelans ces 2 expressions
vérifient I'équation :

« 1—«a 1 al? 1 -«
mo + mq + m2<’a|3 + T a|3> = o (mg + mg + my % <1 — |1—704|3>> (6.21)
Exercice On peut montrer qu'il existe 3 racines réellesqui vérifient les inégalitésas < 0 < a; < 1 < ay. Pour
chacune de ces valeurs, a condition qu'au départ on ait ausgsir, = a’r; A 11, les orbites deP, et P,
autour deF, sont 2 coniques de foyet,, coplanaires, homothétiques dans le rapporet ayant leurs grands
axes confondus et la méme excentricité (et la méme période si elles sont elliptiques) ; les trois points restent
alors alignés quelque saitLes racinesy;, a, etas correspondent a 3 configurations ou les points sont alignés
respectivement dans l'ordré® P, Py, PyP, P> et P, Py P;.
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Retrouver les équations (6.20) et (6.21) à partir des équations (6.16) et (6.17). Représenter graphiquement l'équation (6.21) pour diverses valeurs des masses et pour les trois intervalles de alpha utiles. Vérifier ainsi qu'il n'y a bien que trois racines, une par intervalle. Dans le cas m2=0, on pose m0=1-µ , m1=µ . A partir du graphe correspondant à la racine comprise entre 0 et 1, montrer comment, avec l'algorithme de Newton, on peut calculer cette racine pour une valeur donnée de µ, puis comment on pourrait en déduire une représentation de cette racine en fonction de µ. 
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J o Ly
Ly L g
Po P1 1
.".."L4

Si les orbites de”; et P, autour deF, sont circulaires, ces racines correspondent a 3 positions d’équilibre
relatif : Dans un repére tournant aveg¢ autour del;, on a 3 positions fixes possibles pady, sur I'axe Py P,
en des points de Lagrange notes L, et L3 et correspondant @, o, etas. Cependant, on peut montrer que
ces 3 positions d’équilibre sont toujours instables.

24.2. Quelques propriétés du probleme restreint circulaire

La massen, est prise égale a zéro, tandis gbedécrit autour d&”, un mouvement circulaire de rayan
avec la vitesse angulaire constanietelle quenia? = K(mg + mq) cf. (6.16) SoientPyigj, le plan fixe de ce
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mouvement ez = Ryigjoko le repere de directions fixes qui lui correspond. Dans ce repére, le mouvement de
P, est donné par I’équatio(r6.17) réecrite ici de fagon a souligner que le repere de référendeg,est

r ry —r r
= —Kmo—2 + Kmy ( —— 13) (6.22)
1 — 1o T

Soit R = P,ijkg le repere tournant aveg, autour dePyk, et tel queP,P; = r; = a,i; son vecteur rotation est
alorsQ g/, = n1ko. Par composition des accélérations (1.18)), le mouvement dé, est alors donné dans ce
repére par I'équation :

dRI‘2 d2ROI'2 dRr2
= 2Q2 A (€2 A 6.23
soit :
dQRI'Q dRI'Q 0 Kmo Km1 Km1 ry -TIo 2
2ni ko N —— = — = - = — (ko - o)k 6.24
a2 + 2n1 Ko i Br; \ [ra] it — 1o e ny (r2 — (ko - r2)ko) ( )

En notant(z, y, z) les coordonnées d@, (ou composantes dg) dansR, on abouti enfin aux équations :

i — 20y = 8_W
0

5+ 2y = O (6.25)
oy :

. oW

i =g
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avec
2
- ﬂ . 2 2 Km() Km1
W = ((33 vay)” +y > + @+ 12+ 2172 + (a1 —2)2 + 42 + 22)1/2 (6.26)
ou I'on a posé :
my
Y=
mo + My

On remarque le premier terme, représentatif de I'accélération d’entrainement et qui correspond a une rotation
autour de(7, centre de masses d&g et deP; : En effet, le mouvement d& par rapport a un repére galiléen se
décompose en une rotation autou#lsuivie d’une translation de vecteGiP, = —va,i. Les deux autres termes
représentent les potentiels de gravitatiomiet deP; en . En multipliant les équation®.25)respectivement

parz, y et Z, puis en les additionnant membre a membre, on obtient une expression intégrable aboutissant a
I"intégrale de Jacobilu probleme restreint des trois corps :

1
S@E@ i+ =W-C (6.27)

ou C' est une constante que I'on peut évaluer a partir des conditions initiales. Comme le membre de gauche est
toujours positif ou nul, le mouvement d& est confiné dans le domaine ou I'on &: > C'. La surface qui

limite ce domaine, définie pad’ = C, est appelée surface de vitesse nulle. Pour obtenir une expression plus
symétrique déV on pose d’abord :

po=1"+y +2 et pi=(z—w)+yP+?
puis on vérifie que l'on a :

(z = var)® + o = (L= ) + v} — 2 = (1 = )]
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Ensuite, comme on a

nia; = K(mo+my) = Kmo=(1-v)nia et Km, = vnia}
on trouve :
W =n3a’ < (1—v) (i - '0—(2)> +v (i - p_f) — 1712(22 + (1 —v)a?) (6.28)
1 Lo Qai’ P1 2@? 2 ! ! .

Supposons que, pour simplifier, le mouvemenfis’effectue dans le plan = 0 (probléme restreint circu-
laire plan: il suffit pour cela queP; soit lancé initialement dans ce plan avec une vitesse contenue aussi dans ce
plan) ; la valeur d€' découle de ces conditions initiales et, suivant cette valeur, le mouvement ultérieur se trouve
eventuellement confiné dans une région du plan limitée par la courbe de vitesse nulle définie par I'équation :

1 4 1 1 C  v(l-v
Wi(z,y) = (1 - v) <% + 2%) +u <E + 2’)—;?) — (2a1 ) _¢, (6.29)
Ces courbes existent poal; > 1,5. On peut voir leur forme en fonction d&, sur les figures suivantes ou,
dans I'espacézx, y, C1), on a cartographié la surfacg = Wi(x,y) par ses courbes de niveau entré et 2

(la Figure Aprésente 11 de ces courbes correspondant aux vatéurs 1,5 + 0,05k , pourk variant de 0

a 10); cette surface est aussi vue en perspedtiei(e B), laissant apparaitre une “cuvette” formée de deux
“vallées” symétriques par rapport au plar= 0 et séparées par 3 “cols”. La surface remonte au centre en deux
“pics” verticaux centrés suf, et surP;. Dans cet exemple, on a pris= 0,1 eta; = 1 mais on obtiendrait
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gualitativement la méme forme pour d’autres valeurs.de

1.5- 4
1 Q

0.5-

yo

=

A\

~151
15 -1 05 6X 05 1 15

Figure A Figure B

Le fond de chaque vallée corresponda= 1, 5 (Quelgue soit), la ou la courbe de vitesse nulle est réduite a un
point; ce point correspond précisément a I'un des points d’équilibre équilatéral de Ladraogd.; : Sil'on
placeP, en I'un de ces points avec une vitesse nulle, il y reste car en ces poinggrad &8, = 0. Au contraire,
sil'on placeP; en I'un de ces points avec une vite$é@on nulle, la constanté; est alors inférieure & 5 (elle
vaut1,5 — V?/(2n2a3)) et donc le plan: = C; ne coupe pas la surface= W, (z,y). Dans ces conditions,
P, peut a priori atteindre n’importe quel poifit,y) du plan et sa vitesse ne s'annulle jamais. L'étude des
éventuels petits mouvements au voisinage des posifige$ L5 est un autre probléeme : On pourrait le résoudre
en linéarisant les équatiofis.25)et (6.26), c’est-a-dire en faisant le changement de variablesy) — (£, 7)
défini parz = a,(1/2 + €) ety = a1(+v/3/2 + 1) et en supposant queetn sont des infiniment petits d’ordre
1; c’est de cette fagon que I'on obtient la condition de stabilité annoncée daasalgraphe précédecar on
montre que les petits mouvements existent si 'o”a/(1 — v) < 1 d’ou l'on tire : %—(1’ > (25 + /621) /2.
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Les cas intéressants a discuter concernent des positions initialés aerespondant a des valeurs @e
supérieures a, 5. On distingue 3 situations critiques correspondant aux cas ou le plan “horizental”; est
tangent a la surface= W, (z, y) au niveau de I'un des 3 cols :

_ ,15' I
e ~ C
/ e
/ 1
// y \ \
{ 51 CZ \
/ / \ —
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| -1 o5 05 x1’ 15
\ \ /
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Figure C: C = C{l)

Figure D: C; = C{Q)
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Figure E: C; = 0{3)

Ainsi, pourCy = 01(1) (= 1,8434766 pourv = 0, 1), P, ne peut jamais se trouver dans la zone deitare

C comprise entre les courbés et C, carW(z,y) y est inférieur éCfl) ; P, est donc soit contraint a rester dans
la zone extérieure a la courlég, soit confiné prés dé&, ou pres deP; a l'intérieur de la courb€’; en forme de

8 renversé (donc en situation de satellite de I'un de ces points). Le point singulier de la courbe en 8 est le point

de Lagrangel,. Pour des valeurs d€; supérieures E{l), P, se trouve nécessairement confiné davantage a
I'intérieur deC; (plus pres de&”, ou del;), ou bien davantage a I'extérieur dg, pouvant alors éventuellement

s’échapper a l'infini.

PourC; = C® (= 1,7783422 pour v
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comprise entre les courbé$ et C. ; le point singulier de la frontiere de cette zone est le point de Lagrange
PourCf) < () < 01(1) on aurait des courbes intermédiaires entre cellesdrses Cet D (on peut en voir
guelques unes sur lagure A) : Si P, est I'intérieur de la courbe interne, il reste indéfiniment dans le voisinage
de P, et deP;, pouvant passer librement du voisinageftJ& celui deP; mais sans pouvoir s’éloigner a I'infini;

au contraire, siP, est a I'extérieur de la courbe externe, il ne peut jamais s’approcher tres pfgstide P;

mais peut s’échapper a l'infini.

PourC; = 01(3) (= 1,5947891 pourv = 0,1), P, ne peut jamais se trouver dans la zone dé&itaure
E contenant les pointg, et Ls ; le point singulier de la frontiere de cette zone est le point de Lagrapge
PourC® < ¢, < ¢ on aurait des courbes intermédiaires entre cellesstgses Det E (cf. Figure A);
la zone interne proche d@, et P, est maintenant ouverte sur la zone externe et dorng la possibilité d’'étre
trés proche dé% ou de P, a un certain instant, puis de s’en éloigner jusqu’a l'infini. Pour terminer, si I'on a
1, < () < Cf?’) , P» peut parcourir tout le plan sauf des voisinaged.gdet deL; qui tendent vers ces points
lorsqueC; tend versl, 5 et enfin, poulC; < 1,5 I'ensemble du plan est accesssibl&a

Traitement du probléme des 3 corps par des problémes de Kepler perturbés

Les équationg6.16)a (6.18) montrent que les accélérations relativesitlest P, par rapport &, ou depP,
par rapport &, sont toujours la somme d’une accélération képlérienne et de deux autres termes non képlériens.
Il suffit donc que ces autres termes soient petits par rapport au premier pour que ces mouvements relatifs soient
représentables par des mouvements képlériens perturbés. Il existe au moins deux situations ou ces termes noil
képlériens peuvent étre considérés comme des perturbations ; réalisons ces situations avec des corps du systernr
solaire :

®|ndex ®Page d’'accueil ®Précédente  @®Suivante ®Retour ®Retour Doc ®Plein écran ®Fermer ®Quitter



Q@g Copyright (© LDL) 2002, L. Duriez - Cours de Mécanique céleste ® Partie 6 @ section 24.3.1 ® Page 321 de 396

24.3.1.

®Sommaire

cas{Soleil+ 2 planetes : mg > m; etmg > mo

Si mg est la masse du Solel,, prépondérante sur celles, et m, des planetes’; et P, (ces 2 masses
etant éventuellement du méme ordre de grandeur), les equéfidriy et (6.17) représentent le mouvement
héliocentrique des 2 planétes. Les termes qui possédentet K'm; en facteur dans ces équations sont alors
petits devant le terme képlérien, a condition toutefois que la quaritité—r, |* reste du méme ordre de grandeur
quel/|r |? etl/|ry|? : C'estle cas sP, ne s’approche jamais tres presig et il suffit pour cela que les orbites
de P, et P, soient bien séparées, c’est-a-dire avec des excentricités faibles et avec demi-grands axes osculateurs
a; etay bien distincts (tels quer; — ay| soit du méme ordre de grandeur queou a,). Si les 2 planétes ont
des masses comparables, leurs perturbations mutuelles seront également comparables; si I'une des planétes
une masse tres petite devant celle de I'autre, la grosse planéte perturbera la petite mais ne sera pratiquement pa
perturbée par elle.

On peut se demander jusqu’a quelle distance minimal®,deeut passeP, pour que le mouvement de,
par rapport & reste représentable par un mouvement képlérien héliocentrique perturbé. Pour cela, il suffit que
dans I'équatior(6.17), le rapportR entre les modules de la partie perturbatrice et de la partie képlérienne soit
inférieur a un certaia petit donné :

rs —TI3 rp

ma —
e — 11

R= - <e (6.30)
(m() -+ mz)

’1“2\2
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Soitp 'angle entreP, P, et P, P,, c’est-a-dire entre-r, etr, — ry, et posons :

_ Ty — 1y

|r1 |

(6.31)

Exercice On trouve :
(1 —2accos o + a?)(1 + 202 cos p + at)1/2 (6.32)

a devient petit devant l'unité sP» se rapproche dé’, et R tend alors vers sa partie principa%% O% ; pour
avoir R < ¢, il suffit donc d’avoir :

s 1m

. 1/2
a® > - — soit lry —1y| > (— —) |11 | (6.33)
€ Mo €

Par exemple, ﬁ% = 1072 (P, représentant alors Jupiter), pour que la perturbation (par Jupiter) du mouvement

héliocentrique de la planétg, soit inférieure & = 1072, il suffit d’avoir o > 1/3.16, et donc queP, soit
distant de Jupiter d’au moins le tiers de la distance de Jupiter au Soleil ; ceci est réalisé pour toutes les grosses
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planétes et pour la plupart des petites planétes du systeme solair%ﬁg\veclo*’ ete = 1072, on obtiendrait

a > 1/10 : P, peut s’approcher d’autant plus d& quem,/m, est plus petit. Bien sdr, dans le méme temps,
le mouvement héliocentrique d& pourra aussi étre considéré comme perturbépai o vérifie une relation
analogue #6.33)avecm; a la place den, : C'est la plus grande des 2 masses qu'il faut donc utiliser dans cette
relation.

Remarque. On peut généraliser cette situation & un ensemble planétes de masses; petites devant celle

mo du Soleil. Les équation&.11) représentent alons probléemes képlériens perturbés si aucune des quantités
1/|r; —r;|> ne peut devenir grande devariir,|? quelque soit: : Il suffit pour cela que les orbites deplanétes

soient bienhiérarchiséesne permettant pas de rapprochements serrés entre planetes; c’est le cas de systéemes
planétaires dont les orbites sont quasi-circulaires et quasi-coplanaires, et dont les demi-grands axes, ordonnés pa
valeurs croissantes, sont tels que; — a; soit du méme ordre de grandeur qyeC’est alors ce qu’on appelle

un probleme de: + 1 corps deype planétaire

24.3.2. cas{Soleil + planete + satellite} : mg > m; > mq

mg représente toujours la masse du Solei],celle d’'une planéte et, celle d'un satellite de cette planéte.
L'équation(6.18)représente alors le mouvement planétocentrique du satellite perturbé par le Soleil. Bien que
soit tres grand devamt; etms,, le terme ayanK mg en facteur dans cette équation pourra étre une perturbation

du terme képlérien si ce facte ,1|3 E |3, est lui-méme assez petit; cela arriverdrs| est suffisamment
Iy 1)
voisin de|r,|, c'est-a-dire si le satellite est toujours suffisamment proche de sa planete ; l'influence de celle-

ci restera alors prépondérante sur celle du Soleil. Le terme képlérien|en- r,|?, est d’ailleurs lui-méme
amplifié par la petitesse de;

On peut se demander jusqu’a quelle distafggeut s’éloigner de€”; pour que son mouvement autour de
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P, reste assimilable a un mouvement képlérien planétocentrique perturldig.gafaut pour cela que, dans
I’équation(6.18) le rapportR’ entre les modules de la partie perturbatrice et de la partie képlérienne soit inférieur
a un certaire petit donné :

Ir 1)
Mo |73 — 1 3
R = il |r12‘ <e (6.34)
(1 +mg) ———
vz — 11

Exercice ¢ désignant toujours I'angle entre enPgP, et P, P,, et conservant la notatid.31)pourc, on trouve :

R=_—T0 43 V1+3cos?p(1+0(a)) > _ T 3 (6.35)

my + My mi + msy

1/3 1/3
a < (5 M) = (5 ﬂ) (6.36)

Dans le méme temps, I'équati@d.16) qui définit le mouvement héliocentrique de la planéete, donne aussi,
en changeant tous les signes, le mouvement planétocentrique du Soleil ; celui-ci pourra étre assimilé a un mou-
vement képlérien perturbé par le satellite si le termdsen, est suffisamment petit. Or, ce terme contient la
quantitél /|r, —r1|?, qui est d’autant plus importante que la distance du satellite a la planéte est plus petite. Pour
pouvoir traiter aussi cette équation comme un probleme képlérien perturbé, avec le niéaeg que I'on ait :

Donc, R’ < ¢, correspond a :

s — Iy Iy 1
moy = B —
R — ry — I'1|3 ‘1'2|3 . M2 vy — I'1|2 L |I'1|2
- e T T mlm—rE €
(mo +my) —5 Mo — Mo |ry — 1y
|r1] r1]
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c’est-a-dire : s
T2 cco?  soit, dapréeg6.36);  —2 < &3 <@>

mo mo mo

Ainsi, la masse du satellite rapportée a celle du Soleil doit étre beaucoup plus petite que celle de la planéte.

24.4. Sphere d’influence d’une planéte PbL
3

On vient de montrer que dans un certain voisinage de la pldhéta a intérét a représenter le mouvement de

P, dans un repére planétocentrique, alors que plus loin, il vaut mieux représenter ce mouvement dans un repére
héliocentrique. On peut schématiser cela sur un graphique : représentons les fonctiondéksi = % a?

etR = % a3, qui sont des approximations des fonctidd®t de R’ données eif6.32) et en(6.35), valables

pour « petit et majorées pour toutes les valeurs possibles @es deux courbes se coupent ep, (Ry) :

ap = <@>Z/5 « > R=R=Ry= (@)1/5 (6.37)

mo mo

Sur la figure suivante, on observe les 2 intervallesveati 'on aR < ¢ et AR’ < ¢ ces intervalles sont
disjoints sic est inférieur aR, et la valeura, sépare I'espace en 2 domaines : paut og, on ak’ < R et il
vaut donc toujours mieux utiliser pous, des équations en repere planétocentrique ; dans le cas contraire, on a
R < R', et donc des équations en repére héliocentrique sont préférables.

La région de I'espace ou I'on al < R est appelésphére” d’'influencede la planéte®;, dans I'environne-
ment du SoleilP,. On a de fagon approchée (en majorant@ur R’ < R poura < oy = (%—3)2/5, mais on
peut aussi tenir compte gedans le premier terme négligé du développement éeR’ en puissances de: La
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surfaceR = R’ est alors sensiblement donnée en fonctiopgrr I'équation :

2/5
M -2 o a3(1 4 3cos? )12 soit:  a = (1+3cos? ) /10 <ﬁ> (6.38)
mo my mg
La fonction (1 + 3 cos? ) /1% prend toutes ses valeurs entr87 et 1. Autrement dit, comme représente le
rapport des distances d& a P, et a P, pour |r;| fixé, 'ensemble des positions d& telles quelry — rq| =
(1 + 3 cos? p)~1/10 (%—3)2/5 |r1| est une surface lIégerement allongée V&rst qui s'écarte finalement assez peu
d’une sphere.

représentation représentation
héliocentrique : planétocentrique :
R — M 2 R — Mo 3
R = g @ B = my O
Rof=m77777777 2 ‘
Elr e BTN o= ry — 14|
: - ag ~ [t
- mouvement ‘mouvement
planétocentrique d&, héliocentrique de>,
perturbé par, perturbé par;

On trouvera dans l@ableau 6le “rayon” ay|r;| de la sphere d'influence des principales planetes du sys-
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téme solaire, ainsi que la valeur d& qui lui correspond. On peut vérifier que tous les satellites naturels des
planétes sont largement a l'intérieur de la sphére d’influence de leur planéte. Cependant les vatgssnie

plutdt élevées, dépassant toujours la valeue de 10~2 que I'on peut considérer comme un maximum pour
pouvoir parler de perturbation. En réalité, tous les satellites naturels connus sont aussi dans la sphere plus petite
correspondant &' < 10~2 (derniére colonne diliableau §. lls sont donc tous susceptibles d’étre étudiés par

des méthodes de perturbation. Par exemple, le mouvement géocentrique de la Lune perturbé par le Soleil cor-
respond & = 0, 00266 ; le rapportR’ atteint alorss 10~3, valeur suffisamment élevée pour que I'on considére
généralement le probléme de la Lune comme 'un des plus difficiles de la mécanique céleste.

Exercice On constate par ailleurs que la sphére d’influence des plus gros astéroides est loin d’étre négligeable : L'existence

®Sommaire

de satellites autour de ces petites planétes est tout a fait possible ; en fait, la sonde Galileo en route vers Jupiter
a frélé deux astéroides, Gaspra et Ida, et a découvert en 1993 un tout petit satellite tournant autour de ce dernier
(Ida est pourtant plus de 10 fois plus petit que Céres en dimension, et son satellite Dactyl est en orbite a une

distance d’'une centaine de kilométres). De méme en 2001, la sonde spatiale NEAR s’est satellisée autour de
I'astéroide Eros, confirmant par la la possibilité pour les astéroides d’avoir des satellites.

On trouve aussi autour de Jupiter, de Saturne et d’Uranus, des systemes de satellites dont les masses son
suffisantescf. Tableau 2 pour qu’ils se perturbent entre eux, formant autour de leur planéte des petits systemes
de type planétaire. Il faut bien sir ajouter a ces perturbations mutuelles, les perturbations dues au Soleil qui sont
propres a tout probléme de satellite. On trouvera sur le site du Bureau des Longitudes toutes les données utiles
concernant les orbites des planétes et de leurs satefiites (/www.bdl.fr ).
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Tableau 6 “Rayon” (ap|r;|) de la sphere d'influence des principales planétes du systeme solaire. On
donne aussi, pour chaque planéte, a quelle distaneg| un satellite de cette planete est perturbé par le
Soleil avec ure égal a: 1072 [on a alorsa; = (10~2my /mg) /3.

Py % Qo Ry |I‘1| Oéo|1'1‘ 041|I'1|
UA 105 km 105 km
Mercure 1,6610~7 0,0019 0,044 0,387 0,112 0,068
Vénus 2,4510°% 0,0056 0,075 0,723 0,616 0,313
Terre 3,0410°% 0,0062 0,079 1 0,929 0,467
Mars 3,2310°" 0,0025 0,050 1,52 0,576 0,336
Céres 5,9 107 0,0002 0,014 2,8 0,085 0,075
Jupiter 9,5510~* 0,0619 0,248 9,20 48,2 16,5
Saturne 2,86 10~*  0,0382 0,196 9,55 54,6 20,3
Uranus 4,37107° 0,0180 0,134 19,2 51,8 21,8
Neptune 5,1810°° 0,0193 0,138 30,1 86,9 36,0
Pluton  7,69107° 0,0006 0,024 39,7 3,3 2,4
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25. Probleme desN corps de type planétaire

Un tel probléme est caractérisé par la prépondérance de la masser lesn autres masses;, et par
I'nypothese que les points correspondant’ décrivent autour dé’, des orbites bien hiérarchisées qui restent
voisines de cercles coplanaires centrés/$yron a vu que cela permet de traiter eesorps comme: problemes
képlériens perturbés mutuellement. On supposera donc désormais gusdasordonnés selon cette hiérarchie
par distances croissantes;(;| > |r;|). Dans la suite, on appellera généralement Soleil le géiet planétes les
autres points, mais les résultats pourront s’appliquer également au systeme IdsatellitesP; d’'une planéte
Py, qui se perturbent mutuellement et qui sont perturbés par le $l¢ils sont éventuellement perturbés aussi
par la non-sphéricité de la planéte, et, a un degré bien plus faible, par les autres planétes).

On se propose donc ici d’étudier les perturbations du mouvement képlérien héliocentrique des planétes ; nous
partons pour cela des équations du mouvement écrit@skhet(6.15)pour les vecteurs de positidtyP, = r;,
et réécrites sous la forme :

d'ry L + En grad, Uy pour k=1l n (6.40)
= —— LYk = digooog .
dt’ el = i)
avec .
m; 1 r;, Tp
i (mo + my,) e ki = [k P———— <|I'z " I > (6.41)

Le mouvement képlérien osculateur héliocentriqueRdesst défini par le premier terme dé.40) avec la
constante d’attractiop,, ; ce mouvement osculateur est bien sir supposé elliptique, avec un demi-grand axe
aj et un moyen mouvement, vérifiant a tout instant la troisieme loi de Kepler :

nia; = (6.42)
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Uy; est la fonction perturbatrice de la pland®g perturbée par la planéte. Les petites quantités; = 4

mo
A ; .y _ €; ) AyF .
sont appeléemasses perturbatricest on a aussi T DansU,;, on distingue deux termes :

la perturbation directek'm; /|r; — r| issue de la loi de Newton, et fgerturbation indirectelm;(r; - 1) /|rs |
qui représente la partie de I'accélération d’entrainemenPddue aP;. Les fonctionslU,;, ayant une masse
perturbatrice en facteur, sont qualifiées de perturbatiomsict 1 des masses

De nombreuses méthodes de perturbation ont été élaborées pour donner de ces équations des solutions for
melles plus ou moins approchées ; aucune de ces méthodes n’est universelle et chacune répond a un type particu
lier de probleme planétaire. Par exemple, pour les grosses planetes du systéeme solaire, ol les mouvements sor
guasi-circulaires et quasi-coplanaires, on utilise généralement la méthode de LeVerrier qui fournit les variations
des éléments osculateurs avec une durée de validité de plusieurs millénaires, ou des méthodes plus générale
donnant une solution valable sur plusieurs millions d’années. Il existe aussi des méthodes (due notamment a
Hansen, a Brouwer ou a Brumberg) qui donnent directement les perturbations des coordonnées (cartésiennes ot
sphériques) ; ces méthodes conviennent surtout au cas des petites planetes du systeme solaire, qui ont génére
lement des excentricités et des inclinaisons plus fortes, et pour lesquelles on peut se contenter souvent d’'une
solution limitée au premier ordre des masses (les perturbations d’ordre supérieur sont en effet beaucoup plus
difficiles a obtenir par ces méthodes). D’autres méthodes enfin utilisent la formulation hamiltonienne pour dé-
terminer avant tout les propriétés du mouvement plus que ce mouvement lui-méme.

Dans ce qui suit, on va examiner essentiellement la méthode de LeVerrier qui donne pour le mouvement des
planetes une solution particuliére, partiellement numérique, valable sur une durée limitée au voisinage d’'une date
donnée, puis une méthode appelée “théorie générale” qui permet de développer une solution analytique formelle,
valide bien plus longtemps. On verra d’ailleurs que la méthode générale est particulierement intéressante pour
traiter le cas des perturbations mutuelles d’'un systéme de satellites tournant autour d’'une planete. Ces méthodes
fournissent toutes deux les mouvements planétaires sous forme de variations des éléments osculateurs.

On se propose d'utiliser les éléments osculateursdy., ix, 2k, @k, Li), OU ceux, plus réguliersif, z,
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25.1.

®Sommaire

Cry L) (cf. (3.46) et (3.49). Les variations de ces éléments sont données par les équations de Lagrange vues
en(5.51)ou en(5.52)ou, pour la planété’,, on remplace’/ par)_ Uy; et les élémentsa, n, e, i, Q, w, z,(, L)

par les éléments correspondant a cette planete. Il convient donc d’exprimer tout d’abord¢hauéonction

de ces éléments osculateurs. Les excentriejtéd les inclinaisonsg, des orbites osculatrices seront supposées
suffisamment petites pour que les planetes n’aient jamais de rapprochements serrés, et aussi pour que I'on puisst
d’abord développet/,; en puissances dg eti, (ou dez; et(), puis tronquer ces développements a un degre
relativement peu élevé (quelques unités).

Remarque.Si le probleme concernait les satellites d’'une plargtsupposée non sphérique, il faudrait ajouter
a I'équation(6.40)le gradient erP, d’une fonctionl/y, représentant le potentiel de gravitation non sphérique de
cette planéte ; en limitant par exemple ce potentiel au termg,em aurait €f. (4.30)) :

2
Upe = —Kmo Jo % Py(sin oy) (6.43)

k
ou a, représente le rayon équatorial de la planéte,ela latitude deP, au dessus de son plan équatorial. Le
développement de cette fonction perturbatrice a déja été §6-€1.5 Si les satellites ont des masses suffisantes
pour se perturber mutuellement (comme les planetes entre elles), la fonction perturbatrice précédente aurait en
facteur K (mo + my) au lieu deKm, et il faudrait tenir compte aussi des perturbations indirectes causées par
I'aplatissement de la planéte (voir pour céteoplication Mapleréalisée sur ce sujet)

Développement de la fonction perturbatrice
Phs
Dans cette partie, pour simplifier les notations et limiter 'usage des indices, on considere seulement deux

planétesP et P/, de massesn et m’; elles sont rapportées au Solé) par les vecteurs = ru etr’ =
r’u’, de modules- et r’; on note encore\ leur distance mutuelle = |r — r’|) et S I'angle entrer et
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r’; leur mouvement osculateur héliocentrique est décrit par les éléments respegtifs, i, €2, w, 2, (, L) et
a,n' e i Qw2 (' L) ; onsuppose enfin que est laplanéte intérieureet P’ la planéte extérieurec’est-
a-dire que l'onar < r’ eta < d et on note encore :

/
r ra

a:%(<1) et p==a- (6.44)
Réécrivons alors les équations du mouvement héliocentriquieedd®’ dans ces notations :
d*r pur  OU ¢ 1 rcosS
@:_F_'_g avec U:,u1+E <Z_ 72 )
d*r’ w'rou’ , ., € 1 7'cosS (6.45)
w= ey e Uit (3-50)

U et U’ sont les fonctions perturbatrices deet P’, qui sont donc différentes suivant que I'on s’intéresse a
une planéte intérieure perturbée par une planéte extérieure ou inversement. Dans les problérnegpdela
fonction 1/A s’appelle généralememverse de la distancedans les notations adoptées, elle vaut :

ks = (r? 4+ 7" — 2r7' cos S)_1/2 =
A

On se propose de développdr/A , ainsi que les parties indirectes deet U’ (dépendant deos S), en
fonction des éléments osculateurs des deux planétes,:.¢, L) et(d’, 2/, (', L’). On utilisera aussi les variables
complexes intermédiaire’ etY et leurs conjuguée& etY déja introduites efi3.148) Rappelons cependant
encore leur définition en fonction des éléments plus classiquesi et :

1
(1 —2pcos S + p?)~ 12 (6.46)

I
r

zZ=eexpy-iw X=cexpv—IM =eexpv=i(L—w)=2Zexpv=1L

C:sin%exp\/—_ﬂ) Y:Sin%exp\/—_l(L—Q)zéexp\/__lL (6.47)

®Sommaire ®Index ®Page d’'accueil ®Précédente  @®Suivante ®Retour ®Retour Doc ®Plein écran ®Fermer ®Quitter



@ & Copyright (© LDL) 2002, L. Duriez - Cours de Mécanique céleste ® Partie 6 ® section 25.1.2 @ Page 333 de 396

25.1.1. Développement del /A en polyndmes de Legendre P h
1
Dans I'expressiofi6.46), on trouve en facteur deg/+’, la fonction génératrice des polynémes de Legem:freF? b7
(4.19). Son développement converge absolument pgut 1, ce qui est bien le cas ici : Pbts
1 00 . 00 n
== nzg p" Pu(cosS) = nz; 7”"“ (cos S)

Si p est suffisamment petit (ce serait par exemple le cas d’un satellite perturbé par le Soleil), ce développement
converge tres rapidement et, en tenant compt@del) ses premiers termes s’écrivent :

/

% = % ((;—: + ag (%)2 cos S + a2<£>2<%>3 (; cos® S — %) + O(a3)> (6.48)

Si p n'est pas trés petit, il vaut mieux dévelopde\ d’une autre fagcon (voiplus loinle développement eDe\Vsa.
coefficients de Laplace), mais il est plus facile de mettre en évidence certaines propriétés communes de ces
développements a partir de I'express{6n8)

Le développement de I'inverse de la distance revient donc pour le moment a exprimer les quantités de la forme
(r"/r'"™*1) cos™ S en fonction des éléments osculateurs : Il suffit de faire ce calcul pour les premiéres valeurs
den (positives ou nulles) et pour. inférieur ou égal &. Il resterait ensuite & combiner ces développements
suivant I'expressior{6.48); on pourrait d’ailleurs étendre cette expression a des degrés plus élewésren
utilisant I'expression des polynémes de Legendre correspondants, que I'on pourra trouverTdanmsde 4du
paragraphe 4-15.4.3, ou construire par récurrence par la foghale)
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25.1.2. Développement de-" /r'm+1

On a vu dans la partie 3 comment obtenir les développements du mouvement képlérien elliptique sous forme

de séries entieres des variabl&set X. Les développements utiles ici sont ceux (@¢a)” exp v=1m(w —
M), exprimés en coefficients de Hansen et en anomalie moyehn@.(46). Comme les excentricités sont
supposees petites, on peut tronquer ces séries a undegn@eé relativement faible (pour la plupart des planétes
d peut étre pris entre 2 et 7). On peut ainsi présenter le développénemb)sous la forme d’un polynéme de
degréd par rapport aux variable¥ et X :
(i) exp v=im(w — M) = Z wr XEXFE 0> (6.49)

a 0<k+k<d

Bien sdr, ici, et dans des situations analogues ultériedress représente pas le conjugué idemais une

simple notation pour les exposants entiers\dePour obtenir ces développements, on peut suivre la méthode
expliqguée dans la remarque 2 83-13.8 en calculant d’abord les développements(dg-), de (r/a) et de

0 = expv=1(w — M) ; on les donne ici, limités par exemple au degré 2 en excentricité : De.z:
% =1+ L(X +X)+ L(X2+ X%) + O(e)
2: - L(X +X) - L(X? —2XX + X) + 0() (6.50)
B=1+ (X—X)+L(9X>—8XX - X?) +O(e*

Ces polyndmes permettent ensuite de construire successivement tous les développemgém}siiea partir
den = 0 ou dem = 0, en faisant simplement des produits de polynomes (powr 0, on part du conjugué de
0). Bien sdr, les développements @é/r’) etc. . . s’obtiennent en changeaitet X en X’ et X'.
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On en deduit aisement, pour tautun developpement polynomial ae/r™*t1 en fonction des 4 variables
X, X, X"etX’, sous laforme :

" n 1 (r\®a\mtl . —n—1,0 vk 5k Ik IR
- =a _,<_) (_) =a"5 Y Cp oy XEXF XX (6.51)
T a \a T a’ rrer

N*(d) représente ici 'ensemble des 4-uplets d’entiers positifs ou n{ilst; &', k'), vérifiant les inégalités :
0<k+k+Kk+k <d

On a tronqué ici le développement au degré glabahais on pourrait bien slr adopter des niveaux de troncature
différents pour chaque excentricité.

En exprimant, grace €.47) X et X’ en fonction dez, 2z’ et des longitudes moyennes, ou en fonction des
excentricités et des longitudes des périhélies, on obtient encore :

" 1 o - _
% = a" 7 C R O L0 gk ko K exp v=1 ((k — k)L + (K — E')L')
KeN4(d)
_ ani/ Z O,’;",S 0;7151,0 (kR /(KR o (6.52)
a b I
KeN4(d)

x expv=1 ((k — k)(L — @) + (K — E") (L' — ="))

Par exemple, en utilisari6.50) on trouve pour le terme correspondant & 2 dans(6.48)(au degré 2 em et

e):
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Exercice
2 2

a % 3 o 3 o %
—,3—$(1—(X+X)+5(X’+X’)—5(X+X)(X’+X’)+

— LX? - 6X X + X2) + 2(3X™ 4+ 2X' X’ + 3X") + O(e%, €2, ee?, 6’3))

Pl sy o 1, (6.53)
=5 (1 + e° + ;€ — 2ecos(L — w) + 3¢’ cos(L' — @') — ;€* cos(2L — 2w) + :
+ ;6’2 cos(2L' — 2w") + 3ee'[cos(L+ L' —w — w') + cos(L+ L' — w — @')]

+ 0(63,626/,66,2,6,3>>

25.1.3. Développement decos S et de 7”;.(}217?5

DeVs:

Soit Ry = Pyigjoko le repére héliocentrique qui sert de référence dans la définition des éléments osculateurs
de P et de P’. Sur la figure suivante, on trouve les plaRgu et Pyn’u’ des orbites osculatrices des deux
planétes. Ces plans coupent le plan fondaméeniijj, suivant les axe$yn et Pyn’, avec des inclinaisonset
i’ supposées non nulles. Plus précisémerdf n’ sont les vecteurs unitaires dirigés vers les nceuds ascendants
respectifs des deux orbites. L'angle entret n’ est alors la différence des longitudes des nceuds ascendants :
(¥ — Q). Les deux bases orthogonales diredes- (n, ko A n, ko) et B = (n’, kg A 1’, ko) different donc
I'une de l'autre par la rotation d’anglé)’ — ©2) autour dek,. L'angle 5 entren etu représente la somme-+ w,
ouw est 'argument du périhélie dé etw son anomalie vraie ; de méme, I'angleentren’ etu’ vautw’ + w'.

Alors, on peut exprimen dansB etu’ dansB’; on obtient :
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cos ('

cos 3
u= |sinfcosi u = |sinf cos?
pr|sin 3 sin ¢’

B|sin Bsin

(6.54)

Tenant compte de la rotatidl — 2 entre les deux bases, on en déduit cette premiére expression sie

cosS=u-u
= cos(Q2 — Q') [cos B cos f + sin B sin §' cos i cos '] (6.55)
+ sin(Q — Q') [cos Bsin ' cos i’ — sin 5 cos ' cos i '

+ sin Bsin 3 sin¢sin
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En utilisant les relations =w+w=¢—Q et ' = +w' = ¢ — /, oul et! sont les longitudes vraies
dans l'orbite, et en exprimant sous forme complexe toutes les fonctions trigonométriques qui ne dépendent pas
des inclinaisons, on fait appétie dans:os S les 6 termes suivants :

cosS:Re{ (1 + cosi + cosi’ + cosicosi’)expv=i({ — ()
Z(l—cosz'—cosi—l—cosz‘cosz’)expf(f 0" —2Q +2Q")
+ i(l — cosi + cosi’ — cosicosi’)exp v=1({ + ' —2Q) (6.56)
+§(1+COSZ—COSZ —cosicosi')expv=Ti(f+{ —2Q)
+%smz’sini’(expﬁ(€—€’—Q+Q’)—expﬁ(ﬁ—l—ﬁ’—Q—Q’))}

Or,ona:
1+ ecosi+ € cost’ + ee’ cosicosi’ = (1 + ecosi)(1+ € cosi’)
et, avex ete’ égaux at1, on a aussi :
. g @ : Lol
1+ cost = 2cos 2 et 1 —cosi = 2sin 3

Exercice En introduisant les éléments complexgg’ et leurs conjugués et (’ on obtient alors:os S sous cette forme
particulierement condensée :

cos S =Re {(xx' +{¢')? expv=i({ — ') + (x{' — X'C)? expv=1({ + ()} (6.57)
ou l'on a posé :
X:cos% =/1-(C et X’:cos% =+/1-¢C (6.58)
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Notons queos S est de degré pair par rapport a 'ensemble des variables d’inclinaigo’ et(’.

Cependant, a la place des longitudes vraies, il convient d’introduire les longitudes moyegin€s on a :
l=w+w=w+ M+ (w—M)= L+ (w—M).On introduit ainsi I'équation du centre— )/, qui dépend de
I'excentricité et de 'anomalie moyenne, et dont on connait des représentations dieérée4 §3)ou (3.140);
onademémé = L' + (w' — M'). Reprenant encore les notations :

0 = expv=1(w — M) et 0 =expv=i(w — M) (6.59)
on obtient :

cos S = Re {66’ (xx' + ((¢')? expv=1(L — L") + 66'(x{' — X'C)* expv=1(L + L)} (6.60)

Enfin, avec les variables etY’ et leurs conjuguées, on obtiemnt S sous forme d’'un polynédme ou n’inter-
vient plus que la combinaisail, — L) :

cos S =Re{00’ [X\*X*expv=T(L — L) + 2xX'YY' + YY" exp —v=1(L — L')]

6.61
+ 00 [X°Y?expv=1(L—L') —2xXYY' +Y*X?exp—v=1(L — L')] } (6.61)

_ Comme les inclinaisons sont supposees petites, on peut encore dével@peen fonction dev’, Y,V et
Y’ puisqu’on a aussi, pow par exemple :

_ 1o 1,
x:\/1—yyz1—§YY—§Y2Y2+--- (6.62)

Quant & et ', ils s’expriment en fonction des variabléS X’ et de leurs conjuguéesf((6.50). Dans ces
conditions,cos S s’exprime sous forme d’'un développement en série entiere des 8 quantifes X', X', Y,
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Y,Y’, Y’ et en série de Fourier complexe de— L') ; tronqué au degré, on obtient le polyndme :

1
cosS=> > Cuy XFXFXFXFY'YY'YY expyvaj(L - L) (6.63)

Jj=—1 MeN8(d)

M représente le 8-upldtc, k, k', k’,1,1,1',1'} rassemblant les exposants du monémeXen- - - Y. Ces expo-
sants parcourent 'ensemh)é*(d) des 8-uplets d’entiers positifs ou nuls tels que :

0<k+k+k+E +1+1+0I'+1'<d

_ _ 6.64
ol I+1+1+1T est un entier pair (6.64)

Exercice Par exemple, en utilisant I'expressi@h50)ded dans(6.61), on obtient, au degré 2 en excentricités et inclinai-
sons:

1 _
cosSzi{A expv=1(L— L)+ B+ A expy=i(—L+ L")} (6.65)
ou A est le conjugué dd, avec :

A=14+4X - XX+ X+ XX - XX - XX+ XX+
+2X2 - XX - X2+ 2X? - X'X — X"+
—YY - YV +Y?+Y"?

B=2YY' +2YY' —2YY' —2YY’

A l'aide des relationg6.47) on peut transforme(6.63)en une expression fonction des variables’, ¢, ¢’
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et de leurs conjuguées :

cos S = Z Z C'M] 2622 R T ¢ expv=T(pL + p'L) (6.66)

Jj=—1 MeN8(d

ou les exposants vérifient les relatidso4)et ou les entiers relatifsetp’ sont reliés g par les expressions :

p=k—k+1-1+j

J K Rl —T— (6.67)

On peut enfin tirer d€6.66)I'expression plus classique des S, écrite en fonction des éléments orbitayix
e/, v =sin(i/2), v = sin(i’/2) et des longitudesy, ', 2, V', L et L' :

cosS — Z Z CM e(k+k k/+k’),y(l+7),y/(l’+7’) <
j=—1 MeN3(d) (6.68)

xexpyv=i[pL+pL —(k—k)w— (K — K)o —(1-DQ— (' -1

ou les exposants vérifief.64)et (6.67) Bien s(r,cos S est une quantité réelle exprimée ici sous forme com-

plexe : Alors, les termes complexes peuvent toujours se regrouper avec leur conjugué ; ainsi, pour chaque terme
du développemer{6.68) exp v=1 (- - -) peut étre remplacé paros(- - -) si 'argument(- - -) est non nul, et par b

s'il est nul. e\La:

A partir de I'expressior(6.61) de cos S, on peut aussi, par simples manipulations de polynémes, calculer
cos™ S sous forme de développements formellement identiquéss&) ou (6.66) ou (6.68), sauf pour la som-
mation surj qui se ferait alors d¢ = —m aj = +m. Avec les résultats obtenus éh51) on peut également en
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n 7\ n+l1
déduire, sous les mémes formes, le développemeé@e (%) cos™ S pour les valeurs de etm qui in-

terviennent dans les premiers termes du développeffietit)de 1 /A en polyndmes de Legendre. Par exemple,
pourn = 1, en utilisant les développemen#.50) et (6.65), on obtient jusqu’au degré 2 en excentricités et
inclinaisons :

2
roa 1 9 1 12 o 9 8 .24 /
aﬁCOSS—( — ye” — 5€° —sin® 5 —sin® ) cos(L — L)

- %e [cos(2L — L' — @) — 3cos(L' — @)] + 2¢’ cos(L — 2L + =)

Lo :
+ g€ [cos(L + L' — 2w) + 3cos(3L — L' — 2w))

+ ée’z [cos(L + L' — 2w’) + 27 cos(L — 3L' 4 2w’)] (6.69)

+ e€e’ [cos(2L — 2L — w4+ @) — 3cos(2L — w — @)

[
+sin® £ cos(L + L' — 2Q) + sin” g cos(L + L' —2Q)

+ 2sin % sin% [cos(L— L' —Q+ Q) —cos(L+ L' —Q — Q)]

Remarqgue 1. Les résultats précédents s’appliquent directement au calcul du développement de la partie indirecte
des fonctions perturbatricéset deU’ vues en(6.45)puisque lI'on a :

r cos S a /r\ /a \2 r cosS d raN2/r
e LB _ GV g S Gy
r a

r’? a“ \a r a* \r
/

A un facteur prés, le développeméfit69)représente celui d€;,4. Evidemment on en déduirdit ,, simple-
ment en y permutant les roles dete’, dei eti/, dew etw’, def2 et et deL et L.
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Remarque 2. Chaque terme de la somni@ 66)est le produit d’un coefficient ré€l,, ;, d’'un monéme des 8
variables, z, 2/, 7/, ¢, ¢, ¢’ et{’, et d'une fonction trigonométrique d’argumept. +p'L’). Traditionnellement,
dans tout développement de cette forme, une combinaison entieére des longitudes moyenpésit-tellg, est
appeléenégalité; par extension on appelle ausstgalité(p, p’) 'ensemble des monémes et de leurs coefficients
venant en facteur dexp v=1(pL + p'L’) ; on appelle encorearactéristique de I'inégalité&t caractéristique du
mondmdes quantité€’; et C), ainsi définies pour chaque terme :

Cr=p+p et Cyu=Ck+K+1+0I)—(k+E +1+1) (6.70)

Les relationg6.67)montrent alors que chaque terme de la série représemtafitverifie :

Cr=p+p =k—k+1-I+K-k+I-1I'=Cy (6.71)

Cette egalité d€’; et deC,, caractérise Ipropriété de d’Alembempour les séries trigopnomeétriques dépendant
de plusieurs arguments; elle étend a ces séries la propriété de d’Alembert devamgng3-13.5pour les
développements trigopnométriques a un seul argument : On a indiqué par exenipléZéque le dévelop-
pement dgr/a)"0™ en coefficients de Hansen vérifie la propriété de d’Alembert de @aren exprimant ce
développement en fonction dez et deL, on obtient :

+o0o

r " m n,m =\ =

<5> g™ = Z Y i(22) 2 exp v=1pL (6.72)
p=—o00

ou, pourp < 0, il faut adopter la conventionz? = z/?I. Pour I'inégalitépL, on a bienC; = p = C);.

La propriété de d’Alembert s’énonce encore en disaniiigterme de caractéristique; est toujours de degré
global au moins égal /|, et on peut méme préciser que la différence entre le degré global du monéme d’'un
terme et la caractéristique de I'inégalité correspondant a ce terme est toujours un entier pair; on peut écrire en
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effet :

degré global =k +k +1+1+k +k +1 +1
=Cr+2k+1+K+1")

} = degré global > |C] (6.73)

Si deux séries vérifient chacune la propriété de d’Alemb@si (= C; pour chaque terme), leur produit
la vérifie aussi. Comme le développementldé en polynémes de Legendre est une somme de produits en
a”/a™ (r/a)"(a’' /7)™ cos™ S, ce développement vérifie aussi la propriété de d’Alembert.

Exercice Remarque 3. On aurait pu chercher a exprimers S d’abord en fonction de l'inclinaison mutuelledes deux
plans d’orbite, comme cela se fait souvent car I'expression obtenue est plus simple : On pourrait montrer en effet
que dans I'expressiof6.57)de cos S, les quantités complexeéx(’ — x’C) et (xx’ + ¢¢’) ont pour module
sin(J/2) et cos(J/2) respectivement. En fait, il est plus intéressant de faire intervenir directement comme
ici ¢ eti/, les deux inclinaisons sur un plan extérieur; en effet les équations de Lagrange ou d’Hamilton sont
exprimées de facon naturelle dans des reperes de directions fixes et donc, ne font pas intervenir les inclinaisons
mutuelles. Ce sont néammoins les inclinaisons mutuelles qui gouvernent les perturbations des plans d’orbite. Si
I'on désire une expression en inclinaison mutuelle, il suffit ici de considérer que l'orbit¢ dst confondue
avec le plan fondamental et de faife= ' = 0 eti = J.

Le fait que ce soit I'inclinaison mutuelle qui gouverne les perturbations des plans d’orbite a quand méme
une conséquence sur la structure du développement exprimé en fonction des deux inclinaisons : En effet, si
les deux plans d’orbite sont confondus a un instant donné et si il n’y a pas d’autre perturbation entre les deux
corps, ces plans doivent rester confondus ; alors, d’aprés les équations de Lagrahgsi (5.52) la fonction
perturbatrice ne doit donc plus dépendre niidei dei’, ni de (2, ni de(Y’, ou également ni de¢ et ni de(’.

Les termes dépendant des inclinaisons doivent donc disparaitre completement du développement de la fonction
perturbatrice lorsque I'on fait’ = ¢ et{’ = (. Tenant compte de ces deux égalités, on peut réorganiser le déve-
loppement(6.66) de facon a mettre chaque mondme en excentricités en facteur des monémes en inclinaisons,
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Exprimer cos(S) en fonction des longitudes vraies et de (J/2) où J est l'inclinaison mutuelle des deux plans d'orbite. On doit trouver une expression analogue à (6.57) où interviennent les carrés des sinus et cosinus de (J/2).
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25.1.4.

®Sommaire

eux-mémes regroupés par degiés

Z Z ZkZEZ/k/Z/E/ Z Z CMJ EZH/C?JJ/ exp =T (pL n p/L/>

i kK R d=0,2,4, \I++U/+V'=d

Alors, pour chaque valeur deet dep/, pour chaque 4-uplet( k, &/, k), et pour chaque degré non nul

les coefficientsC),; présents dans la sommation mise entre parenthéses ont une somme identiguement nulle.
Quand on effectue la troncature des développements, il convient de respecter cette structure et de conserver tou:
les termes d’'un méme degré en inclinaisons, surtout si ces inclinaisons sont fortes. Si les deux plans d’orbite sont
voisins tout en étant fortement inclinés sur le plan de référence, les inclinaisbiisont fortes mais voisines

tandis que/ est faible : Il convient alors de faire la troncature des développements sans dissocier les termes de
méme degré issus des quantités’ — x'¢) et (xx’ + (¢’) . Finalement, ce qui importe pour pouvoir tronquer

les développements, ce n’est pas que les 2 inclinaisons soient faibles, mais bien plutdét que ce soit I'inclinaison
mutuelle qui soit faible.

Développement del /A en coefficients de Laplace DeV3.4.z
Si « est trop grand, le développemgit48) en polyndmes de Legendre et en puissancea denverge

trop lentement pour étre utilisable. C’est le cas des problemes de type planétairpent atteindre des va-

leurs voisines d&,8. En effet, examinons ce développement, tronqué a un certain dedans le cas plus

simple de deux orbites circulaires et coplanaires : On a alafs = (1/a’) Y2¢_, a™ P,(cos S) ; aprés avoir

développé chaque polynédme de Legendre, on peut exprimer les puissanegsSden fonction desos pS,

puis factoriser chaques p.S ; on obtient ainsi un développement analogue a une série de Fourier, de la forme

(1/a) zzzo gzbfgd)(oz) cospS, ou les fonctionsb}(,d)(a) sont des polyndomes de degféen a. Aveca = 0,8 et
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25.1.5.

®Sommaire

d = 60, la précision de cette représentation n’est encore que de quélguies| n’est pas pensable de dévelop-
per en polyndmes de Legendre jusqu’a des degrés aussi élevés.

En fait, il est plus intéressant de calculer directement le développement en série de Fourigy, deit
(1/a’) >_, dp() cospS, d’autant plus que chaqug,(«) est alors calculable exactement{ (o) n’est qu'une

représentation tronquée @g(«)). Pour cela, nous verrons d’abord le cas ou les orbites sont coplanaires, puis le
cas ou l'inclinaison mutuelle des 2 orbites est petite.

Réduction au probléme plan

L'angle S est alors égal & = ¢ — ¢, différence des longitudes vraies. Poson8% = 1 + p? — 2pcos , de

sorte que 'on a:

11 YR |
N (14 p* —2pcos(t — 1)) =5
Pourp fixé, la fonctionl/D est périodique, de périoder vis-a-vis de la variable, et paire par rapport a cette
variable. Elle admet donc un développement en série de Fourier de la forme :

(6.74)

1 .
D 1/2 )+ Zb1/2 cos jy (6.75)

On a pareillement, de facon plus générale, pour tout entier positif

—+00

D™ = (1+ % —2pcosy) " = S Lol (p) expv=rjv (6.76)

j=—00
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Les fonctions bfj}Q(p) sont lescoefficients de Laplacgour toutj on a : bfj}z(p) = bfl?'Q) (p) ). Pour les
calculer, en posant= n/2, on écrit d'abord :

(1+p% - 2pcosw)_s = (1 — pexp v=1¢ — pexp —v=1¢ + p2)_$
= (1 —pexpv=1¢) " (1 — pexp —v=19) "
puis, en notant. = exp v—1, on développe chaque facteur par la formule du binbme :

(1—pu) =1+ ;PU + # P22 — (_5)<_51 _21.)§_5 —2) PPud 4 -
prs - 5p (=8)(=s—1) 2 (=s)(=s—1)(-s—2) g’
A=) =iyt 2~ 2.3 A

Exercice En faisant le produit de ces 2 séries, le regroupement des termes en faciéidéetifié acxp v~ j1) donne
15 et on trouve, pouj > 0 :

(6.77)

) = M R g M s
S(S+1l.)2.:.'.(jig+l> P S(TZD Pt
_s(s+ 1i 2 (Sj] —1) i (6.78)
S
:Ei_;jij(s,s+j,j+1;p2) (7 >0)
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Avec Maple, programmer le développement des coefficients de Laplace définis en (6.78). Pour n=1, développer une expression analogue à (6.75) en construisant le développement de (1/D) en polynômes de Legendre jusqu'à un degré k fixé. Comparer les coefficients polynomiaux en rho ainsi obtenus en facteur des cos(j.psi) au développements des coefficients de Laplace au voisinage de rho=0. Déterminer à quel degré k il faudrait opérer avec les polynômes de Legendre pour que, pour rho=0.5, les développements en coefficients de Laplace et en polynômes de Legendre coïncident à 0.0001 près.
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ou F est lafonction hypergéométrique de Gapdgéja expnmee e(B.152)en fonction desoefficients de Poch-
hammer(a), définis en(3.153) Pourj < 0, on calculeh!”

Ainsi exprimés, les coefficients de Laplace se calculent avec toute la précision souhaitée pagsttigé
numériquement. En fait, pour des orbites elliptiqguegrie mais, si les excentricités sont faibleseste dans un
petit voisinage autour d’une valeur fixe. Plus précisément, on verra plus loingfaévarient en restant toujours
trés voisins de valeurs constantgset a; ; en les mettant sous la forme= ay(1 + n) eta’ = ay(1 + 7'), le
rapporta = a/a’ reste voisin deyy = ag/aj, et I'on peut introduire la quantit®& petite comme les perturbations

netn :
/
a=apl+48) ou s=2""1 (6.79)
1+7
On peut écrire ensuitep: = aL ;‘f—, =ap(1+6)L @ oy
2 2 2 (T2 (@2
p?=ag(l+o0) avec o= (1+9) <5> <F> -1 (6.80)

/
Commey, et % sont de l'ordre dd + O(e) ou 1 + O(¢’), la quantités est petite, au moins d’ordre 1 ene’

ou . On peut alors développer les fonctions hypergéométriques en séries de Taylor au voisjrfagende en
appliquant la régle de dérivation

d ab
%F(abca?) —F(a+1,b+1,c+1;x) (6.81)

(@)m(O)m g™ 0™

onobtient: F(a,b,c;o5(1+0)) = 9 :
Clm m:

F(a+m,b+m,c+m;a}) etfinalement, dé6.76)

NE

3
]
(=)
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(6.78)et(6.80), on déduit le développement d& " :

400  H400

=2 > e a2 (5) (5)"

j=—00m=0 o - (6.82)
X ((1 +6)? (2) (%) - 1) expv-1j(¢ — 1)

ou les fonctions de sont calculables par I'une ou 'autre des formules (avec0) :

(%)j( ) ( +j) +2m n n 0 . 2
@gﬁn( ) = (1)j(1)m(1 +])m Oé(]) F(E +m, 2 ti+ml+j+m ao)
_ 8)iG)m(5 +)m oy (L— o) MF(14+5— 3,1 - 2,1+ j+m;al) o5
(1)j(1)m(1+j)m ‘0 0 27 27 Yy 0

La deuxieme expression met a profit la formule d’Euler donné@€rb4) qui donne une donne une meilleure
convergence du calcul des fonctions hypergéométriques lorggest voisin de 1. N'oublions pas en effet que

le développement propose ici se fait avgdixé numériquement pour chaque couple de planétes, les variations
des demi-grands axes étant pris en compte analytiguement par I'intermédiaire de la varibinhgorte donc

gue les fonctions de, soient calculables de la fagon la plus efficace possible.

Il reste a écrire exp v=1j({ — ') = 670" exp v=1j(L— L'), puis a utiliser les techniques de développement
de (r/a)"0™ vues dans laemarque 2 du §3-13.four aboutir, par des manipulations de polynébmes, a un
développement de la forme :

“+o0 “+oo

D=3 3 3 bunylan) FXEXFEXYXF expymij(L - L) (6.84)

j=—00 h=0 MeN4(d)
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25.1.6.

M désigne les 4-uplets d’entiers positifs ou n{is &, k', k’}. Bien entendu, le développement teA =
l, (i,) ~1 s’obtient de fagon analogue sous la méme forme.

Extension aux orbites inclinées

Nous supposerons que les inclinaisons des 2 orbites sur le plan fondamental sont suffisamment voisines pour
pouvoir utiliser des développements en série entiere des varighjést de leurs conjuguées. Dans ce cas, le
développement dé/A va pouvoir se déduire des calculs déja faits jusqu’ici car, ayéz introduit en(6.74)
on peut écrire : DeVs:

1 1
= — (14 p* —2pcosth — 2p(cos S — cos 1)) Y2
’I"
1

= D' (1 - pW D72)71/2 avec W = 2(cos S — cos )

(6.85)

La quantité 1/ est de degré 2 au moins par rapport aux inclinaisons, puisqueyavet— ¢’ et les expressions
decos S trouvées erf6.57)et (6.61) on aimmédiatement :

W =2Re {((xX' +(¢')> = 1) expV—1({ — ') + (x{' — X'C)? expvV—-1({ + £')}
=2Re{00' [((*X” — 1) expv=T(L — L) + 2xX'YY' + YY" exp —v=1(L — L')] (6.86)
+ 600 [xX*Y?expv=1(L — L) —2xX'YY' + Y*X?exp—v=1(L — L')] }
et ol manifestementx®x’? — 1) est de degré 2 au moins en inclinaisons. Cette expressidn,d®i celle de

pW, se développent bien sir comme(ér63)en fonction des variableX, X', Y, Y’ et de leurs conjuguées, ou
comme er(6.66)en fonction des variables 2/, ¢, (' et de leurs conjuguées.
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Il ne reste alors qu’a calculer les puissances successivpgl/dde facon a développer par la formule du
bindme I'expression dé/A vue en(6.85):

Lol 2wy pwe (6.87)

Puisquél’ est de degré 2 au moins, pour tronquer cette série au degré dglebaxcentricités et inclinaisons, il
suffit de faire varie de 0 aE£(d/2) (partie entiére dé/2) et de tronquer le développementBe?—! au degré
(d — 2k) en excentricités ; compte tenu de I'expressionld@ obtenue er(6.82) le calcul pratique de I'inverse
de la distance au degiépeut s’effectuer a partir de la formule :

tdmax d E(d/2) (=2 )k
ko2 (13D
I S 3D S E R
Jj=—Jmax m=0 k=0
(1 +5 1k (z)]-ﬁ- ( )J+k+19/j y (6.88)

(1+5 ( ;2(—) —1) W exp vTj(L — L)

Vu les résultats précédents, cette expression se ramene a un développement de la forme :

+Jn]dx

[ } Yo dumilao) ™ 2R F T exp v (pL +p'L) (6.89)

]7 J1111x H€N2 MGNS(d)
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ol les exposantd! = {k, k, k', k',1,1,I' '} vérifient les mémes relatiori§.64)et (6.67)(c’est-a-dire propriété

de d’AlembertC,; = C; et développement pair en inclinaisons). La quaritiést ici développée en puissances
positives de; et dery, avecH = {h,h’} tel queh + h' < Hy.x (cOmmen etr’ sont de I'ordre des masses, il

suffit souvent de prendrd .., de lI'ordre de 1 ou 2). Par ailleurs, la valeur utile dg,, croit avec I'ordre de
grandeur dey ; pour les grosses planéetes du systeme solaire, la valeur la plus granglestevoisine de),72

(pour le couple Vénus-Terre), et pour les calculs de grande précision concernant ce couple, on peut aller jusqu’a
Jmax = D0 ; cependant, pouk, de 'ordre de0,1, il peut suffire de prendré,,., = 5.

Le degréd étant fixé, une fagon de construire par ordinateur le développe@&afa partir de I'expression
(6.88), peut consister a calculer une fois pour toutes, d’'une part tous les polynémes dé @egxéet X (ou
en X’ et X’) représentant les fonctions du type/a)"0™ présentes dan$.88), d’autre part les polyndmes de
degréden X, X, X', X', Y, Y, Y’ etY’ représentant les quelques puissances utiled’d©n organise ces
polyndmes en tableaux ordonnés suivant une liste adressable des exposants de chaque mondme. On calcule ps
ailleurs toutes les fonctions de) utiles pour le systeme de planétes considéré. Par adressage de ces tableaux,
il est alors possible de reconstituer le coefficient de chaque terrtf@ & a partir de la donnée des exposants
{h,k,k, K K' 1,1,I',1'} et des entierg etp'.

Si d est faible, on peut cependant encore tenter un développement “a la main” : Par exemple, pour obtenir
un développement au degré 2 en excentricités et inclinaisons, et au degé 0 surffit de développer les 2
premiers termes de la somr(@87):

CONE TSt
Ala=o2  Lr' d=0.2 2 a r? d=0

Le premier crochet doit étre développé au degré 2 en excentricités, tandis que I'autre, en faldteyuidest
déja de degré 2, ne doit étre développé qu’au degré 0; d'&pred) et puisque((g)Q(g—f)2 — 1) estde degré 1
au moins, on peut donc écrire :
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[0 n= 2 ()"0 ()9, [P -1 ¢

[0 ()] ]

a T d=1
N 2 ,
+eP PGP 1] }ew i - L)
r a/2 +Jmax | |
[gﬁ } = > ey expyvIi(L - L)
j—*Jmax

En utilisant les formuleg6.50) et (6.86) et en exprimant les variables complexes en fonction des éléments
osculateurs classiques, on obtient alors I'expression suivante :

-]m'xx

[ LM—Z 5] {‘PloCOS](L—L’)

e8] — L e cos (( + 1L — I — @)
(9911 2] 901 0) cos ((j =1L —jL' + @)] (6.90a)
+e[(p] + 21 - §) pfs) cos GL — (j — 1)L’ — =)

)
+ (] + 2(1+39) @) cos (JL — (j + 1)L’ + @')]

+
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a i i . i . . i .
5], =D e {(¢+ D@l +56+2)) o) + 1l - 35) ) cos (L - L)
8j<2+9>¢53>cos<<J+2>L—jL’—2w>

$3(=8+ 95) {}) cos ((j — 2)L — 5L’ + 2w)]

4— 45+ 72) o)) cos (FL — (j — 2)L' — 2a')

—

—_

+

[\

. .
~—

< €
(S

-

(4 + 145 + 952) 1)) cos (L — (j + 2)L' + 2")]

(3 — 2j) ¢g{; — 131 =5) ) eos ((j+ DL - (j — )L — w — =)

(3+65) o9 + 25(1 +35) @) cos (( — VL — (j + VL' + @ + &)
beos ((j+1)(L— L) — @ +)

—
~J
_l_
D

.

~—

S

=~

[N

i 1 (6.900)
V) — i1+ 35) oV
N+ 1A= eip)cos (- NI - ) + @ — )]
+ 30099 (= sin? § — sin® §) [eos(j — 1)(L = L) + cos(j + 1)(L — L)
+sin? < [cos ((j — 1)L — (j+ 1)L 4 2Q) +cos ((j + 1)L — (j — 1)L’ — 2)]
+sin® & Zleos((j — 1)L — (j + 1)L/ 4+ 29) 4 cos ((j + 1)L — (j — 1)L — 2]
+2sinfsin s [cos ((j — (L - L) +Q— @) —cos((j — 1)L — (j + VL' + Q + )

teos((G+ D)L -L)—Q+Q) —cos((j+1)L—(j— )L — Q — Q’)])}
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ou 53 est le symbole de Kronecker (égal & st 0 et a 0 sinon), et ou les coefficienqﬁéﬂn sont les fonctions
dea définies ern(6.83) On pourra vérifier que cette expression vérifie la propriété de d’Alembert.

Exercice Remarque . L'expression(6.90a}(6.90b)permet de repérer facilement les quelques termes qui sont indépen-
dants de. etde L' dans le développement @& /A), et qui sont aussi, & un facteur prés,tlesnes séculairede
la partie directe dé/, fonction perturbatrice d€, ou deU’ pour P’, cf. (6.45): On trouve ces termes séculaires
pourj = 0 dans les T lignes de(6.90a)et de(6.90b) et pourj = 1 dans les 9™, 10°™ et 13°™ lignes de
(6.90b); on en aurait d’autres de degrés 4et. . . dans une expression plus complétéd¢A). En remarquant
gu’il 'y a pas de terme séculaire dans le développerfefd)des parties indirectes dé et U’, on en conclut
que la partie séculair€ deU, ou celleU’ del”, provient uniquement de /A) ; elle vaut, au degré 2 :

e € 1 0 0 3 (0
U = np— 2 #lo + @} + 5ol (¢ +¢?)

— (4 cpgl% +5 gogli) ee’ cos(w — @') (6.91)

— goglg (sin2 % + sin® % — 2sin é sin% cos(f) — Q’)) }

Exprimée en fonction des variables:’, {, ' et de leurs conjuguées, elle s’écrit :

— 6/ 1 0 0 3 0 — _
U=pq — g{ o0+ 200 + 200 (22 + #7)

— (260 + 2 o) (27" + 22) (6.92)

— ag iy (CC+ (T = ¢C' = L))

~

1 :[ Z, U . Notons que dan&.91)il y a des termes périodiques en

Bien sdr, d’aprég6.45) ona: U

Il
T
f‘f\\lr‘h
—_
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Utiliser les expressions (6.90a) et (6.90b) pour trouver le développement de l'inégalité (L-2L') dans la fonction (a'/Delta). Exprimer comme dans (6.92), le développement de cette inégalité dans la fonction perturbatrice d'une planète, en tenant compte des parties directe et indirecte. 
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25.1.7.

(w — ') ou (2 — Q) que I'on qualifierait de “termes a longue période” si I'on distinguait, commgzahles

variables angulaires des variables métriques : En fait, dans les problémes de type planétaitie, $&culaire

d’'un développement n’est pas I'ensemble des termes indépendants des variables angulaires, mais par définition,
I'ensemble des termes indépendants des seules longitudes moyennes. Notons encore que les coefficients d
Laplace définis eri6.78) vérifient un certain nombre de relations de récurrence que I'on pourrait établir en
dérivant(6.76), fonction génératrice de ces coefficients, par rappartod par rapport . On peut en déduire
d’autres relations de récurrence entre les foncthaf;%I (cv) ; on montrerait en particulier que les coefficients

qui apparaissent dans les expressi@3s1)et (6.92)vérifient Ia relation :

20 + 2 o) = a0 ¢l (6.93)

Remarques sur les propriétés de d’Alembert et de parité des séries

Nous avons rencontré ces propriétés dans tous les développements construits jusqu’ici, notamment ceux de
1/A ou ceux des perturbations indirectesldeu U’. Ces développements peuvent tous étre organises en séries
de termed’ de la forme :
T = CzF2F2% P T ¢ exp v=1(pL + p'L) (6.94)

Nous avons vu elf6.71) que la propriété de d’Alembert correspond, pour chaque térme I'égalité de la
caractéristique du monéme et de la caractéristique de I'inégalité :

Cr=p+p =k—k+l-I+kK-E+I'-1=Cy (6.95)

En fait, dans le cas de/A, cette propriété est une conséquence de l'invariance des distantes A dans
toute rotation du repére de référen@gautour de I'axeP ky. Pour montrer cette invariance, il suffit de voir que
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dans une rotation d’angleautour dek,, les éléments, e, i, M, etw sont inchangés et selllest transformé en
2+ ¢. Donc L etw sont aussi transformés éry- ¢ etw + ¢. Les éléments de 'autre planéte sont transformés
de la méme facon. Chaque terffigles développements est alors transformé en :

Txexpy=i(p+p —(k—k+I1-1l+K -k +1I'-1))¢ (6.96)

Linvariance par rotation autour dg, est donc équivalente@; = C;.

De méme, nous avons vu que tous les développements construits ici sont de degré pair par rapport aux va-
riables d'inclinaison. En fait, ceci est également di a I'invariance des quantitésA, cos S, - - - lorsqu’on
change le reper&, en son symeétrique par rapport au pl&figjo. En effet, dans une telle symétrie, les nceuds
ascendants sont transformés en leurs opposés. Donc, pour chaqueesitehangé ef + 7, etw enw + ,
mais I'anomalie moyenn&/ estinchangée, tout comme les variab¥est z. Enfin L augmentant der est aussi
inchangé, tandis que et changent de signe. Donc chaque teffihest transformé en :

(_1)(l+i+l/+i/) T (697)

Pour que ces développements soient inchangés, il faut donc que le degré total en inclinaisons soit pair.

Néammoins, I'intérét de la propriété de d’Alembert vient surtout ici du fait que le simple calcul de la ca-
ractéristique d’'inégalité d’un terme fournit immédiatement le degré minimum de ce terme par rapport aux ex-
centricités et aux inclinaisons. Les termes dont la caractéristique d’'inégalité est élevée sont alors généralement
négligeables; par exemple, une inégalité telle tfue — 40’ a une caractéristique égale-25 et son degré
global est au moins égal a 25 en excentricités et inclinaisons !
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26. Perturbations du mouvement des planetes

Les équationg6.40) et (6.41) définissent le mouvement de la planétg; ce sont celles d’'un mouvement
képlérien osculateur perturbé, dont la fonction perturbatriceeprésente la somme des perturbations subies par
P, de la part des autres planetes :

- € 1 T COS Sik
U = Ui = bk ( - 72) (6.98)

A, représente bien sir la distancede P, et.S;;, I'angle entrel, P; et Py P,.. On se propose d’exploiter, pour
chaque planete, les equations de Lagrgbgel)ou (5.52): Pour la planetd’,, on en y remplace simplemetit
par Uy et les éléments osculateuis n, e, i, 2, w, L, z, z, (, () par (ag, ng, €k, ik, Lk, Wk, Lk, 2ks Zk; Ck, Cx)- ON

aura par exemple :
Lda 2 U

ag dt N nkai 8Lk

(6.99)

=2np — — gracea = nia;

Commen;ai apparait au dénominateur dans le second membre de toutes les équations relBtives a
avantage a rendi@, proportionnel d;—]’: de maniére a ce que finalement les variations des éléments d’orbite de
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P, apparaissent toutes proportionnelles,aOn écrit ainsi :

k—1
M €; ay P (m) (%—)2
U= —a 2 (=) (= S
T, — 1+e (Aik Wi Nap/ \py ) 0 "

n (6.100)
Pe N~ & (8 (&)(a_)? s
+ (075 Z 1 + €L ki <Azk ki ag T R
i=k+1
oulonaposé: ay = min(a, ;) (6.101)

max(ag, ;)

On a voulu mettre en évidence, daiis100) les quantités analogues a celles développées dans le paragraphe

/
précédent, c’est-a-dire’/A (ou a’ concerne la planéte extérieure) (%t)(l,)%oss; on a vu que ces deux

guantités admettent des développements de la méme fofnié.89) et (6.66)). Par ailleurs, en exprimant les
élémentsy;, au voisinage de valeurs fixéeg,, on introduit les nouvelles variableg :
1 day 1 dn,

= 1 entrainantaussi: — — = —= 6.102
ar, = do(1 + 1) a dt 1+, dt (6.102)

Lesq,, présents dan&.100)peuvent alors étre développés, commé@ii9), en puissances dg et den,, au
voisinage de la valeur correspondanig,. Compte tenu de tout cela, le développement/gd@eut finalement
étre présenté comme une somme d'inégalitgé . + p;L;) :

HE i
Uk Zl+ €k Z Ull(’l’:p eXp\/—( kLk +sz1) (6103)

{pr-pi}
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ou les coeﬁicientﬁ]]ﬁfﬁi sont, comme ef6.89) des fonctions de I'ensemble des éléments osculateur’ dé
de P;, a I'exclusion des longitudes moyennes :

U = D G i A B AR TR G (6.104)
h,K,j

Les coeff|C|entsC j sont numériques et dependentdg, ; I'indice h représente les entiers positifs ou nuls

{hy, hs}, tandis que et K = {ki, ..., ks} décrivent respectivement I'ensemble des entiers relatifs et I'ensemble

des exposants entiers positifs ou nuls qui satisfont a la propriété de d’Alerohé&dt§7) :
pr=hko — ki + ke — ks +J
pi=kys—ks+ks—ky—J

Exercice Ces relations permettent de trouver par exemple quels sont les termes qui apparaissenédatigélséculaire

de Ué,’f}h lls correspondent @, = p; = 0, soit, au degré 2 par exempl€k; = ks = 1 ou ks = ky = 1 ou

ks = k¢ = 1ouk; = kg = 1} pourj = 0, {ky = ky = 10ouk;s = kg =1} pourj = 1, et{ky = k3 = 1o0u DeV3.3.:

ke = k; = 1} pourj = —1; on pourra vérifier que les termes correspondants sont bien ceux obtef@u82n

avec ks + kg + k7 + ks entier pair (6.105)

De la méme maniére qu’omiali = ui, ON associe a chaque demi-grand axe de référepcen moyen
mouvement constamiy, par la relation :

naLas, = ik (6.106)
Le moyen mouvement osculateyrvarie alors dans le voisinage dg,. Appelons, la variable correspondante,
définie par :
ng = Nog (1 + V}C) (6107)

A cause de la troisieme loi de Kepler, les variabjget v, ne sont pas indépendantes ; elles vérifient la relation :
2 3 2 3
NG = Mk = NogQog

d'ou : L+v)*(L4+m) =1 6.108
— gty (L+ m)(1 +n0)° SRRCAR 0]

®Sommaire ®Index ®Page d’'accueil ®Précédente  @®Suivante ®Retour ®Retour Doc ®Plein écran ®Fermer ®Quitter


Expliquer pourquoi les termes qui apparaissent dans une inégalité de la forme (pL-pL') dépendent exactement des mêmes monômes que ceux de l'inégalité séculaire. Utiliser les relations de d'Alembert pour déterminer la liste des monômes présents jusqu'au degré 2 dans le développement de l'inégalité (L-2L'). Vérifier cette liste avec celle calculée avec Maple (procédure initmo.pr) 


Q@g Copyright (© LDL) 2002, L. Duriez - Cours de Mécanique céleste ® Partie 6 ® section 26.0.7 ® Page 361 de 396

On en déduit notamment :
1 du 3 1 % 3 1 day

@ _ 9 _ 2 %% 6.109
1—|—Vk dt 21+77k dt 2ak dt ( )
ou encore, en développalit 108)a I'ordre 1 par rapport &, etn,, :
3
Ve = —=mx + O(V2, n, Vi) (6.110)

2

Ces relations permettent d’utiliser des équations de Lagrange, soit poyy, &sit pour lesv,, ou méme de
conserver les deux sortes de variables dans les développements et de ne tenir compte de leur liaison qu’en fin de

calcul.
Pour simplifier I'écriture des équations, adoptons des notations matricielles en définissant les variables sui-
vantes :
m 2 21 G Ly
A= : V=| : X=1": Z=|: L= : (6.111)
M Vn Zn Cn L,
Associons aussi aux moyens mouvements les matrices coldnms\;, ainsi que les matrices carrées diago-
nalesN etNj :
s o1 ny ... 0 Nor ... 0
N=|: Moo= : N=|: -~ No=1| : . (6.112)
Ny, Non 0 ... n, 0 ... no

Alors, les relationg6.107)et (6.110)pourront aussi s’écrire sous forme matricielle :
N =Ny + NyV ou N=NTI+V)

v=-24 on  V=-IA (6:113)
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avecl matrice unité de rang, etV et A matrices carrées diagonales d’éléments respegtiésr;.

La notion d’inégalité et de caractéristique d’inégalité vud@i0) peut étre généralisée pour des combinai-
sons linéaires des longitudes moyennespi Ly + - - - + p,L, avecC; = >, p;; en notantp = (p1,...,pn)
la matrice ligne formée des entiers relagifsune telle inégalité peut étre représentée par le produit de matrices
(p - £); on la notera aussi parfoig, . . ., p,) ou simplementp), et par exemple, ihégalité séculairgui cor-

respond &; = p» = --- = p, = 0 sera noté¢0). Les équations de Lagran¢fe52)écrites pour chaque planéte
peuvent alors se regrouper sous forme matricielle pour donner :
dA
— = vaN > ePI(A X, 2) expy=i(p- L) (6.114)
(P)#(0)
dX r
— = vaN eSIVAX,2)+ Y ePIY(A X, Z) expyv=i(p- c)] (6.115)
) (p)#(0)
dz I
—= vIN eSEAX,2) + Y ePE(AX,2) expv=i(p- c)] (6.116)
) (p)#(0)
Ll r
=N +N[eSPAX,2)+ Y PIUAXZ) expyEi(p- c)} (6.117)
] (p)#(0)

Dans ces équationsjndique simplement que les termes en facteur sont au moins d’ordre 1 des masses, puisque
proportionnels a I'une des masses perturbatrigest on a séparé I'inégalité séculaire des autres. Dans la suite,

on appellerd/ 'une quelconque des variables matriciellésX’, Z ou L ; les matrices colonneﬁfu)(A, X, Z)

etPl(fQ (A, X, Z) exp v=1(p- L) représentent respectivemenpkatie séculairqou indépendante des longitudes
moyennes), et lpartie périodiquede I'équation relative &f.

Remarque 1. Dansd.A/dt, la partie séculaire est nulle puisque, d’apes2) % ou % est dérivé des termes
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de U, qui sont fonctions explicites de la longitude moyenne de la plaRetees autres équations font intervenir

les diverses dérivées patrtielles des fonctioppar rapport aux variables de chaque planéte (cependant, le calcul

de %—g est a remplacer ici paj- 1 8U) les parties séculairaSl(“) proviennent directement de I'application

des équation$5.52) a la partie seculalréf de U (on en a donné une expression limitée au degré @BeH)
ou (6.92)). On obtient alors finalement, pour chaque équation, un développement anal(@lLé3 et ainsi,
I'élément d’indicek de ces matrices colonnes est de la forme :

SIUAX, D)= 5 j - 7 (6.118a)
i#k
PAX, Z)expvai( L)l = D —— > Vil exp =i (pyLi + piLls) (6.1180)

1
izh T (12 00)

ou V;j,f,’,’fl est formellement identique @.104); il va donc de soi que la dépendance indiquéeS‘ﬁ@ et de

7? VIS a-vis de(A, X, 2), s’étend implicitement aux variables conjuguées gest ;.. Les développements
de dA/dt et dedl/dt venflent les mémes relations de d’Alembert qui€@nl05) mais, pourdX'/dt etdZ/dt,

il y a des modifications dues au fait que dﬁjﬁ par exempledf. (5.52), on dérivelU,, par rapport &, ou on
multiplie parz, des dérivées partielles d& qui ne modifient pas les exposants des mondémes ; ainsi, on pourra

vérifier que les développements des équations do#{j?met% vérifient lapropriété de d’Alembennodifiée :

pr="Fke — ki +ke —ks+7+1 ks + ko + Ky + ks pairdansc%
i avec ] ] d¢ (6.119)
pi=ky—ks+ks—ki—j ks + kg + k7 + ks |mpa|rdansd—t’“

On en déduit notamment quepartie séculairest au moins de degré 1 éhdansd X’ /dt, et au moins de degré
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26.1.

1 enZ dansdZ/dt ; au contraire, elle est de degré 0 au moins d&ahsit [ces termes de degré 0 proviennent de

la partie séculaire dg% %—g dans%, cf. (5.51)ou (5.52].

Remarque 2. Pour obtenir les équatiorni.114)et(6.117)relatives aux variables réelleget L, on a utilisé les
développement$.103)et(6.104)deU, exprimés en variables complexes, d’ou les expressions complexes de ces
équations. Cependant on aurait pu partir d'une expressidn éa variables réelles analogu€ta90) montrant
notamment un développement “en cosinus” dont les arguments sont formés de combinaisons des longitudes

moyennes et des longitudes des nceuds et des péricentres. Alors, comme(B’.&;‘h)%% est proportionnel a

dt
méme, celles degc% seraient des séries en cosinus.

g—%, les variations% auraient pu étre exprimées sous forme de séries en “sinus” de ces mémes arguments ; de

Théorie a variations séculaires : Méthode de Le Verrier

Comme pour les méthodes de perturbation vue§®e@?2 la méthode de Le Verrigprocéde par approxi-
mations successives, ordonnées ici suivant les puissances croissantes des masses perturbatrices. La méthoc
suppose que l'on connait la valeur de ces masses perturbatrices avec la meilleure précision possible; si ces
masses sont connues de facon approchée, on pourra améliorer leur détermination en développant les équation:
analytiquement au voisinage de ces valeurs, puis, une fois construite leur solution, on pourra améliorer ces va-
leurs en ajustant cette solution aux observations. Dans toute la suite cependant, pour simplifier, les masses seron
supposées fixées numériquement et on ne recherchera pas une solution analytique par rapport aux masses.
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26.1.1.

®Sommaire

Solution d’ordre 0 et développements en puissances des masses

L'approximation d’ordre 0 est une solution képlérienne pure, tous les éléments étant constants sauf les longi-
tudes moyennes qui sont des fonctions linéaires du temps. Pour obtenir une telle solution, on réduit tout simple-
ment a zéro les seconds membres des équdatioh$4) (6.115)et (6.116)puisqu’ils sont d’ordre 1 en, ce qui
donne les solutions constantes :

Pour les constante¥; et Z,, on peut adopter les valeurs prises par les éléments osculateurs correspondants a
un instant donné, ; on peut les considérer comme les constantes d’intégration des équétibits)et (6.116)
Pour Ay, le choix est plus délicat car les élémengs qui composent cette matrice dépendent aussi d’'un choix
encore ouvert des demi-grands axes de référepcéou desng, d’'aprés(6.108). En fait, on fixe ce choix en
liaison avec celui d&, solution d’ordre 0 de I'équatiof6.117) Celle-ci est définie par :

dd—io =Ny = Lo = No (t —to) + Loo (6.121)
On pourrait prendréVy, = N (¢y), valeur des moyens mouvements osculateurs a l'ingiantais, pour que les
variations des longitudes moyennes soient meilleures dés la premiére approximation, on adopte plutot une valeur
moyenne de ces moyens mouvements. Il faut alors supposer que I'on connait au départ la valeur fipyenne
du moyen mouvement de chaque planéte, mais il suffit pour cela d’avoir observé leur longitude sur une durée
suffisamment longue, car on a théoriquement :

1 [(TdL,
N, = lim — —L dt 122
BT T/O dt (6.122)

N, est appelé lenoyen mouvement moyeet I'on prend poumg, une valeur approchée dg, obtenue par
I'observation sur une durég suffisamment longue (de I'ordre du siecle). Dans ces conditions, il faut que la
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partie séculaire de I'équatidi.117)soit aussi égale A/, c’est-a-dire :
No = Ny + NoVo + No(I+ Vo) €S9 (Ao, X, Zo) (6.123)

Pour écrire cette équation, on a remplacé dénkl7)\ etIN par la partie constante des expressigh$13)
c’est-a-dire avec des matric®s et V, ayant pour éléments des constantgsdéterminées aved, de facon
a satisfaire I'équatiori6.123); tenant compte de la relatigé.113)entre) et A, cela revient a déterminer la
constante4, de telle sorte qu’on ait :

—3Nodo + No( — 2Ag) e 819 (Ao, Xo, Z9) = 0 (6.124)

ou A, est la matrice carrée diagonale ayant les mémes élémgngsie 4,. Cette équation montre qué, est
au moins d’ordre 1 en, valant en premiére approximation :

Ao = 2e8{9(0, X, 2o) (6.125)

Il suffit de reporter cette valeur al'intérieur d’éﬁ) dang(6.124)pour entirer une meilleure approximation, etl’'on
peut éventuellement réitérer. La constamte),, qu’'on en déduit pour chaque planete est apppé&turbation
constante du demi-grand axdotons cependant que les coefficients qui apparaissent dans le développement de

81(5) sont eux-mémes des fonctions dgg, calculés a partir desy, par la relation6.106)

Pour développer une solution en puissances des masses au voisinage de la solution d’ordre 0 que I'on vient
de définir, on décompose chaque variable en une somme de variables ordonnées selon leur ordre explicite en
On écrit ainsi, d’abord pouy, etn, :

G — it e G e iy e e et Mk = Mok + €ENg + €Napy + -+ - (6.126)
Cependant, on vient de voir que ces variables sont au moins d’ordre 1, puiscgte),, sont des constantes

de l'ordre dec; on peut donc inclure ces constantes dang et eny;, en écrivant vy, = e\ etng, = en'?,
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parties constantes respectivescdg, et deen;.. Alors, en développant I'équatige.108)en puissances deet
en identifiant les termes de méme ordre, on peut expliciter le calay}del’'ordre j en fonction des);;, d’ordre
i < j;auxordres 1 et 2 par exemple, on obtient :

Vik = —gmk
3 15 2 (6.127)
Vor = —3M2k + 5 Mk
Pour les autres variables, on écrit de méme :
2y = zop + €21 + €205+ G =Cor+ €Cip +€Cp+ -+ Ly = Loy + €Ly + € Lop + -+ (6.128)
Il leur correspond, en notations matricielles :
A:A0+€A1+€2A2+-" X:X0+€X1—|—62X2—|—-“
V=V +eV + €V, +--- Z=Z20+eZi+ 25+ (6.129)

£:£0+€£1+62£2 qrooc

On a quand méme maintetdy, etV, séparés deA; et deeV; pour bien marquer le fait qu’on développe une
solution au voisinage de ces constantes.

Finalement, on reporte ces expressions dans les deux membres des éd@aitiohs (6.117); pour I'une
guelconque de ces équations, on a alors :

AU dy AUy dUs
au _dUy | dth | ,dUy 6.130
a - ar a Ta T (6.130a)

et chaque terme/\/Pf? (A, X, Z)exp v=1(p- L) du membre de droite d%% est développé en série de Taylor
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au voisinage de la solution d’ordre 0, sous la forme :
eNo(I+ Vo+ eVi+ - )P (Ag+edr + -, Ko+ eXi + -+, Zo+ €21 +--+) X
X expyv=i(p-(Lo+eLy+-+)) =
=N 7)1(%)(/107 Xo, Z0) expv=1(p - Lo) +
+ (- INoAs + VN (- £1)) P (Ao, Ko, Zo) +
u Uu Uu
(A (G ()t 2+

ou N/ represent&Ny(I + V;), égal aussi &Ny (I — %AO). Notons encore que dans la derniére lign€@l&30b)
les 3 quantités dépendant de dérivées partielles représentent symboliguement la somme :

(6.1300)

zn: [(a;;ig )0771k + (63;1(? )021k + <a§§’) )021k T <8Z;§:3 >0C1k + (6({7;5}) )0511@} (6.131)

k=1

On aurait bien sOr des expressions analogues pour le développement des parties sé’w'uﬂé«r)eﬁn rempla-
cantU parA, X, Z etL, la méthode consiste ensuite a identifier les termes de méme orddaps I'expression
(6.130a)et dans le développemett 130b)
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26.1.2. Equations et solution d’ordre 1

En identifiant les termes d’ordre 1, on obtient les équations :

dA
P AN Y P (o, o, Z6) exp =i (- Lo) (6.132)
(P)#(0)

X, /[ () )

W—\/f_lNo[& (Ao, Xo, Zo) + Z Pr'p (Ao, Xo, Zo) eXP\/f_l(p'Co)} (6.133)
(P)#(0

2 _ o N[ (A, o, Z0) + (Ao, Xo, Z L 134

VT 0[ 1 (Ao, Xo, Zo) Z 7)1 0, X0, Z0) expv=I(p - 0)] (6.134)
(P)#(0

dL:l /

=NV Ny Y Pip (Ao, A, Zo) expvEi(p - Lo) (6.135)

(p)#(0)
Dans la derniére équation, la partie séculaire a disparu, puidgaesté déterminé pour satisfaire I'équation

(6.124); il faut cependant y remplacer encare par—%Al, et les termes correspondantsdi4, /dt y subiront
alors une double intégration. La solution d’ordre 1 s’obtient alors simplement par intégration terme a terme :
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N/
A = Z . - (%)(«407)(0720) exp v=1(p - Lo)

X =x9+/aNS (AO,XO,ZD)z‘+

+Z

P20 P
z =204+ NS 2)(,40, XO, zo) § o

«4079(0730) expv—1(p - Lo)

A07X07ZO) expv—1(p - Lo)

#(0)
: NN
Li=3vm Y 00 P (Mg, X, Z5) expy=i(p - Lo) +
(p - No)?
(p)#(0)
— v Z “ 5 (Ao, Xo, Z0) exp v (p - Lo)

(6.136)

(6.137)

(6.138)

(6.139)

DansA,, on prend la constante d’'intégration égale a zéro pour que, fignsntégration deA; n’introduise

pas de nouveau terme proportionnel @n n’ajoute pas non plus de constante d’intégration danguisque

® Partie 6 @ section 26.1.2 @ Page 370 de 396

la constanteC, introduite dang6.121)reste arbitraire jusqu’a la fin du calcul, son évaluation pouvant se faire

apres que la solutiog ait été développée a un ordre suffisant. Au contraire, avec le choix qu’on a faitpetir

Z,en(6.120) les constantes d’intégratiohl( etZ ) doivent &tre évaluées de facon a ce que les solufigns
et Z, soient nulles a 'instant,.
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On constate donc qu’a 'ordre 1 les solutiods et £, ne comportent que des termes périodiques, tandis que
X, et Z; ont en plus un polynéme de degré 1ien

Les termes proportionnels au temps représentent les variationséigsiresdes variables,, et ; en ef-
fet, pour les planétes, ces variations sont de I'ordrerdg, c’est-a-dire mille fois plus lentes que les moyens
mouvements en considérant~ 1073 ; comme les périodes des planétes sont de I'ordre de plusieurs années
voire plusieurs décennies ou quelques siécles, les variations linéaires de ces éléments d’orbite sont extrémemen:
lentes, d’ou le qualificatif “séculaires” qui leur a été donné. Bien sir, correspondant &tx;, les excentri-
cités et inclinaisons et les longitudes des noeuds et des périhélies comportent eux aussi des variations séculaire:
proportionnelles au temps, et donc les excentricités et inclinaisons peuvent croitre au dela de toute limite ; ce
grave défaut n’est cependant pas tres génant pour les planétes, car les variations séculaires de leurs éléments r
dépassent pas quelques dizaines de secondes par an : On peut alors utiliser quand méme une telle solution su
une durée de I'ordre du millénaire. Au contraire, pour des satellites, une variation mille fois plus lente que leurs
mouvements orbitaux (qui ont généralement des périodes de I'ordre de quelques jours) entraine des variations
séculaires dont les effets deviennent prohibitifs au bout de quelques dizaines d’années seulement ; pour eux, c’est
plutdt la théorie générale développée plus loin qu'il faut appliquer.

Quant aux termes périodiques d’ordre 1, ce sonfalestions quasi-périodiquatet, c'est-a-dire des sommes
de termes ayant chacun une période différente et dont la fréequence résulte de combinaisons entiéres de plusieur:
fréquences données. lIs ont la méme forme quemnl8b) avec des arguments périodiques dépendant de une
ou de deux longitudes; les inégalités périodiques correspondapies.+ p; Lo;, sont les fonctions linéaires du
temps (prnox+ping) t+ C. Leur intégration fait alors intervenir liviseurp,no, +pino; (ou son carré lorsqu'il

y a double intégration), mais il faut que ce diviseur ne soit pas nul! Ce serait le cas si I'o%—favai% 7738,1 . Or,

on sait bien que tout nombre réel de précision limitée teI%epeut étre représenté par un nombre rationnel.
Les termes correspondant a un diviseur nul sont en fait constants; ils s’intégreraient simplement sous forme
d’'un terme proportionnel au temps. Cependant, ces termes correspondent généralement a dgs entiers
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suffisamment grands pour que la sommetp; |, caractéristique de I'inégalité, soit elle-méme un nombre grand ;
alors, d’apres la propriété de d’Alembert, le degré en excentricités et inclinaisons d’un tel terme est aussi trés
élevé, puisque au moins égal a cette caractéristique, ce qui, en pratique, rend négligeable le terme correspondant

Cependant, si le systeme de planétes comporte deux moyens mouvementsmgpgeng; tels que, poup
etq entiers et petits, la quantit@ nor. — (p + q)noi)/noxr SOit de I'ordre de:, les termes correspondants sont de
faible degré (égal @) en excentricités et inclinaisons, et sont associéspetindiviseurde I'ordre det ; or, avant
intégration, ces termes sont déja de I'ordre:gléeur intégration donnerait donc un terme de d’ordre @.€Bn
fait, a cause de la double intégration da&hsqui conduit a élever au carré ces petits diviseurs éventuels, il suffit
méme que I'on aitp nor, — (p + q)nos)/nox de I'ordre dey/e pour se retrouver dans la méme situation : On dit
gu’il y a alorscommensurabilitédles moyens mouvements aésonance orbitalePlus précisément, l'inégalité
correspondantg L, — (p + ¢)L, étant de caractéristiqug on dit que c’est uneésonance d’ordre;. Ainsi,
puisque I'identification des termes résonnants ne peut pas se faire a I'ordre 1, la méthode de Le Verrier exclut les
problémes de résonance; il existe des méthodes spécifiques a appliquer dans ce cas, mais leur développemer
dépasse 'objet de ce cours (on trouvera néanmoins quelques indications sur ce problémeecada chapitre

Dans le systeme des grosses planétes du systeme solaire, de Mercure a Neptune, il n’y a pas vraiment de
situation de résonance mais il y en a une entre Neptune et Pluton (résonance d'ordreg X avety + g = 3);
il en existe aussi de nombreuses entre des astéroides et Jupiter, ou entre plusieurs satellites de Jupiter ou entr
ceux de Saturne. Cependant, pour les grosses planétes, il existe des cas de résonance approch&ssi-ou de
commensurabilitéassociée a urgrande inégalitéouinégalité a longue périodinsi, entre Jupiter et Saturne,
I'inégalité (2L, — 5Lg) est considérée généralement comme étant “la grande inégalité” du systéme solaire :
Les moyens mouvements moyeNs et Ng de Jupiter et de Saturne donnés dans la partie 3 dafsbleau
3, donnent en effee N; — 5Ng = —4” 019 par jour, correspondant a une période de 883 ans. Bien que cette
inégalité soit de caractéristique 3 (donc de degré 3 au moins en excentricités et inclinaisons), son amplitude est
considérable, surtout dans la longitude moyenne de Jupiter et de Saturne ou ce petit diviseur est élevé au carré pa
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la double intégration, amplifiant ses effets pour donner un term@®@¥ d’amplitude dans la solutioh,; de

Jupiter, et d&610” dans cellel, ¢ de Saturne (autrement dit, a cause de cette inégalité, les longitudes moyennes
de ces planétes s’écartent d’'un mouvement uniforme respectivemenbde’ ou de+2610"” avec une période

de 883 ans); cette “inegalite” dans le mouvement en longitude de Jupiter et de Saturne est suffisamment grande
pour avoir été détectée depuis fort longtemps, et c’est Euler'dli $&cle qui expliqua le premier son existence

par la quasi-commensurabilié 5 de leurs moyens mouvements.

De méme, entre Uranus et Neptune, on trouve que l'inégdlité— 2Ly ) a une période de 4240 ans; sa
caractéristique étant seulement égale a 1, il lui correspond des termes de grande amplitude dans les longitudes
moyennes de ces planetes (respectiverd@sit” et 2000”). Enfin entre Vénus et la Terre, I'inégalit8 L, —
13Lr) a une période de 239 ans, mais, étant de caractéristique 5, son amplitude dans les longitudes de ces
planetes est faible, ne dépassant pas quelques secondes.

Dans les solutions d’ordre 1 des planétes, les autres inégalités périodiques, a courte période, ont pour la
plupart des amplitudes petites et celles-ci vont en décroissant lorsque la caractéristique des inégalités augmente
parmi ces inégalités, les plus importantes sont évidemment celles de caractéristique OpdiidypeLy;), car
elles sont de degré 0 en excentricité et inclinaison : Ce sonhégmlités synodiquest leurs multiples ; leurs
amplitudes vont en décroissant lorsquaugmente car elles sont essentiellement proportionnelles; #! ot
ay,; est le rapport du plus petit au plus grand des demi-grands efé8.{01). En pratique, les séries de termes
qui représentent les perturbations des éléments d’orbite des planéetes, sont tronquées de facon a ne retenir qus
les termes dont 'amplitude dépasse une certaine valeur, par exéfnple Pour donner une idée de la fagon
dont se présente une solution d’ordre 1, voici par exemple la partie périadigueée la longitude moyenne de
Saturne perturbé par Jupiter ; on ne donne ici que les 5 plus gros termes, exprimés en variables réelles sous forme
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de sinus et cosinus des 5 inégalités périodiques correspondantes :

eL1s = 408" 32 cos( 2L;— 5Lg) + 2578"82 sin( 2L ;— 5Lg)
2"02 cos( Ly— Lg)+ 536”58 sin( L;— Lg)
+ 48"74 cos( Lj— 2Lg) — 304”88 sin( L;— 2Lg) (6.140)
— 0”87 cos(2L;—2Lg) + 146”56 sin( 2L;— 2Lg)
+ 53”46 cos( 2L;— 3Lg) — 37”38 sin( 2L;— 3Lg)

En plus de ces 5 termes, on dénombre encore dansune trentaine de termes périodiques d’amplitude su-
périeure al”, et plus d’'une centaine ayant une amplitude supérielre0a ; tous proviennent des seules per-
turbations par Jupiter ; les autres planétes perturbent aussi Saturne, donnant d’autres séries de termes, mais plu
courtes. Notons que les longitudés et Lg représentent ici respectivement les quanttgst — ¢y) + Lo, et

Ng (t —to) + Los, OUN; et Ng sont les moyens mouvements moyens de Jupiter et de Saturnd.gteitl g

sont leurs longitudes moyennes pour I'épogue- J2000 ; leurs valeurs sont données danslgeau 3

26.1.3. Solution d’ordre 2 et d’ordres supérieurs

Pour obtenir la solution drdre 2 des masseka solution d’ordre 1 obtenue €6.136)a(6.139)est maintenant
reportée dans les termes d’ordre 2 du développement de Taylor des équations. On a vu que les.4pletions
L, napportent que des termes périodiques, tandis)Quet 21 contiennent, en plus, des fonctions linéaires de
t. Alors, si par exemple on écti; sous la formet” + xV ¢ + > o Xip expv=1(p'- Lo), le terme ayank)
en facteur dans le développement de Taylor exphmtéﬁeIBOb) est transformé en :

W) ()
E:(Qg%3%0¥9”+ﬁﬁ”)emp¢—lp Eo%—Ej(aP

pl

%%Meqw~«p+p)£@ (6.141)
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Si (p +p’) = (0), le terme correspondant est un nouveau terme séculaire, d’ordre 2, sinon c’est un nouveau
terme périodique, d’ordre 2 également. Dans la premiére somiiéeldel) il apparait aussi une nouvelle sorte de
termes, ent exp v=1(p - Ly), qui sont appeléermes mixtesdNotons qu’a I'ordre 1 les inégalitép) dépendent

des longitudes moyennes de 2 planétes au plus, tandis que les inégalitgs’) qu’on construit a I'ordre 2

peuvent combiner jusqu’a 3 longitudes moyennes ; en effet, d’@pré3l) chaque terme d’ordre 2 provient de

la dérivation d’une fonction d’ordre 1 par rapport a une variable, le résultat étant ensuite multiplié par la solution
d’ordre 1 relative a cette variable ; or, la fonction dérivée ne dépend que des variables relatives a 2 planetes
seulement, et la solution relative a I'une de ces variables dépend au moins des variables relatives a I'une de ces
deux planétes, et éventuellement des variables relatives a une troisieme.

Ainsi, apres avoir effectué tous ces produits dans le développement de Taylor des seconds membres des
éguations, on trouve que les équations d’ordre 2 ont la forme suivante, mettant en évidence des parties séculaires
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périodiques et mixtes :

dA
=2 Ny Y (PEA X, Z0) + VTP (Ao, Ko, Z0)t) expvEI(p - Lo)
(P)#0) (6.142)

dX.
L (85") (Ao, Xo, Z0) + v=182 (Ao, Xo, Z0) t) n
+ V=1 N(/) Z (’PQ(;Y)) (Ao, Xo, ZO) 9 \/—_1’Pé(7§)<./40, Xo, Zo) t) exp \/—_1(p 0 £0)
()2(0) (6.143)
dZ
d—t2 = /=1 Né (SQ(Z) (./40, Xo, Zo) —+ \/—_18;(2) (./40, XO’ Zo) t) +
+ v-1 N(/) Z (Pz(i) (./40, Xo, Zo) 9 \/——17);(75) (AQ, Xo, Zo) t) exp \/—_l(p o ﬁo)
(P)#(0) (6.144)
L
d—152 = —%NoAz +N; (52([:) (Ao, Xo, Z0) + ﬁsé(ﬁ) (Ao, Xo, Zo) t) +
+N; D <7’2(,£;3(«407X0720) + VEIPRE) (Ao, Xo, Z0) t) exp v=I(p - Lo) (6.145)
(P)#(0)

Notons que I'équatiof6.142) qui donne les variations d’ordre 2 des demi-grand axes, ne contient pas de terme
séculaire ; le méme résultat était évident a I'ordre 1; a I'ordre 2, c’est un résultat qui pourrait se démontrer et
qui est appeléhéoreme de PoissoCe théoreme est important pour justifier une certaine stabilité du systeme
solaire, puisqu’il établit que jusqu’a I'ordre 2 des masses, les demi-grands axes osculateurs ne font qu’osciller
autour d’'une valeur moyenne. Cependant cette invariance moyenne des demi-grands axes n’est plus vraie aux
ordres supérieurs, mais comme leurs variations séculaires sont d’ordre 3 au moins, elles sont aussi excessivemen
lentes, ne devenant sensibles qu’au bout de nombreux millénaires.
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Pour obtenir la solution d’'ordre 2, il suffit d'intégrer terme a terme les équations précédentes. Les parties
linéaires ent donnent des polynémes de degré 2teles termes périodiques restent périodiques et les termes
mixtes s’integrent par parties pour donner un terme périodique et un autre mixte :

V=it 1
t expv=i(p - L dtz(— n )expmp-ﬁ 6.146
Jtew v Lot = (- 5 + ) e vEi(p-£o) (6.116)
Ainsi, la solutionA4, ne comporte que des termes périodiques et mixtes, qui peuvent étre éventuellement a longue
période :
/ / !
_ 4O [ No 5w <—¢_1No7f Ny ) /<A>] (b L
A=t O i 7 (oan) T pNee) e ] STl e

Cette solution doit ensuite étre intégrée une deuxieme fois dans I'équétiotb) La constante d’intégration
A(QO) est alors déterminée pour qdg,/dt ne contienne pas de terme constant d’ordre 2 :

—gNQAgo) —|— N(SSQ(E) (Ao, Xo, Zo) = O

Cela évite &, de dépendre d’'un terme proportionne| auisqu’on a déja fixé les moyens mouvements moyens.
Il reste cependant dari, /dt un terme linéaire en qui, par intégration, donnera inévitablement un terme en
t? dans la longitude moyenne. Notons que cette deuxiéme intégration de I'expré&&<ién)fait intervenir,
pour les termes périodiques, des divise(pps N;) €élevés a la puissance 3. Quant aux solutidhset Z,,
elles comportent aussi des polynédmes de degré £ anxquels s’ajoutent des termes périodiques et mixtes
d’expressions analogues a celle donné&ehv 7)

On pourrait montrer qu’a partir des solutions d’ordre 1 et 2 ainsi obtenues, on peut construire les équations
d’ordre 3 puis les intégrer de la méme maniére et construire ainsi de proche en proche une solution d’ordre de
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plus en plus élevé. D’'une fagcon générale, on trouverait que les parties séculaires de la solutiorkdsordre

des polynémes du temps de degrét que les parties mixtes résultent du produit de termes périodiques par des
polynémes du temps de degré- 1. Les inégalités périodiques d’ordkesont alors des combinaisons linéaires
entrek + 1 longitudes moyennes. Ces combinaisons peuvent engendrer de nouveaux petits diviseurs auxquels
correspondent de nouveaux termes a longue période qui peuvent parfois étre aussi importants que ceux trouves é
I'ordre 1. Par exemple, on trouve a I'ordre 2 que l'inégalité, — 8L,, + 3L ) entre les longitudes de la Terre,

de Mars et de Jupiter a une période de 1760 ans; elle engendre un tes2{e déamplitude dans la longitude

de Mars et d&’/ 3 dans celle de la Terre (soit quatre fois I'amplitude de I'inégdhbte,, — 13L,) déja trouvée

a l'ordre 1). D’ailleurs les termes mixtes qui sont significatifs dans la solution finale (c’est-a-dire donnant une
contribution non négligeables au bout de 1000 ans par exemple), sont pour la plupart relatifs aux inégalités a
longue période, tels la grande inégalité entre Jupiter et Saturne. Par exemple, voici I'expression qu’on obtient a
I'ordre 2 pour la grande inégalité dans la longitude moyenne de Saturne :

€Ly = (—51"50 4+ 0”,8221t) cos(2L; — 5Lg)

6.148
+ (240”72 — 0" 1781¢) sin (2Ly — 5Lg) (6.148)

Dans la solution finale, la partie périodique de ces termes vient s’ajouter a ceux d’ordre 1 dofmdgi@n

d’ailleurs, les solutions d’ordre supérieur a 2 apportent encore d’autres termes analogues a ceux donnés en
(6.148) et on constate que généralement I'expression des termes mixtes associés aux termes a longue période
converge assez lentement au fur et a mesure que l'ordre de la solution augmente ; par exemple, dans la longitude
de Saturne, la grande inégalité est donnée jusqu’a I'ordre 5 par I'expression :

(346”16+1127"85T— 89"81T* — 28" 38T + 2" 24 T*) cos (2L; — 5Lyg)

6.149
+(2896"37— 286",62T— 222”58 T* + 17",00 T + 2”58 T*) sin (2L — 5Lg) ( )

On pourra juger la convergence en comparant cette expression avec celle donnée aux ordres 1 (& 24€ans
T est exprimé en milliers d’années juliennes a partir de J2000].
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Dans la solution, la valeur moyenne des termes périodiques est nulle, mais celle des termes mixtes ne I'est pas
vraiment ; les termes restant, qui sont les parties polynomiales de la solution, représentent cependant ce qu’on
appelle lesfléments moyerdes orbites. Voici, a titre d’exemple, les éléments moyens qu’on trouve pour les
variablesz et ( relatives a Jupiter et a Saturne et mises sous la fayme &k, + v=1 h,, {, = ¢, + v=1p,,
2¢ = ks +v—Thset(,=q,+v-T1D:

kJ = 40,046 985 721 24 + 0,001 120 103 77 T — 0,000 109 301 26 T2 — 0,000 004 287 48 T

hJ = 40,012 003 857 48 + 0,002 171 493 60 T+ 0,000 098 595 39 T'2 — 0,000 005 131 09 T3

q; = —0,00206561098 — 0,000 313401 56 T'— 0,000 016 673 92 T2 + 0,000 000 769 26 T3

p,; = +0,011183 77157 — 0,000 234 275 62 T+ 0,000 020 867 60 T2 4+ 0,000 000 507 21 T3
(6.150)

k’s = —0,002 960 035 95 — 0,005 296 026 26 T + 0,000 309 284 05 T + 0,000 012 962 15 T3

hs = +0,055429 642 54 — 0,003 755 938 87 T' — 0,000 319 902 36 T2 + 0,000 015 986 33 T3

gs = —0,008 71747436 + 0,000 801 71499 T"+ 0,000 041 422 82 T2 —0,000001 96049 T3

Pg = +0,019891473 01 + 0,000 594 397 66 T' — 0,000 052 351 17 T2 —0,00000127219 73

Ces éléments moyens sont rapportés a I'écliptique et a I'équinoxe pour la date J2009,est compté en

milliers d’années juliennes a partir de cette date. Ces expressions sont tirées des Variations Séculaires des Orbites
Planétaires (VSOP82) obtenues au Bureau des Longitudes par P. Bretagnon en 1982 ; la petitesse des coefficient
de ces polyndmes montre bien la lenteur de ces variations.

Bien que les termes séculaires et mixtes limitent la durée de validité d’une théorie a variations séculaires, la
petitesse des coefficients dans ces termes permet d’utiliser cette forme de solution sur des durées de plusieurs
millénaires : La précision de la représentation des mouvements se dégrade lorsqu’on s’éloigne de 4¢poque
mais reste acceptable si I'on pousse la théorie assez loin en ordre de masse. Par exemple, Le Verrier a la fin du
siécle dernier, a calculé I'ensemble des termes d’ordre 1 supéri@lifd det les plus gros termes de I'ordre 2
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26.2.

(essentiellement & longues périodes). Le nombre de termes ainsi manipulés (“a la main”) atteint plusieurs dizaines
de milliers ; on considere que la solution qu’il a construite est bien représentative du mouvement réel des planetes
sur plusieurs siecles, mais se dégrade rapidement au dela. Plus récemment, son ceuvre a été reprise au Buree
des Longitudes a Paris par P. Bretagnon et J.L. Simon, et grace a des ordinateurs programmeés pour manipuler
des développements en séries de Fourier a plusieurs arguments, ils ont pu construire une théorie analogue &
celle de Le Verrier mais poussée a I'ordre 6 des masses pour les 4 principales planéetes, Jupiter, Saturne, Uranus
et Neptune. Cette solution comporte tous les termes supéridl{80al et des termes séculaires jusqutén

La précision est meilleure qu# 1 sur 1000 ans et décrit les mouvements actugl$(& prés. Depuis 1984,

c’est cette théorie qui sert au calcul des éphémérides des planetes publiées par le Bureau des Longitudes dans |

Connaissance des Temps.

Théorie générale du mouvement des planetes Pb
6

Ce n’est pas une théorie a variations séculaires comme celle de Le Verrier qui peut décrire I’évolutid;?b[pés
long terme du systéme solaire, puisque les polynbmespeasents dans les termes séculaires et mixtes font
diverger les séries. En fait, c’est la méthode d’intégration utilisée qui produit ces termes séculaires et mixtes,
simplement parce qu’on a cherché une solution développée dans le voisinage d’untinstempeut étendre” |l
considérablement la durée de validité de la solution en adoptant, a partir des mémes effuafidigs(6.117)
une méthode qui aboutit & une solution générale ne comportant plus ni termes séculaires ni termes mixtes, mais
uniquement des termes périodiques. Cette solution va comporter, a la place des termes séculaires, des terme
bornés, quasi-périodiques det ayant des périodes trés longues, supérieut®)a0 ans. En fait, on va voir
gue les polynémes enqui apparaissent dans les termes séculaires des théories a variations séculaires, sont les
développements limités, au voisinagetde t,, de ces termes quasi-périodiques a trés longues périodes.

Tout d’abord, on suppose que les mouvements du systeme planétaire restent voisins de mouvements circu-
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laires uniformes et coplanaires donnés. Plus précisément, les longitudes maygsoasmises sous la forme :
Ly = nox t + g (6.151)

ou lesng, sont les mémes moyens mouvements moyens, SUppPOSEs connus, qu’on a déja intrgduitd?¢n
dans la méthode de Le Verrier; les rayang des orbites circulaires de référence sont donc encore définis a
partir desng, par la troisieme loi de Keplé6.106) de sorte que les relatios.107)a(6.110)entre les variables

v, etn, sont toujours valables, ainsi que les équati@$14)a(6.117)

La relation(6.151) introduit des quantitég,, qui sont des nouvelles variables remplacantilgs on va
montrer qu’il est possible de les déterminer sans introduire de nouveau terme proportioniaelsd ., et de

facon a ce que, reste borné dans le voisinage d’une constante d’intégrqﬁbr()n regroupe les variables
dans une matrice colonr@, ce qui permet d’écrire :

aLc dQ
= Npt t - = — 152
L=Mt+Q e o N0+dt (6.152)
On remplace dong par cette expression dans les équati@n$l4)a(6.116) tandis que I'équatiof6.117)est
remplacée par la suivante, relativa

d
d_?:NOV+N eSITAX,Z) + Y ePIHAX, Z) expvi(p - Not+p- Q) (6.153)
()70

On a tenu compte ici, comme éf.113) deN = Ny + NoV.
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26.2.1. Méthode d'intégration : séparation des termes périodiques

On cherche une solution a ces équations, sous la forme suivante :

A=A+ A = At) +eA(A X, Z,0,t) +AyA X, Z,0,1) +
V=V 4V =V + WA X, Z0,t) +V(A X 2, 0,t) +
X=X+X =X(t) + X (A, X,Z,0,t) +EX(A,X,Z,0,t) +--- (6.154)
Z=Z2+Z =Z(t) +eZ(A,X,Z,0,t) +Z,(A, X, Z,0,t) +
0=0+0Q =0(t) +eQi(AX,2,0,t) +0(A X, Z,0,t) +

ol A, X, Z et O sont des fonctions inconnues tled’ordre 0 ene car dépendant des constantes d’ intégration
arbitraires du probléme ; on va montrer que I'on peut déterminer ces fonctions de fagon a/t,@‘tqué etQ
soient des séries de termes quasi-périodiquésaleourtes périodes, et dont les amplitudes soient des fonctions
explicites de(ﬁ, )?, 2?, Q); ces termes seront d’ordre 1 au moinseel®i U/ = U + U désigne globalement
I'ensemble des variablésA, X', Z, Q), les équations du mouvement s’écrivent alors :

L (o 2 Gy
dt oy dt ot

V-1 Ny Z 6731(’“;1,)(22—1—6111—!----) exp v=1(p - No)t
(p)#(0)

(6.155)
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4 | (2. U, 0%
dt ou dt ot
AN e SN U+ elhy + ) + (6.156)
+v=1Np Z 6771(?;)(214—6?7{1#—---) expv=1(p - No)t
(p)#(0)
dZ ~ (0Z, dU 0Z
(0
dt oy dt | ot
\/—_1N0681(Z)(Z:{\+62;{V1+"')+ (6.157)
+v=1 Ny Z 6731(?(2?—1-6&1—1—---) exp v=1(p - No)t
(P)#(0)
Q 6((9@1 au agl)
dt

oy dt o -
NoV + No e SN (U + elhy + ) + (6.158)
+N0[6171 -+ Z 67)1[:) U+eld; +- )eXp\/—_1(p-/\/o)t]
p)#(0)

dA dA dX dA dZ A dQ
ou les quantités telles QLQGA— representenf?—1 8X1 g T 821 it 8Q1 I , C’est-a-dire

OA dije | OA d3 %% OA i
| i dt T oz dt T ooe, dt T da di )
Dans les seconds membres de ces équations, on développe en série de Taylor les fori¢teangaisinage
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de U ; on écrit par exemple :

Z E’PLP(Z;{\—F 62]1 + - ) exp\/j(p 'N())t =

(P)#(0)
. op _

= Z [epl,p(U) + (6—141) . eZ/h) + - } expv=1(p - Nyt

( ou

P)Z(0) (6.159)
= Z €Pyp(U) exp v=T(p - No)t +

(p)#(0)

+ES(U) + Y EPap(U) expy=i(p- No)t+ -+
(P)#(0)

ou eZSQ(Q) représente notamment 'ensemble des termes d’ordre 2 qui ne dépendent pas explicitém@nt de

peut alors séparer le systeme d’équations en 2 sous-systemes : Le premier est relatif aux aeat@esemble
par définition tous letermes séculairedes équations, c’est-a-dire ceux qui ne dépendent pas explicitement de
t; 'autre concerne les variablés et s’identifie a 'ensemble des autres termes, qui sont eux fonctions explicites
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det et méme quasi-périodiques teOn obtient ainsi, jusqu’a I'ordre 2 en

R
d
d%l:o (6.160)
| A NesMA R D) N SPA R D) (6161
dui E—\/j 0 €O ( )"’\/_ o € ( 9 ) (6)
dt ) 4z e PN
= = IN eSS A X 2)+ ANy 2SS (A X, 2) (6.162)
d PR PPN
\ d? =NV + Ny eSO A X, 2)+ Ny 2S94, X, 2) (6.163)

Dans la derniére équatio®, doit encore étre remplacé pargﬁ, et cette constante (d’aprés.160) est deé-
terminée de facon a annuller le terme constant de I'équéfidr63) Dans ces conditions on constate que le

systémecii— est au moins d’ordre 1 en) de sorte que les quantités telles q@e"L dans(6 155) sont au

moins d’'ordre 2. Les parties dé relatives aux ordre 1 et 2 sont alors determlnees par les systemes d’équations
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suivants : B
0A ~
Ea—tl = v-1Np Z ePl(ji)(L{) exp v=1(p - No)t
(p)#(0)
0,
eor =vaNo D ePI(U) expy=i(p - Aot
aZ (p)#(0) (6.164)
=Ny Y P expvI(p - o)t
(p)#(0)
09 _ SNped + N P Nyt
DO e+ N Y PT) e vi(p- M)
(p)#(0)
0A; -~ 0A, dU
2 _ 2 ~(A) 1
o T V=1 No Z € Pop (U) expﬁ(p-/\/’o)t_ew —
(p)#(0)
8X2 (X) 77 8X1 dLA{
o N 2 AP I oo -G
82 ' 95 4il (6.165)
g 1
¢ ot =v-TN Z € PQI)( )exp\/_( .N(])t_e@‘ﬁ
(p)#(0)
09 - 00, dii
EQW = — N’ Ay +N(p;(; PID(U) exp v=i(p - No)t — 7 @
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26.2.2. Solution a courtes périodes

_ Comme les constantes arbitraires de la solution générale seront introduite dassffit de trouver pour
U une solution particuliére. Ainsi, on integre les systelfte$64)et (6.165)terme a terme, sans constante dﬁuas

tégration et sans avoir besoin de connaitre la solutigruisque ces équations définissent les dérivées partielles
de la solution par rapport@aOn obtient a I'ordre 1 :

~ N, .
eA = Z € — 731(?,)(2/1) exp v=1(p - No)t

oo PV
- N ~
eX = Z € ~.;)\f Pl(?f,)(u) exp v—1(p - Np)t
@0 PV
- 5 No Z) (77
eth={ 2= > o PR () expvi(p - Mot (6.166)
(p)(0)

_ N2 ~
Q=T D, iy e () e A AR+
(p)#£(0) 0

N N
— v Y e—PE(U) expvi(p - Mot
oo PN

\

Et on calculerait de la méme facon la solution d’ordre 2, et éventuellement les solutions d’ordres supérieurs.
Comme dans la théorie a variations séculaires, il faut cependant supposer qu’il n’y a pas de résonance orbitale
ou de commensurabilité entre les moyens mouvements moyens, mais il peut y avoir des grandes inégalités ou
inégalités a longue période.
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26.2.3. Solution du systeme séculaire

Conformément au développement de Taylor explicitéceh59) lorsqu’on a ainsi déterminé la solutieft,
on peut calculer les parties séculaiedS, du systeme d’'équatiors.160)a (6.163); d'ailleurs, on peut voir que
d’'une fagon générale, la connaissance de la solutiof), d’ordre k permet de construire les parties séculaires
d’ordrek+1. Notons que par construction, les seconds membres des équéticsida (6.163)ne dépendent pas
du temps explicitement : C’est par définition systeme autonontééquations différentielles ; ici, on I’appeIE)
aussisysteme séculaire |az

Ayant donc construit le systeme séculaire a un ordre suffisaatiereste a le résoudre. Jusqu’a I'ordre 2,

en raison du théoréme de Poiss%’g est nul, et donc4 est constant; on a vu que sa valeur est déterminée

pour que I’équatior%% ne possede plus de terme constant, afin que la valeur moyer% geit égale aVj.

Par ailleurs, la variabl® n’apparait pas dans les seconds membres du systeme séculaire car ces variables sont
nécessairement associées aux inégalités périodiques :

expv=i(p-L) =expv=i(p-Q+p-Q) x expv=i(p-No)t

Les variables qui compose@ sont donc présentes uniqguement dans les termes qui dépendent explicitement
du temps (si toutefois il N’y a aucune résonance entre les moyens mouvements moyens). Dans ces conditions,
I’équation(6.163)pourra étre résolue par simple quadrature des que seront connues les solutions rekatives a
etz.

Pour trouverX et Z (Eqs(6.161)et (6.162), il faut se souvenir que d’aprés la propriété de d’Alembeiit (
remarque 1 dans §}des termes séculaires d’'ordre 1 edans les équation%%’f sont de degré 1 au moins par

rapport a 'ensemble desvariables d’excentricité;, tandis que ceux des équatio%’; sont de degré 1 au moins
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par rapport aux variables d'inclinaisong; ; dans tous les cas, le degré global de ces termes est impair, croissant
de 2 en 2 a partir du degré 1. Cette propriété est conservée pour les termes séculaires d’ordres supérieurs. Er
séparant les termes degré par degré, on peut écrire ces équations sous la forme :

~

dX ~ ~
d% (6.167)
EZ\/—_l(S’leJrSQ()?,é) +--)

ousS; etS sont deux matrices carrées constantes et d’ordre 1 au moénSieon linéarise ce systeme autonome,
il se sépare en deux sous-systéemes :

~

N dZz N
= v-1 Sl X et % = v-1 Sll 2 (6168)

dx
dt
On pourrait montrer qu&; et S| sont diagonalisables : En introduisant les matrices de pad3ageP’

formées de leurs vecteurs propres respectifs, et en nataitA’ les matrices diagonales formées de lelgf
s

valeurs propres, on a:
P'SSP=A e PSP =A (6.169)

Alors, en effectuant les changements de variales X et Z — Z définis par :
X=PX e Z=PZ (6.170)
on obtient les nouvelles équations linéaires :

dX dz
o= V=IAX et = = v=iN'Z (6.171)
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Ces équations représentemt équations scalaires de la forméldit’f = =1\, 1, OU les)\, sont les valeurs
propres des matrices. Leur solution estimmédiate, et s’exprime en fonction de constantes d’intégration arbitraires
XO et ZO .

X = (exp v=1At) Xo et 7= (expv=1A't) Zy (6.172)
ou (exp v=1At) représente la matrice carrée diagonale dont les elementsmnr)\kt méme chose pour
la matrlceexp rA’t On évalue les constanté§, et Z, en fonction des valeurSfO et ZO gue prennent les
variables¥ et Z & un instant initial défini par=20:

XO = Pil.)?o et ZO = Plilz\o

Finalement, la solution du systéme autonome linéarisé s’écrit matriciellement :

~

X =P (exp v=-1At) P lX, et Z—P (exp v=1A't) P12,

Les solutions:;, et(, qui composent ces matrices sont donc des sommes de mouvements circulaires dans le plan
complexe, ou sommes vectorielles de vecteurs tournants :

2y = Z @i €xp v=1 (At + ;)

i=1

e = Z bir exp v—1 (Ajt + ;)

i=1

(6.173)

Comme les matriceS; etS/ résultent du produit dB, par des quantités d’ordre 1 au moins-eleurs valeurs
propres représentent des vitesses angulaires trés petites, de I'oedvg. dRour le systéme des grosses planétes
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du systeme solaire, ces vitesses angulaixg®t )}, correspondent a des périodes comprises &oté@0 ans

et 2 millions d’années;f. (6.177); ce sont lesréquences fondamentalds systeme séculaire. Les amplitudes
a;. et by, de cesmouvements périodiques a trés longues périquassent étre importantes. Par exemple, le
module de la variablé; relative a le Terre (représentant en quelque sorte I'excentricité moyenne de l'orbite
de la Terre), oscille entre 0 8107 avec 4 périodes prépondérantes comprises €060 et 350 000 ans;; il est
surtout important de remarquer que ces variationslsomtéesce qui n’était pas le cas de la solution a variations
séculaires.

Pour tenir compte des parties non linéaires des équattoh87) on applique a ce systeme le changement de
variables(6.170)bati sur les vecteurs propres de la partie linéaire. On obtient alors :

X

dd—t — /ST(AX +PIS(PX,P'Z) +---)

a4 | . | (6.174)
E:\/—I(A Z+P S3<PX,PZ)+>

Il faut noter que I'application de ce changement de variables fait augmenter considérablement le nombre de
termes ; par exemple, pour les 8 grosses planétes du systéme solaire, le §ystéijdéveloppé al'ordre 2 des

masses et au degré 5 en excentricités et inclinaisons, comporte plog @® termes! (il faut bien développer

jusqu’a cet ordre et a ce degré pour que le systeme représente convenablement les mouvements séculaires) Pol
résoudre ce systeme de fagon analytique, on utilise le fait qu’il comporte un noyau intégrable (sa partie linéaire),
et les termes non linéaires sont alors considérés comme des perturbations de ce noyau.

Pour déterminer la nature de la solution, une facon simple de procéder peut consister a substituer la solution
(6.172)dans les termes non linéaires du systeme, et amorcer ainsi un processus itératif de substitution ; on obtient
alors des termes quasi-périodiques a trés longues périodes dont les fréquences sont des combinaisons entiére
des valeurs propres; et \;.. Par exemple, les termes séculaires de degré 3 en excentricités que I'on trouve dans

les équationé%, sont de la formezm.k Cijk 2Ty ; Si on décompose la solutigi®.172) composante par
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composante en; = g, exp v=1\;t, Ces termes sont transformés en :
Z Oijk‘ ZL‘OZ‘JZOjZf'Ok exp \/Tl(AZ -+ >‘j — )\k)t (6175)
i7j7k“

Parmi tous ces termes, ceux qui correspondent a des indité®gaux ont une fréquence égalg;aalors, dans

I’équation relative a l'indice : Ciixtz = =1\ x; + - -+, Ces termes peuvent aussi s’écri@:j‘ Cijj T0;jToj s, €1

de fait, on les ajoute a la partie linéaire de cette équation, qui de\ﬁ%@iti V=1 (X + 22, Cigj To;Toj) Ti+ - - -

donnant pour; la nouvelle fréquence fondamentale+ Zj Cijj ®o;To;- Les autres termes de degrés &té.
donneraient de la méme facon des petites modifications supplémentaires des valeurs propres du systeme linéaire
Quant aux autres termes, qui ne viennent pas modifier les fréquences du systéme linéaire, ils peuvent étre intégrés
terme a terme, chacun d’eux étant solution particuliére d’'une équation de la forme

d
d_f —v_iwz = v=1C exp v=1(T;pi M)t
dont une solution, nulle &= 0, peut s’écrire :
C
x = o (exp v=1(Z;pi\i)t — exp v=Twt) (6.176)

Il est intéressant d’avoir ici une solution particuliére nulle & 0, car au moins elle ne vient pas modifier la
valeur des constantes d’intégration introduites au départ dans la solution du systeme linéarisé.

Cependant, l'intégration de ces termes fait apparaitre des diviseurs d’'une nouvelle sorte, combinaisons en-
tieres des fréquences fondamentales du systeme séculaire. L'intégration sera possible si aucune de ces combi
naisons ne s’annulle ou ne soit trop petite. En réalité, il n’est pas possible d’éviter ces diviseurs trop petits ou
nuls et qui correspondent a dessonances séculaireC’est ici que se manifeste le fait établi par H. Poincaré
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au début de ce siecle, que le probléme desorps n’est pas intégrable : Il N’y a pas moyen de trouver une
solution générale qui soit valable sur une durée infinie. Néanmoins, pour le systeme des 4 grosses planétes du
systeme solaire (de Jupiter a Neptune), on a pu montrer que les termes résonnants sont extrémement petits, e
gu’une solution générale construite suivant cette méthode peut rester valide pour plusieurs centaines de millions
d’années. Au contraire, J. Laskar (Bureau des Longitudes) a montré en 1990 que la solution analogue pour les 4
planetes intérieures (de Mercure a Mars), n’est pas stable au dela de 5 millions d’années, a cause de la présenc
de résonances séculaires entre plusieurs des fréquences fondamentales (ces mémes résonances intervienne
aussi dans les solutions relatives aux grosses planétes, mais associées a des termes pratiguement négligeable:
Ces derniers résultats ont été acquis, non par la construction d’une solution analytique puisqu’une telle solution
n’existe pas, mais par I'intégration numérique du systéne/4) avec seg50 000 termes! Comme le systeme
séculaire représente seulement les variations trés lentes des éléments d’orbite, I'intégration numérique peut étre
faite avec un pas trés grand (500 ans par exemple pour les planétes) ; partant des conditions initiales actuelles, on
peut alors remonter le temps sur plusieurs dizaines de millions d’années et, par analyse de Fourier de la solution
numeérique ainsi trouvée, on peut déterminer les fréquences fondamentales présentes dans la solution ; on a alor:
trouvé I'impossibilité de représenter cette solution avec un ensemble unique de fréquences fondamentales sur
toute la durée de l'intégration : pour les planétes intérieures, on trouve des variations importantes des fréquences
en moins de 5 millions d’années, signe du caractére chaotique de la solution, puisque cela révele I'impossibilité
de construire une solution quasi-périodique deique sur une tres longue durée.

Voici, a titre d’exemple, les plus gros termes de la solution a tres longues périodes, relative aux vagables
¢ de Jupiter et de Saturne, rapportée a I'écliptique et a I'équinoxe pour la date J2000,ahesuré a partir de
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cette date :
Z;, = 0,04413 exp v=1(Ast + ©5) 25 =—0,04816 exp v=1 (gt + ©¢)
+0,01574 exp v=1 (Agt + @) +0, 03345 exp v=1(Ast + ¢5)
+0,00179 exp v=1 (A7t + @7) —0,00175 expv=1((2X6 — As5)t + 2006 — ©5)
+0,00151 exp v=T (At + ©7)
¢, = 0,01377 exp v=1(0t + t5) Cs = 0,01377 exp v=1(0t + 1h5)
+0, 00314 exp v=T (At + 1) —0,00784 exp v=T (Nt + 1))
40, 00058 exp v=T (Mgt + 15) 40, 00056 exp v=T (Xt + 1))
+0,00048 exp v=T (Aot + 1) +0,00039 exp v=T(Aot +17)  (6.177)
aved
s = 4”248 an™? 05 = 30°643 A= 07000an* s = 1072576
A =28",234 ©s = 306496 Mg =—26",330 Ve = 3065496
A = 3”069 @7 = 1219235 N = —2"985 Y7 = 1419649
Ag = 07,667 s = 729631 Mg = —0",691 Ys = 233430

Si on développait ces expressions en puisanceésadevoisinage de = 0, on retrouverait trés sensiblement les
variations séculaires dé&, + v-1 h,) etc.données ef6.150) De méme, les termes périodiques de la solution a
courte période explicitée €6.166)ont des amplitudes qui sont fonctions de la solution a tres longues périodes
exprimée en(6.173)et (6.176); le développement de ces amplitudes en puissancesude&oisinage dé = 0

conduirait a I'expression des termes mixtes des théories a variations séculaires. Comme dans les théories a
variations séculaires, ce sont les inégalités périodiques a longue période (comme la grande inégalité de Jupiter-
Saturne) qui apportent les plus grosses perturbations.

4les indices 5 a 8 correspondent aux 4 grosses planétes, les indices 1 a 4 étant alors réservés aux planétes intérieures.
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Remargue 1. Comme on le voit dans la solutigf.177) le systeme relatif aux variables d’inclinaisons possede

une valeur propre nulle. Celle-ci s’explique par I'existence de l'intégrale premiére du moment cinétique dans
le probleme desV corps : Si les mouvements planétaires s’effectuaient rigoureusement dans un plan fixe, on
devrait retrouver ce plan fixe dans les soluti«fpsous forme d’'un terme constant arbitraire ; des mouvements
non coplanaires sont alors décrits par des variations dans le voisinage d’un plan fixe. Le terme constant que I'on
trouve, identique, dans toutes les solutignscaractérise ce plan fixe qu'on appellen invariabledu systéme

des planétes.

Remarque 2. On pourrait penser qu'une théorie générale du mouvement des planetes, avec sa durée de va-
lidité de plusieurs millions d’années, rend caduques les théories a variations séculaires. En fait, ces derniéres
demeurent plus performantes (car plus faciles a construire) pour calculer les éphémeérides tres précises dont on
a besoin pour prévoir les mouvements actuels des planetes. En effet, la mise en ceuvre d’'une théorie générale
nécessite de calculer et de manipuler un nombre considérable de termes : On a vu qu’il y en a par exemple plus
de 150 000 dans le seul systéme séculaire des 8 planétes, et le nombre de termes qui interviennent dans le déve-
loppement analytique des inégalités périodiques dépasserait plusieurs millions si I'on voulait atteindre pour eux
le méme degré de précision que dans les théories a variations séculaires. Les moyens informatiques actuels ne
permettent pas encore cela; mais, avec l'intégration du systeme séculaire défini par la théorie générale, on pos-
séde des maintenant beaucoup d’informations sur I'évolution moyenne et a tres long terme du systeme solaire,
et notamment sur sa stabilité ou sur le caractere chaotique de certaines de ses variations.

Remarque 3. La méthode générale développée ici pour les planetes s’applique aussi aux systéemes de satellites
non résonnants. C’'est méme la seule méthode satisfaisante pour ces corps a mouvement orbital tres rapide, e
pour lesquels certaines des fréquences fondamentales du systeme séculaire sont de I'ordre de quelques année
seulement (une solution a variations séculaires divergerait alors trop vite pour étre utilisable). Par ailleurs, il

se trouve que les termes a courte période des systemes de satellites sont beaucoup plus faibles (et donc moin
nombreux & calculer) que pour les planétes, car les perturbations mutuelles des satellites sont aussi beaucouy
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plus faibles. La construction d’une théorie générale pour un systeme de satellites est donc réalisable, méme
en vue de fournir des éphémérides. C’est ainsi que les satellites d’Uranus, qui ont la particularité de ne pas
étre en résonance, sont représentés depuis quelques années par une théorie générale analogue a celle présen
ici. Cependant, les systemes de satellites de Jupiter ou de Saturne possedent plusieurs résonances. On pel
étendre la méthode de la théorie générale au cas d’'une résonance orbitale gd@were toutefois; # 0) :

cela correspond a une combinaigon, — (p + ¢)no; trés proche de zéro. Les termes de l'inégalite résonante

pL; — (p + q)L; et ceux de ses multiples entigt§L; — (p + ¢)L;) sont appelésermes critiquesOn sépare

alors les termes critigues des termes périodiques ordinaires : Les termes critiques sont regroupés, avec les terme
séculaires (indépendants explicitement)ldans un systéme appelé systeme critique. Les termes non résonnants
restent dans des systémes d’équations analogyes. @4)et (6.165) qui s’'integrent de la méme fagcon. On

peut montrer que le systeme critique, qui dépend du temps et des varjalglas I'intermédiaire des termes
résonnants, peut quand méme étre transformé en un systéme autonome, grace a un changement de variables ¢

la forme :1; = 2; exp —v=T (pLi — (2 + Q)Lj> etw; = 2; exp —v=1 (pLi — (Z + Q)Lf>, et d’autres variables

W', analogues &, définies en remplacartpar ¢. Ce systéme différe du systéme séculéird.60)a (6.163)

~

car% n'est plus nul, mais leurs seconds membres deviennent de nouveau indépendantsederobléme
est alors ramené a trouver un noyau intégrable dans ce systéeme autonome, permettant ensuite de construire un
solution perturbée pour le systeme critique complet.
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