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Préface

I1 est toujours aisé d’étre logique. I1 est presque impossible d’étre logique jusqu’au bout.
Albert Camus, Le mythe de Sisyphe

Au-dela des outils, de la ‘technique’ nécessaire a I'utilisation de la logique propositionnelle et des pré-
dicats, cette introduction a la logique se propose d’envisager la logique en relation avec la linguistique
et les mathématiques contemporaines, mais également de présenter un de ses champs d’application, la
philosophie du langage, elle-méme étroitement liée a son développement. En premier lieu, cet ouvrage
introduit les notions centrales de la logique propositionnelle et de la logique des prédicats classique
en présentant trois manieres de prouver des théorémes : le calcul axiomatique, tel qu’il a été formulé
dans la tradition Hilbertienne par Bertrand Russell et Alfred Whitehead ; la méthode des arbres (ou
tableaux analytiques), développée par Evert Willem Beth, Raymond Smullyan et Jaakko Hintikka, et
le calcul de déduction naturelle, inspiré par Gerhard Gentzen. Le présent ouvrage vise, en second
lieu, a familiariser le lecteur avec les principaux développements en sciences formelles du siecle der-
nier, en se focalisant sur les distinctions cruciales entre syntaxe et sémantique et entre langage objet
et méta-langage. Ceci devrait fournir au lecteur les outils essentiels pour comprendre les discussions
contemporaines en philosophie et en linguistique, toutes deux tributaires de la grande révolution
conceptuelle qu'ont traversée les mathématiques du vingtiéme siécle. Troisiemement, une introduc-
tion a la logique serait incompléte si elle ne donnait pas au moins une idée des enjeux fondamentaux
de la philosophie du langage contemporaine. Le développement de la logique moderne, en particulier
chez Gottlob Frege, fut fortement motivé et influencé par des considérations philosophiques : la lo-
gique moderne a tant déterminé la forme que la substance des principaux débats en philosophie du
langage.

Cette méthode se distingue des autres introductions a la logique disponibles, notamment de celles de
Francois Lepage (1991) et de Willard van Orman Quine (1971), par la quantité de sujets qu’elle prend
en compte et par sa mise en relief des problémes philosophiques spécifiques a la logique. Bien que j'aie
énormément profité de 'excellent ouvrage de Lepage, j’ai tenté ici de mettre d’avantage en valeur les
motivations philosophiques et mathématiques sous-jacentes a I'étude de la logique. De plus, jaborde
de maniere plus approfondie les propriétés métalogiques des calculs présentés. Pour ce qui est des
différences entre cette méthode et I'ouvrage de Quine, celles-cis concernent plus la forme d’exposition
que le contenu présenté, étant donné que la présente méthode se veut moins idiosyncratique que celle

de Quine.

Cette introduction 2 la logique est écrite dans une langue qui (espérons-le) s’approche mais ne coincide
pas avec le francais. En effet, la signification donnée a des mots du langage ordinaire (tels que : “pro-
position”, “validité”, “solidité”), et au vocabulaire technique -souvent inspiré de I'anglais (également
technique) diverge de l'utilisation courante de ces mots dans la langue francaise. Pour cette raison, jai

choisi d’ajouter un glossaire comportant les explications “informelles” de ces notions.
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Bien que cette introduction ait été écrite pour les étudiants en philosophie, elle devrait également
susciter I'intérét des linguistes, des informaticiens et des mathématiciens. Elle peut étre lue et étudiée
de maniére autonome, puisque les exercices nombreux permettent un contrdle continu du progres
dans l'apprentissage. Cette introduction peut, finalement, étre utilisée pour la création d’un cours
universitaire de niveau élémentaire ou intermédiaire.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 De I'importance de la logique pour la philosophie en gé-
néral

La logique est I'étude de 'art de bien penser (cf. Arnauld et Nicole 1662). Elle est aussi fondamentale
a la philosophie qu’aux mathématiques et a une trés longue histoire, remontant a Aristote. Les com-
mentateurs d’Aristote ont regroupé plusieurs de ses oeuvres sous le titre “Organon” (“instrument”),
comprenant les Catégories, ou il expose les fondements métaphysiques de sa théorie des phrases, De
UInterprétation. (Aristote 2000a), ou il distingue les différentes parties d’une phrase, les Premiers et
Deuxiémes Analytiques (Aristote 1992 2000Db), ol il expose les régles et les formes des inférences (“syllo-
gismes”) et, en particulier, des syllogismes nécessaires, et les Topiques et Réfutations Sophistes (Aristote
1997ab) qui traitent des paralogismes et des arguments dont les prémisses ne sont que probables.
Ces premiers exemples d’une logique formelle ont eu une influence considérable dans I'histoire de la
philosophie et de la pensée scientifique en général. Plus de deux mille ans aprés, Kant pensait en-
core qu’Aristote avait découvert tout ce qui était a connaitre en logique (Kant 2001: B VIII) et un
historien de la logique du dix-neuvieme siécle, Karl von Prant, a affirmé que les logiciens qui, apres
Aristote, avaient trouvé quelque chose de ‘nouveau’ étaient tous confus, stupides ou pervers (von Prantl
1855-1870).

Cette situation a fondamentalement changé avec 'avénement de la logique moderne, découverte en
grande partie par le mathématicien et philosophe allemand Gottlob Frege (1848-1925), puis développée
par Bertrand Russell, Alfred Whitehead, Ludwig Wittgenstein et d’autres.! Comme conséquence des
découvertes de Frege, et en parallele avec les développements des systémes formels par Schréder,
Pierce, Peano, de Morgan, Russell, Whitehead etc., la logique est devenue une pierre angulaire de la
philosophie et des mathématiques, et plus récemment elle 'est aussi devenue pour la linguistique et
I'informatique.

En tant que branche des mathématiques, la logique a joué un réle décisif dans le développement des
mathématiques modernes, caractérisées par une rigueur inconnue aux siecles précédents. Cette rigueur
se manifeste dans l'utilisation de la méthode axiomatique généralisée a presque tous les domaines des
mathématiques contemporaines. C’est grice a la méthode axiomatique et a des notions rigoureuses
telles que “preuve” ou “déductibilité” que les études métamathématiques sont devenues possibles (le
développement a I'aide de la logique, d’'une théorie des systémes mathématiques et de leurs propriétés

"Nous reviendrons sur 'histoire du développement des mathématiques modernes a la p. 72.
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formelles). De pair avec la théorie des ensembles, a laquelle elle est étroitement liée, la logique forme
ce qu'on appelle “les fondements des mathématiques”. Elle fait aujourd’hui partie de toute formation
mathématique.

Nous avons dit que la logique avait surtout aidé a développer une notion de “preuve” (rigoureuse). En
voici un exemple :

Théoreme 1. Iy a des nombres transcendants (= gon-mtz'onnels) aet. b tels que a° est rationnel.

. gz ) 5 2 ..
Preuve Considérons le nombre réel ¢ := 2 .2 Soit il est le cas que ¢ CQ (que C est
rationnel), soit il est le cas que c [IQI(que ¢ est transcendant). Nous prouvons que dans les
deux cas, il y a des nombres transcend\a}ns aeth t$}s que a° est\}'ationnel.

1. ¢ QI Alors nous mettons a = 2eth:= 2 comme 2 est transcendant. Nous
avons:a?>= 2 " =¢,ce qui, sous cette sqyposition, est un \}aombre rationnel.
2. ¢ [IQA Alors nous mettons @ := Ceth := 2 comme Cet 2 sont transcendants.

Nous avons :

V. Vs N N N v_
=(27)2=(22D=(2?%=2

Comme a° = 2 et 2 est un nombre rationnel, Paffirmation qui est a prouver est
également vraie dans ce dernier cas. 1

Notons quelque caractéristiques de ce raisonnement : nous remarquons, d’abord, que I'affirmation “y

a deux nombres qui satisfont une description” est prouvée sans donner des exemples de tels nombres

(C’est pour cela que cette preuve particuliére est appellée “non-constructive”) ;> en deuxiéme lieu, la

preuve pose un choix exclusif et exhaustif (soit il est le cas que ¢ QY soit non) et montre la vérité de

ce qui est prouvé dans les deux cas;* ; troisiément et d’'une importance particuliere, le raisonnement
«

est tel que nous ne discernons aucune lacune : chaque assertion “s’ensuit” des précédentes et aucune
présupposition tacite ou implicite n’est faite.

Un argument n’est la preuve d’une assertion que si cette assertion séensust. de I'argument. Notre preuve
démontre le théoréme parce qu’elle exclut la possibilité qu’il soit faux. C’est la logique qui étudie cette
relation de conséquence logique , de ce qui est prouvé a sa preuve, ou encore entre des prémisses et leur
conclusion.

En tant que branche de la philosophie, la logique s’intéresse aux arguments et essaie de distinguer
les arguments formels des autres. Un argument est un argument formel (ol une “inférence”) s'il est
convaincant (s'il est) en vertu de la signification de certains mots qu'il contient : sa ‘force’ réside alors
exclusivement dans la signification de certains mots. Dans le cas o1 ces mots sont des mots “logiques”,
Pargument est appelé “inférence logique” Dans les autres cas, il s’agit d’une inférence matérielle. Dans
le cas ot 'argument est. convaincant (tel que quelqu’un qui accepte ses prémisses est rationnellement
obligé d’accepter sa conclusion), l'inférence logique est appelée walide.5 Pour un argument valide,
il n’est pas requis que quelqu’un accepte ses prémisses dans les faits : il suffit que, s’il acceptait les

3

*Nous utilisons ici le symbole “7’ ' somme signe d’une identité définitionnelle, c’est-a-dire pour indiquer que Pexpression
“C” servira comme abbréviation de 2 °

3Nous reviendrons, 4 la p. 77, sur cette notion et son importance pour les intuitionnistes.

+Nous allons discuter cette forme de preuve sous le nom d*“élimination de la disjonction” aux pp. 109 et seq. dans le ch. 6.

5Comme nous le verrons par la suite (cf. p. 95), “accepter” doit étre construit ici dans un sens large, distinguant l'acceptation
qui peut étre dispositionnelle de I'assentiment qui est un événement d’ordre psychologique.
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prémisses, il devrait aussi accepter la conclusion.® C’est dans ce sens-ci que la logique ne traite pas
directement des vérités (simples), mais de leurs interconnexions : plutot que de poser la question de
savoir si telle ou telle phrase simple est vraie, elle interroge les structures formelles de la phrase pour
voir si celle-ci pourrait étre vraie au cas ou telle ou telle autre phrase I'était.’

Voici un exemple d’un argument :

P Tous les corbeaux observés étaient noirs.
C Dong, tous les corbeaux sont noirs.

Nous distinguons une prémisse (P) et une conclusion (C), introduite par “donc”.

I1 s’agit ici d’'un argument convaincant (supposons), mais qui convainc en vertu de son contenu et
non pas de sa forme. Il est possible qu’'un argument de la méme forme ne soit pas convaincant — il se
peut, par exemple, que je n’aie rencontré que des professeurs de philosophie qui sont des hommes;;
néanmoins, je ne suis pas justifié a en conclure que tous les professeurs de philosophie sont masculins.
Largument des corbeaux et convaincant, mais ne l'est pas en vertu de la signification des mots qu’il
contient. Comparons 'argument des corbeaux avec un argument formel (une inférence) :

P Denis est le mari de Annette.
C Donc, Denis est un homme.

Cet argument est convaincant en vertu de la signification du mot ‘non-logique’ “mari” et constitue
donc ce qu'on appelle une “inférence matérielle” (“matérielle” parce que le mot “mari” n’est pas un
mot ‘logique’).® Un argument formel est convaincant en vertu de la signification des mots ‘logiques’
qu’il contient :

Px  Sijétudie la logique, alors je serai heureux et sage.
P2 Jétudie la logique.
C  Dong, je serai heureux et sage.

Les mots logiques en question ici sont “si ... alors - - - ” et cet argument est une inférence formelle : la
conclusion (“je serai heureux et sage”) sensuit. des deux prémisses et en ‘découle’ grice a la signification
des mots “si ... alors - - - ” contenus dans la premiére prémisse.

Les différents systemes de logique se distinguent dans leurs choix de ‘mots logiques’. La logique stan-
dard propositionnelle ne considére comme ‘mots logiques’ que les connecteurs propositionnels (des
connecteurs qui relient des phrases entiéres) tels que :

(3 ”»

—“. et

-“.ou-",

— “il n’est pas le cas que ...”,

- %i ... alors -7,

—“. ssi -7 (=“.. sietseulementsi---”).

La ‘logique propositionnelle’ (logique des phrases) étudie donc la structure logique des phrases comme
“Si jétudie la logique, alors je serai heureux et sage”, “Il n’est pas le cas que Socrate soit mortel et ne
soit pas mortel”,“Socrate est mortel si et seulement s’il n’est pas le cas qu’il ne soit pas mortel” et ainsi
de suite.? La logique standard des prédicats considére, d’autre part :

5C’est pour cela que la validité est souvent caractérisée en termes de nécessité : un argument est valide si ses prémisses sont
telles que s7 elles sont vraies, alors la conclusion doit. I'étre aussi.

7Nous discuterons ce point fondamental d’avantage a la p. 29.

8Je mets “logique” entre ‘guillemets simples’ pour indiquer qu'il s’agit d’'une notion intuitive qui doit étre relativisée a un
calcul pour recevoir un sens déterminée.

9Je mets “logique propositionnelle” en “scare quotes” pour indiquer qu’il s’agit d’'une terminologie malheureuse : la logique
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— les quantificateurs (“pour tous ... il est le cas que - - - ?,“il y a au moins un ... tel que
. ”)’
— les signes pour des relations (par ex.“... est identique a - --”) et

— les signes pour des fonctions (par ex.“la mere de ....”).

La logique des prédicats étudie la structure logique des phrases comme “il y a au moins un étre
mortel”,“Socrate est un étudiant de Platon”,“I'enseignant de Socrate est identique a Aristote” etc. Par
“structure logique” d’'une phrase nous entendons ici le ‘squelette logique’ de la phrase, ce qui appartient
a sasyntaxe et non pas a sa sémantique qui dépend pour sa part des signification des mots. La logique des
prédicats est appelée ainsi parce qu’elle permet le traitement logique des expressions sub-sententielles
(plus petites que des phrases entiéres, p. ex. les termes singuliers (noms) et les prédicats).”®

Il existe d’autres types de logiques destinées a examiner le comportement ‘formel’ d’autres mots et qui
se basent en grande partie sur la logique des propositions et sur celle des prédicats. Linférence

P Il est nécessaire que Socrate soit un homme.
C Donc, Socrate est un homme.
fait partie du domaine de la logique modale (la logique des expressions modalisées comme “il est
”» « » «

nécessaire que ...”,“il est possible que ...”,“il est impossible que ...”). La logique modale sert de modéle
pour beaucoup d’autres logiques, notamment les logiques épistémiques et déontiques.”

Un argument tel que

P Paul sait que la philosophie le rend heureux.
C Dong, la philosophie rend Paul heureux.

4

est examiné par la logique épistémique (la logique du savoir) qui traite 'expression “Paul sait que ...
comme ‘logique’. La logique épistémique est parfois combinée avec la logique doxastique (la logique
des croyances) qui traite des expressions comme “Paul croit que ...” (pour lesquelles une telle inférence
n'est pas permise). En langage technique, nous disons que Popérateur “X croit que ...”, contrairement
a “X sait que ...” n’est pas véridique, c’est-a-dire n’implique pas la phrase qui remplace les “...”.

Un autre opérateur qui n'est pas véridique est “il est obligatoire que ...”. Le logique déontique (la
logique des obligations) concerne des inférences telle que

P Il est obligatoire que Sam aide cet homme perdu.
C Donc, Sam peut aider cet homme perdu.

qui sont des cas spéciaux du principe général qu'une obligation a faire quelque chose implique la
capacité et la possibilité de la faire.

La logique n’est pas seulement une branche des mathématiques et de la philosophie, mais elle forme
une base pour ces disciplines. Les mathématiciens de toutes les branches cherchent a prouver des
théorémes et leurs preuves doivent satisfaire aux conditions logiques communément acceptées. La
philosophie est la science des arguments et les arguments en philosophie sont (ou, au moins, devraient
étre) évalués et construits a l'aide de la logique. Cette influence de la logique sur la maniére dont
les problemes philosophiques sont posés et résolus est particulierement manifeste en philosophie
du langage. C’est a I'influence de la philosophie du langage sur la philosophie contemporaine que la

propositionnelle n’est pas la logique des propositions (au moins si on entend par cela les contenus de phrases, cf. le glossaire a la
p- 249), mais la logique des phrases.

o Cette caractérisation des différentes logiques selon les types d*unités verbales’ dont elles s’occupent doit étre utilisée avec
précaution : il est tout a fait possible, p. ex., de formaliser “Socrate est un étudiant de Platon” en logique propositionelle par
“p”. Le probléme est alors que cette formalisation ‘perd’ (est incapable d’expliquer la validité de) quelques inférences comme
celle de “Socrate est un étudiant de Platon” a “Il y a au moins un étudiant de Platon.

"Nous parlerons des logiques modales, épistémiques, temporelles et de prouvabilité dans le ch. 14.
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logique doit son statut crucial.

1.2 Del'importance de lalogique pour la philosophie contem-
poraine

La philosophie contemporaine est née en 1879 avec la parution de “Idéographie” de Gottlob Frege
(Frege 1879)."” Dans cet ouvrage, le mathématicien allemand Frege a essayé de développer un langage
formel et symbolique pour la formalisation des mathématiques. Avec cet objectif, il a inventé le premier
calcul d'une logique de prédicats, effectuant ainsi une révolution en logique. La révolution de Frege
était en méme temps une révolution en philosophie du langage et en mathématiques. Les difficultés
qu’il a rencontrées 'ont mené (i) a la distinction cruciale entre le sens et la référence (dénotation) d'un
mot, effectuée dans un article intitulé “Sinn und Bedeutung” (“sens et dénotation”) (Frege 1892b), (i) au
développement d’'une ontologie réaliste des objets abstraits dans “Der Gedanke” (“la pensée”) (Frege
1918a) et (iii) a la découverte, par Bertrand Russell dans I'ouvrage principal de Frege,“Grundgesetze der
Arithmetik” (“lois fondamentales de P'arithmétique”) (Frege 1893 1903), du paradoxe des ensembles qui
ne se contiennent pas eux-mémes' — ainsi qu’a la naissance des mathématiques axiomatiques. Basée
sur les travaux de Frege en philosophie du langage, I’ analyse des descriptions définies de Russell (1905)
représente 'exemple paradigmatique de la philosophie du langage du début du vingtieme siecle.

Lécole de Vienne, menée par Carnap et Schlick, utilisait, dans les années vingt et trente, des outils
développés par Frege et Russell pour une critique du néo-kantianisme et de la phénoménologie (Carnap
1928ab 1931; Schlick 1925). Le premier Wittgenstein (1922) leur a ouvert la voie avec son Tractatus Logico-
Philosophicus. Quant a la sémantique de Carnap, elle a recu sa forme canonique dans son livre “Meaning
and Necessity” (Carnap 1947) qui présentait pour la premiére fois une sémantique des opérateurs
modaux (comme “nécessairement”/“il est nécessaire que” et “possiblement”/“il est possible que”).

A partir des années trente, Willard van Orman Quine (1950 1953 1960 1970) a été le principal philo-
sophe a se manifester fermement pour une nouvelle conception de la philosophie, plus scientifique et
rigoureuse, prenant comme mod¢le les travaux de Frege. Ses disciples Donald Davidson (1980 1984)
et Hilary Putnam (1975ab) ont fait des Etats-Unis le centre de la philosophie contemporaine.

Dans les années soixante, le ‘tournant’ vers la logique et la philosophie du langage était considéré
comme le trait caractéristique de la philosophie du vingtiéme siécle. Richard Rorty (1967), dans une
collection intitulée “The Linguistic Turn”, I'a défini comme suit :

“I shall mean by “linguistic philosophy” the view that philosophical problems are problems
which may be solved (or dissolved) either by reforming language, or by understanding more
about the language we presently use. This view is considered by many of its proponents
to be the most important philosophical discovery of our time, and, indeed of the ages.”
(Rorty 1967: 3)™
Cette nouvelle importance donnée a la philosophie du langage se manifeste dans la redéfinition du
but méme de la recherche philosophique : la question socratique “Qu’est-ce que X?” est remplacée

2La “Begriffsschrift” (“écriture de concepts”), le premier ouvrage en logique moderne, a récemment été traduite en frangais
comme Frege (1999).

3Nous reviendrons sur ce paradoxe et d’autres paradoxes de la méme famille a la p. 227 dans le ch. 15.

4“Je signifie par “philosophie du langage” la vision que les problémes philosophiques sont des problémes qui devraient étre
résolus (ou dissolus) soit en réformant le langage, soit en comprenant davantage du langage que nous utilisons aujourd’hui.
Cette vision est considérée par beaucoup de ses tenants étre la découverte philosophique la plus importante de notre temps,
et, méme, de toutes les époques.”
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par “Qu’est-ce que la signification de “X” ?”. Strawson et Austin I'ont fait pour ce qui est du probléme
de la vérité (Strawson 1949; Austin 1961). Quine, dans un article célebre “On what there is” (Quine
1948), proposa de remplacer la question de savoir si a existe par la question de savoir si “a” posséde
un référent ou bien si une phrase telle que “Fa” est formalisée a I'aide d’'une variable liée par un
quantificateur (comme “il y a un X qui est (identique 2) a et F”). Méme si nous pouvons constater
aujourd’hui et depuis les années soixante-dix un certain ‘retour a la métaphysique’, la philosophie du
langage et la logique sont demeurées au centre de toute éducation philosophique.

Dans l'oeuvre de Frege, déja. la connection entre la logique et la philosophie du langage était trés
étroite. Dans “Sens et dénotation” (Frege 1892b), Frege fait la distinction entre le sens (“Sinn”,“sense”)
et la référence (ou dénotation, “Bedeutung” en allemand, “reference” en anglais) d’'un terme singulier.
Selon lui, un terme singulier comme “I'actuel président des Etats-Unis” a comme référence un indi-
vidu spécifique, c’est-a-dire George W. Bush dans notre cas, et comme sens une condition que cet
individu doit remplir pour étre le référent du terme, c’est-a-dire étre le président des Etats-Unis. En
distinguant entre la référence et le sens des termes singuliers, Frege pouvait donner un critére pour
extensionnalité des contextes linguistiques : un contexte linguistique (une phrase) est “extensionnel”
s'il permet Pintersubstituabilité de termes singuliers co-référentiels (ayant la méme référence, mais
pouvant avoir des sens différents) safva veritate (c’est-a-dire en préservant la valeur de vérité de la
phrase entiére). Ce sont les contextes extensionnels qui peuvent étre formalisés par la logique des
prédicats.

La distinction entre sens et référence est davantage controversée en ce qui concerne les prédicats
(“termes généraux”). Dans la théorie originale de Frege, la référence d’un prédicat comme “... est
bleu”, est le concept (‘Begriff” en allemand) BLEU, bien que la plupart des auteurs contemporains qui
se considérent “Frégéen” suivent Carnap (1947) en prenant la référence ou dénotation d’un prédicat
pour son extension, c’est-a-dire I'ensemble des choses auxquelles il s’applique (les choses bleues dans
notre exemple) et identifient le concept avec le sens ou I'intension : la fonction qui détermine quels
objets, dans une situation donnée, sont les choses bleues. Le sens de “...”, par conséquent, sera une
fonction qui, appliquée a une situation quelconque (ou méme a un ‘monde possible’) nous donne
I'ensemble de toutes les choses qui, dans cette situation, sont bleues.

Frege identifiait la référence d’'une phrase a sa valeur de vérité et son sens a ce qu'il appelait “une pensée”
(“Gedanke” en allemand). Aujourd’hui, cependant, la conception que la référence (ou le vérifacteur)
d’une phrase est un état de choses ou un fait (tel que cette tomate devant moi est rouge) et que son
sens est une “proposition” (“proposition” en anglais), c’est-a-dire le contenu exprimé par une phrase
bien-formée, déclarative et non-ambigiie.

1.3 Les arguments formellement valides

La philosophie étant la science des arguments, la logique est 'étude des inférences valides. Ce qui
oppose la logique a d’autres domaines de la philosophie est qu’elle essaie explicitement de distinguer
les arguments formels des autres arguments et ne s'occupe que des premiers, de leur forme en particulier.

SLes propositions ou contenus de phrases peuvent ou non étre identifiées avec des pensées, si (a la différence de Frege)
par “pensée” on entend une représentation mentale d’un état de choses. Mais méme si les propositions sont identifiées avec
des contenus abstraits, elle restent différentes des phrases : une phrase telle que “UNE BONNE PHRASE AVEC UN MOT
AMBIGUE”: PROPOSITION : LES ENFANTS SONT AGITES exprime deux propositions — qui sont également exprimées
par “DESAMBIGUATION 1” MARIA ET PAUL SONT AGITES EN CE MOMENT et “DESAMBIGUATION 2” TOUS
LES ENFANTS SONT AGITES —  OUI; c’est plutdt I'indexicalité — jaimerais qqch comme "bank” en anglais -
le bord de la riviére et I'institut financier —————— respectivement. Pour cette raison, il est malheureux que la logique des
phrases (la logique qui prend comme ‘expressions logiques’ les connecteurs qui relient des phrases entiéres comme “et”,“soit ...,
soit - - - ” et “si ..., alors - - - ”) soit appelée “logique propositionnelle” ou “logique des propositions”.
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Voici une maniére de définir ces termes : Un discours est un raisonnement s'il essaie de justifier (et par
cela d”expliquer) la vérité d’une certaine phrase. Un raisonnement est un argument s’il vise a donner
une raison de croire une phrase. Une telle raison consiste en une réponse possible a la question de
savoir pourquoi on croit ceci (la phrase en question) et non pas cela (la négation de cette phrase). Une
phrase, selon I'usage des mots que nous adapterons par la suite, est quelque chose qui peut étre vrai ou
faux (et rester vrai ou faux quel qu'en soit 'énonciateur).’® Un argument consiste en une ou plusieurs
prémisses et une conclusion, typiquement séparées par un mot comme “donc”. La logique n’est rien
d’autre qu'une étude de ce mot clé “donc” (“ergo” en latin, “therefore” en anglais). Un argument est
une inférence si ses prémisses visent a donner une raison suffisante pour croire la conclusion — de
telle sorte qu’il soit impossible que les prémisses soient vraies et la conclusion fausse. Si c’est le cas,
Iinférence est appelée “valide”; par conséquent, une inférence valide est telle qu’il est possible que ses
prémisses soient vraies et sa conclusion fausse — méme si, en fait, les prémisses et la conclusion sont
vraies. Une inférence est formelle si elle est convaincante (si elle I'est) en vertu de sa forme : si elle est
convaincante, toutes les autres inférences ayant la méme forme le sont aussi. Les mots responsables
de la forme d’une phrase sont appelés “mots logiques”. Les différentes logiques se distinguent en ce
qu’elles considérent chacunes différents ensembles de mots comme étant des “mots logiques”.

Un argument n’est pas la seule réponse possible a la question de savoir pourquoi on croit telle ou
telle proposition. Considérons le cas d’un végétarien qui affirme qu’il ne faut pas manger de viande et
comparons deux réponses qu’il pourrait donner si on lui demandait pour quelle raison il affirme cela :

“Je crois que la viande provient d’un animal mort, le plus souvent tué, que 'animal est
(xa)  doué de vie comme le sont les étres humains et que par principe il ne faut pas oOter la

”

vie.

“JPai été élevé dans un contexte familial et social ou j’ai développé depuis mon enfance
la terreur du sang.”

(xb)

Bien qu'une réponse de type (xb) puisse expliquer pourquoi quelqu’un est végétarien, elle ne nous
donne pas de raison d’étre pour ou contre le végétarisme ; méme si elle peut expliquer ou rationaliser
une certaine prise de position, elle ne fournit pas d’argument en sa faveur. Une réponse du type (1a),
cependant, justifie (ou, au moins, vise a justifier) I'affirmation et la croyance qu'il ne faut pas manger de
viande. Elle vise & nous donner des raZsons de ne pas manger de viande. Il est certainement possible de
mettre en question les prémisses du raisonnement et de douter du fait que I'affirmation du végétarien
s'ensuit effectivement de ses prémisses (il s’agit d’ici de deux choses assez différentes), mais il est
clair que quelqu’un qui donne une réponse du type (1a) pense que ses considérations manifestent des
raisons également valables pour son interlocuteur. La logique ne se préoccupe que des réponses du
type (xa) et seule une telle réponse constitue un argument. en faveur de 'affirmation qu'il ne faut pas
manger de viande. Puisqu’elle ne tient pas compte de I'état mental des opérants, il faut distinguer la
logique de la psychologie. Et comme elle ne s'intéresse pas a la présentation des arguments, il faut en
outre la distinguer de la rhétorique.

Un argument est un argument formel s’il est convaincant (s’il I'est) en vertu de sa forme : s'il est
convaincant, tous les autres arguments ayant la méme forme le sont aussi : I'argument possede sa force
en vertu de sa forme."” La forme d’un argument est généralement représentée par des mots ‘logiques’

» «

comme “et”,“ou”,“donc”,“par conséquent”. On peut donc dire qu'un argument formel est convaincant

6Nous partons ici de I'usage ordinaire et utilisons le mot “phrase” dans un autre sens que celui qu’il a dans le langage non-
scientifique (cf. le glossaire  la page 249 pour un résumé des notions techniques). Nous appelons “phrase” ce que Quine et
d’autres appeleraient une “phrase éternelle”, une phrase qui n’est ni ambigiie ni indexicale : “J’ai faim maintenant”, par ex., ne
serait pas une phrase, bien que “PK. a faim le 31 décembre a 16 heures” en est une.

7La qualification “s’il 'est” sert a exprimer une double condition : il n’est pas le cas que tous les arguments formels sont
convaincant ; mais ceux qui le sont, le sont en vertu de leur forme.



18 1. Introduction

(il Pest) en vertu de la signification de ces mots ‘logiques’.

Un argument qui est convaincant (s'il est) en vertu de la signification de certains mots qu’il contient
est une znférence.. Mais il y a des arguments qui eux aussi sont convaincants en vertu de la signification
de certains mots qu’ils contiennent, sans pour autant étre formels. A part les inférences formelles, il
faut reconnaitre les inférences matérielles. Si jinfére “cette surface n’est pas rouge” de “cette surface est
verte”, par exemple, j'exploite une nécessité (lexclusion de différentes couleurs), sans pour autant me
baser sur la signification de mots logique.'® Si les mots en vertu desquels un argument est convaincant
(s’il T’est) sont des mots ‘logiques’, et donc que I'argument est convaincant (s’il I'est) en vertu de sa
forme, on parle d’une “inférence formelle” (ou : “inférence logique”). Si les mots en question ne sont pas
des mots ‘logiques’, il s’agit de ce qu’on appelle une “inférence matérielle”.

Dans le cas ou I'argument est. convaincant (tel que quelqu’un qui accepte ses prémisses devrait aussi
accepter la conclusion), I'inférence est dite “valide”. Pour un argument valide, il n’est pas requis que
quelqu’un accepte en fait. ses prémisses : il suffit que, si cette personne acceptait les prémisses, elle
devrait aussi accepter la conclusion. En ce sens, la logique — I'étude des inférences formelles valides —
ne s’occupe pas des vérités (simples), mais des connexions entre elles : elle ne nous dit pas ce qu’il faut
croire en fait., mais nous dit ce qu’il faut croire sur la base dautres croyances guon a déja. Ainsi, un théiste
et un athéiste peuvent parfaitement étre d’accord sur le statut logique d’'un argument (p. ex. le fait que
la conclusion s’ensuit réellement des prémisses) et toujours étre en désaccord sur la conclusion — ceci
en vertu d’étre en désaccord sur une ou plusieurs des prémissses.

Ily a donc une distinction tripartite d’arguments :

Tous les corbeaux observés Denis est le mari d’Annette. Si jétudie la logique, alors

étaient noirs. je serai heureux et sage.
Jétudie la logique.
Donc, Denis est un homme.

Donc, tous les corbeaux sont noirs. Donc, je serai heureux et sage.

Cette eau bout. Denis est I'assassin d’Annette. | J’adore Annette.

Dong, elle est a 100 degrés

Donc, Denis a tué Annette.

Donc, jadore quelqu’un.

argument non-formel
convaincant ou non

inférence matérielle
valide ou non

inférence formelle
valide ou non

Cette distinction entre les arguments qui ne sont pas formels, les inférences qui fonctionnent sur des
mots qui ne sont pas logiques et les inférences formelles qui ne fonctionnent que sur des mots logiques
n’est pas toujours tres claire et aisée. Que dire, par exemple, du fameux argument “Je pense ; donc je
suis” que Descartes nous présente dans la deuxieme Méditation.? La présence de “donc” indique qu’il
s’agit d’'un argument : Descartes veut donner une raison de croire qu’il existe ; et il est certainement vrai
que pour penser, il faut exister. Mais est-ce parce que le monde est comme il est (premiére catégorie),
parce que nous utilisons “penser” comme nous le faisons (deuxi¢me catégorie), ou plutdt parce qu'il y
a des prémisses tacites qu'on peut exploiter pour montrer que le “sum” est une conséquence logique
du “cogito”? Difficile a dire.

On observe que tous les arguments dépendent d’une régularité dans le monde : il s’agit toujours
d’établir un nouveau fait sur la base d’autres faits, déja établis. La base de cette extension de notre
savoir peut étre constituée par diverses sources. Les différents arguments considérés sont convaincants
(s’ils le sont) car

— Les corbeaux observés forment un échantillon représentatif de la totalité de tous les corbeaux.

8 Je présuppose ici que “rouge” n’est pas un mot logique. Il pourrait I'étre, cependant, dans une ‘logique chromatique’, si une
telle chose existait.
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Les lois de la nature ont comme conséquence que 'eau bout a 100 degrés (sur la terre, dans des
conditions normales).

Seuls les hommes peuvent étre des maris.

— Pour étre un assassin, il faut avoir tué.

S’il y a une seule condition suffisante pour mon bonheur et que cette condition est remplie, alors
je suis heureux.

Annette est quelqu’un.

Mais on remarque aussi des différences : dans les premiers cas (colonne de gauche), on a envie de
dire que les arguments sont convaincants parce que le monde est comme il I'est, mais dans différentes
circonstances, ces mémes arguments perdraient leur crédibilité. A propos de la colonne au milieu, on
a envie de dire qu’ils sont convaincants parce qu'on parle une langue particuliére et non pas une autre.
Si “mari” signifiait “épouse” et que Denis était le mari de Annette, alors Denis serait une femme."”
Si “assassin” était également utilisé en francgais pour quelqu’un qui a uniquement l'intention de tuer
quelqu’un, alors on ne pourrait pas déduire de “Denis est un assassin” qu’il a tué quelqu’un. Mais que
dire de la colonne de droite ?

Nous disions que les arguments de la colonne de droite sont convaincants en vertu de leur forme, plus
particulierement de la signification des ‘mots logiques’ qu’ils contiennent, c’est-a-dire de “si ... alors
-+ ” et de “quelqu’un”. Comment pourrait-on expliciter cela?

1.4 Leslangues formelles et naturelles

Afin de mieux comprendre la distinction entre des arguments convaincants en vertu de la signifi-
cation de certains mots ‘matériels’ qu'ils contiennent (comme “mari” ou “assassin”) et de ceux qui
et “quelqu’un”), il faut

”»

ne dépendent que des expressions dites ‘logiques’ (comme “si ... alors - - -
comprendre la distinction entre langues formelles et langues naturelles.

Supposons que nous parlons tous une langue naturelle qui ressemble, plus ou moins, au francais : cela
implique que les mots que nous utilisons se trouvent (du moins en grande partie) dans des diction-
naires de langue francaise et composent des expressions plus longues et des phrases en suivant (plus
ou moins) les régles de la grammaire francaise. Cette grammaire obéit, au moins en principe, a un
principe de compositionalité : elle détermine la signification d’une expression complexe sur la base
de la signification des expressions plus simples qu’elle contient et de la maniére dont celles-ci sont
composées pour former I'expression complexe. La signification du complexe est donc (en principe)
‘calculable’ a partir de la significations de ses constituantes. Davidson (1967) a argumenté que c’était ce
principe de compositionalité qui nous permettait d’apprendre une langue et de connaitre les signifi-
cations de phrases entiérement nouvelles (encore jamais entendues) sur la base de notre connaissance
des mots qu’elles contiennent et des régles grammaticales.

En voici un exemple : Quelqu’un qui connait ce que veulent dire les mots “le président”, “les Etats-

” <«

Unis”,“le pére de”,“sourire a quelqu’un” et “Maria” comprendra (au moins) toutes les phrases suivantes :

— Le pere du président des Etats-Unis sourit 2 Maria.

— Le pére du président des Etats-Unis sourit au pére de Maria.
— Maria sourit au pére du président des Etats-Unis.

— Le pére de Maria sourit au président des Etats-Unis.

19Cf. le témoignage d’expert que la philosophe Québéquoise Adeéle Mercier a donné a I’ Ontario Superior Court of Justice
(Court files 684/00, 30/2001) en Novembre 2003, argumentant contre le philosophe Robert Stainton que la signification de
“mariage” n’excluait pas la possibilité d’'un mariage entre deux personnes du méme sexe.
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— Le président des Etats-Unis sourit au pére de Maria.

11 faut distinguer ces phrases grammaticalement correctes (‘bien-formés” dans le langage de la logique)
de celles qui ne sont pas seulement fausses mais dénouées de sens :“Maria les Etats-Unis sourit”,“Sourit
le pére de Maria Etats-Unis” et “Maria Maria Maria”, par exemple, ne sont pas des séquences de mots
qui forment des phrases en frangais.

Méme si les langues naturelles sont faciles & apprendre, elles sont extrémement difficiles a décrire —
C’est pour cette raison que la linguistique est une science aussi complexe. Une source de ces difficultés
réside dans le fait que les régles qui gouvernent la formation des expressions complexes sur la base
d’expressions plus simples ne sont pas seulement sensibles a la catégorie grammaticale de ces expres-
sions, mais également 2 leurs significations. Méme si “les Etats-Unis” est une expression du méme type
grammatical que “le pére de Maria”, nous reconnaissons que “Les Etats-Unis sourient au président”
n’est pas doué de sens de la méme maniére que l'est “Le pére de Maria sourit au président”. Le fait
que les pays ne puissent pas sourire et ne puissent pas avoir de péres (excepté de facon métaphorique)
n’est pas di a la grammaire, mais a la nature des pays, des péres et des sourires.

Dans le cas des langues naturelles, les régles grammaticales ne considérent donc pas uniquement la
catégorie grammaticale des expressions. Le subjonctif en est un exemple probant : le fait qu’il soit
correct de dire “je m’attends 4 ce que tu viennes”, mais qu’il ne soit pas correct de dire “Jespere que
tu viennes” dépend des significations des verbes “s’attendre a ce que” et “espérer que” (et ne dépend
pas seulement de leur catégorie grammaticale qui est la méme). Un autre exemple est la formation du

,

pluriel en allemand qui, elle aussi, dépend d’autres facteurs que la seule forme des expressions : “Frau’
devient “Frauen”, “Bau” devient “Bauten” et “Sau” devient “Sdue”.

Cest sur ce plan-la que les langues formelles différent des langues naturelles : les langues formelles sont
construites de maniére explicite d’aprés des regles qui n'admettent pas d’exceptions. La construction
faite a partir des composantes de la phrase est plus simple et suit une méthode qui s’explicite facile-
ment . Contrairement aux langues naturelles, les langues formelles sont des ‘créations’ artificielles :
nous déterminons leur vocabulaire, choisissons une interprétation univoque pour chacune de leurs ex-
pressions primitives et donnons les régles selon lesquelles on peut former des expressions complexes
a partir d’expressions simples. Bien que ce caractere artificiel des langues formelles les rende plus
faciles a décrire, il réduit leur expressivité : l'ironie, les métaphores, le double-sens (etc.) sont tous
impossibles dans une langue formelle, et son vocabulaire et ses régles de construction de phrases sont
tres réduites par rapprt aux langues naturelles.

Une autre différence entre langues formelles et naturelles concerne 'ambiguité. Considérons un cas
d’ambiguité syntaxique. Une séquence de mots telle que :

(xe¢)  Situ pars je reste et Marie ne sera pas contente.

peut avoir deux analyses syntaxiques :

(xd)  Si tu pars (je reste et Marie ne sera pas contente).
(xe)  (Situ pars je reste) et Marie ne sera pas contente.
Lordre des mots ne détermine pas la structure syntaxique. Il s’agit alors de deux phrases différentes — ce

qui se voit dans leur différence dite “prosodique” (dans la prononciation des deux phrases) et également
dans leurs formes logiques*® Afin d’indiquer ces formes logiques et pour endiguer 'ambiguité de la

20LLa forme logique de (xd) est celle de “p — (q [=t)”, celle de (xe) est celle de “(p — q) [=1” ou “ - ” est “si ... alors ...”,“ 1

est “et”,“—” est “il nest pas le cas que”,“p” est “tu pars”,“q” “je reste” et “r” “Marie sera contente”. Un autre exemple d’une telle
ambiguité syntaxique est le cas de 'adjectif épithéte : un philosophe italien, par exemple, est un philosophe et un italien, tandis
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phrase initiale (xc), nous nous sommes servi des parenthéses qui — dans cet usage-ci, au moins — ne
font pas partie du frangais. Nous avons donc donné les formes logiques de deux interprétations de
(xc) dans une langue semi-formelle qui reprend le vocabulaire basique du frangais mais contient plus
de symboles structurels. Une langue entierement formelle permet d’éviter tous les cas d’ambiguité.

Les langues naturelles ne contiennent pas seulement des expressions et des phrases ambigués, mais
également des expressions indexicales. Une expression indexicale est une expression dont la significa-
tion dépend du contexte de son utilisation. Le mot “je”, par exemple, se réfere toujours au locuteur, le
mot “aujourd’hui” au jour au cours duquel il est utilisé, le mot “ici” a la place ot se trouve le locuteur
etc? Ces expressions indexicales peuvent mener a des arguments fallacieux. Si jinfére “je serai heu-
reux et sage” de «wos énoncés “si je fais de la logique, je serai heureux et sage” et “je fais de la logique”,
jinfére une conclusion différente de la proposition exprimée dans la deuxieéme partie de votre premiere
prémisse. Cette deuxiéme partie est vraie si et seulement si-vous étes heureux et sage. Les langues for-
melles, en général, font également abstraction de ce trait des langues naturelles et ne contiennent pas
d’expressions indexicales. Par conséquent, les phrases dont les relations sont examinées en logique se
distinguent des phrases compléetes des langues naturelles en ce qu’elles sont vraies ou fausses quelle
que soit la personne qui les affirme et quel que soit le jour ou le lieu de leur énonciation.*

Nous avons dit que selon le principe de compositionalité, 1a signification d’une phrase est fonction de
la structure syntaxique de cette phrase et des significations des mots qui la composent. La structure
syntaxique est alors une régle qui nous indique de quelle maniere il faut combiner les significations des
mots pour arriver a la signification de la phrase ; elle représente la structure de la phrase qui ne dépend
que de la forme des expressions. Mais que veut-on dire par “forme des expressions”? La forme d’une
expression est sa catégorie grammaticale, sa forme syntaxique.. La syntaxe ne considére que les rapports
des signes entre eux et fait abstraction de leurs significations. La sémantique , a 'inverse, s’occupe de
la signification des mots : elle considére le rapport des expressions aux objets et aux situations dont
on veut parler. Un concept fondamental de la sémantique est celui de désignation : la relation entre
I'expression “le vainqueur d’Austerlitz” et Napoléon, entre “die Sonne” et le soleil, ou encore entre
“Louis XIV”et le Roi Soleil. C’est grice a sa signification que “le vainqueur d’Austerlitz” nous permet
de parler du vainqueur d’Austerlitz, c’est-a-dire Napoléon. Outre la désignation, la sémantique examine
les concepts de satisfaction. et de vérité. : Napoléon satisfait la phrase ouverte “X a vaincu a Austerlitz
et donc la phrase “Napoléon a vaincu a Austerlitz” est vraie.

”»

C’est par la distinction entre syntaxe et sémantique que nous pouvons distinguer les arguments de la
colonne du milieu de ceux de la colonne de droite (cf. p. 18) : pour celle de droite, il n’est pas nécessaire
de comprendre la signification de “J’étudie la logique” et de “Je serai heureux et sage” pour voir que
Iinférence est valide. La validité de cette inférence ne dépend que du fait que ces expressions sont
bien formées (= sont des phrases du frangais), c’est-a-dire de leur syntaxe. C’est pour cela que tout
autre argument qui ne se distingue du nétre que par la substitution d’autres phrases bien formées est
également valide.

4

Cependant, pour les inférences de la colonne du milieu, il faut connaitre la signification des mots “maryi’
et “assassin” — elles ne dépendent pas seulement de la syntaxe, mais également de la sémantique. A la
distinction entre syntaxe et sémantique correspond une distinction entre deux types de non-sens. Les

qu’un philosophe accompli n’est pas accompli absolument, mais ne I'est qu’en tant que philosophe ; un philosophe continental,
finalement, peut, mais ne doit pas, travailler sur le Continent et un philosophe manqué n’est pas un philosophe du tout.

211 s’agit ici d’'une description idéalisée : méme les significations des indexicaux dépendent souvent du contexte. Nous
pouvons, par exemple, utiliser “aujourd’hui” pour parler d’une période de temps plus longue qu’un jour : “Descartes pensait que
le vacuum était impossible, mais nous savons aujourd’hui qu’il avait tort.”

?2Nous allons donner, de temps en temps, des phrases temporalisées comme exemples. Nous ignorerons, cependant, toutes
les complications liées a leurs temps grammaticaux, excepté dans la discussion sur la logique temporelle au ch. 14.
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deux séquences de caractéres “La rit vache” et “Le nombre 2 est bleu” ne veulent rien dire, mais seule
la deuxiéme est une phrase bien formée du francais. La premiére est un non-sens pour des raisons
syntaxiques (elle n’est pas bien formée), alors que la deuxie¢me (si elle I'est) I'est pour des raisons
sémantiques. Selon certains, il s’agit d'une “erreur de catégorie”: par sa signification “... est bleu” n’est
applicable qu’a des entités étendues.

Mis a part la syntaxe et la sémantique, il faut reconnaitre une troisiéme dimension, qui est celle de la
pragmatique et qui peut aussi justifier certains arguments :

P Sam a dit que Marie aurait quand méme pu venir.
C Donc, Sam aurait voulu que Marie vienne.

Cet argument, s’il est convaincant, I'est en vertu du fait que Sam ne se serait pas exprimé de la méme

maniere s'il n’avait pas voulu que Marie vienne. Il ne dépend donc pas seulement de la sémantique

des mots qu’il a utilisés, mais aussi de 'usage que Sam en a fait. Cette influence est parfois difficile

a déterminer exactement : quelqu’un qui dit “ils ont eu un enfant et ils se sont mariés” (et non pas

“ils se sont mariés et ils ont eu un enfant”), dit-2/ qu’ils ont eu un enfant gprés leur mariage ?*3 Mais

tous les arguments pragmatiques ne sont pas contestables au point de I'exemple célébre du menteur :
4

quelqu’un qui dit “Je ne dis jamais la vérité” ne peut pas avoir raison — et ceci n’est pas di a la forme
logique ou la signification de la phrase, mais au fait qu’il I'a dit>4

Nous distinguons trois types de questions : “quels rapports y a-t-il entre les mots dans une phrase ?”,
“quels rapports y a-t-il entre les autres parties d’'une phrase?” sont des questions syntaxiques, de
grammaire ; “quel rapport y a-t-il entre les mots et les choses ?”,“quel rapport y a-t-il entre les phrases
et le monde ?” et “qu’est le sens d’'une expression ?” des questions sémantiques, et “quel rapport y a-t-il
entre la psychologie d’un locuteur et ce qu'il fait avec les mots ?” et “qu’est-ce qu’il a voulu dire avec
une phrase qui a comme signification littérale que ...?”, finalement, sont des questions pragmatiques.
Une langue comme le francais peut alors étre décrite a trois niveaux :

par sa syntaxe Quelles sont les expressions bien formées (c’est-a-dire correctes selon les régles de
grammaire de cette langue) ? Quelles sont les procédures mécaniques qui permettent d’arriver
d’une formule 2 une autre ? Ex. : “La rit vache” et “ [IIRKy” sont mal formés (en frangais et dans
le langage de la logique des prédicats respectivement) ; “Il pleut et je suis triste” implique “il
pleut” indépendamment du fait qu’il pleuve ou non;“p Cqimplique “g” indépendamment de la
signification de “p” et de “q”.

par sa sémantique Quelles sont les expressions sensées ? Quelles sont les transitions qui préservent
la vérité en vertu de la signification des mots utilisés ? Ex. : “Le nombre 2 est bleu” n’a pas de
sens ; “David est le mari d’Annette” implique “David est un homme” en vertu de la signification
de “mari”; “Schnee ist weiss” est vrai en allemand si et seulement si la neige est blanche.

par sa pragmatique Comment ces expressions sont-elles utilisées ? Quelles sont les régularités de
leur usage et comment peut-on expliquer leur usage quand ils sont utilisés pour des actes de
paroles ? Ex. : “I1 fait froid” signifie qu’il fait froid mais peut étre utilisé pour donner a quelqu'un
Pordre de fermer la fenétre, et peut méme dire qu'il fait chaud (ce qui serait ironique). Les
différences entre “je suis philosophe et heureux” et “je suis philosophe, mais heureux” et entre
“ils se sont mariés et ils ont eu un enfant” et “ils ont eu un enfant et ils se sont mariés” sont
généralement considérées comme étant de 'ordre pragmatique plutot que sémantique.

?3]1 semble incontestable qu’il a au moins suggéré. qu’ils se sont mariés apres la naissance. La différence entre les implications
(conséquences logiques) d’une phrase et ses implicatures — les croyances qui doivent étre attribuées a un locuteur pour rendre
son énonciation sensée (cf. Grice 1967) a une importance fondamentale pour la jurisprudence et est également souvent discutée
en philosophie du langage contemporaine (cf. par ex. Recanati 2004).

248’1l avait raison, alors il serait vrai qu’il ne dit jamais la vérité, alors il dirait la vérité au moins cette fois-ci, donc aurait tort.
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Deux phénomenes rendent la description des langues naturelles particulierement difficile : d’'une part
la distinction floue et inconstante entre des considérations syntaxiques et des considérations séman-
tiques ; et d’autre part I'influence de la pragmatique qui dépend de I'usage que I'on fait de la langue
en question. Lintérét des langues formelles vient du fait qu’elles n'ont pas a faire face a ces deux
problemes. Elles évitent le premier parce qu’elles sont des langues artificielles, créées, de maniére
explicite, sur la base des définitions (qui déterminent la syntaxe) et de la stipulation de toutes les
significations du vocabulaire (qui déterminent la sémantique) ; elles évitent le second car elles ne sont
pas parlées et qu’elles n’évoluent pas dans le temps.

On appelle “langue naturelle” une langue telle que le frangais, 'anglais ou I'allemand ; un /dolecte est
une langue parlée par une seule personne. On appelle “langue formelle” un systeme symbolique qui
génére un ensemble de formules dites “bien formées” a 'aide de définitions récursives. Une définition
récursive est une définition qui s’applique a plusieurs niveaux de complexité de maniére itérative.
Elle exploite ainsi le principe de compositionalité qui nous permet de comprendre des expressions

complexes sur la base de notre connaissance des expressions simples et des régles de formations.

Il s’agit maintenant de construire une telle langue que nous appelons “L”. Les symboles primitifs de
la langue L sont les suivants :

Arx des propositions atomiques “p”,“q”,“r”,“s” “t” etc.,

A2 des constantes logiques “ {parfois : “&”) (“et”),“ " ou”),“—~” (parfois “ ("Y1
(“il n’est pas le cas que”),“ - ” (parfois : “ ) {“si ... alors - -+ ”)
et “o” (parfois : “=”) (“... si et seulement si - - - ”),

A3 des parentheses “(” et “)” et des virgules “,”.

Un exemple d’'une définition récursive est la définition suivante de ce qu’est une “formule bien formée”
de cette langue L :

B1 Toute proposition atomique est une formule bien formée.

B2 Si “p” et “q” sont des formules bien formées, alors “(=p)”, “(p Cq)¥”’,“(p Cq)”,
“p - q)” et “(p « q)” sont des formules bien formées.

B3 Il n’y a pas d’autres formules bien formées.

En appliquant ces définitions, on peut déterminer que

— “(p CO) est une formule bien formée : elle est formée des expressions “p” et “q” (A1) par la regle
(B2)

- “(p (A Cq))” est une formule bien formée : elle est formée des expressions “p” (A et “(p Cqy’
par la regle (B2).“(p L) est bien formée parce qu’elle est formée des expressions “p” et “q” (A1)
par la regle (B2).

— “p” est bien formée (B1).

- “((p D@ - q))” n’est pas bien formée : puisque ce n’est pas une proposition atomique (B,
elle devrait, a cause de (B3), étre formée par (B2). Mais alors “(p [)7let “(p — q)” devraient étre
des formules bien formées. Or, bien que la deuxieme le soit, la premiére ne l'est pas : elle est ni
complexe (B2) ni atomique (B1) et ne peut étre rien d’autre (B3).

Les parenthéses servent a enlever 'ambiguité des phrases comme “p et g ou r” — veut-on dire qu’il faut
choisir entre p et q d’une part et r d’autre part (“((p Cgq) L)) ou que nous avons de toute facon p et,
également a choix, q ou r (“(p [{d CL))”) ? Les parentheéses rendent l'interprétation voulue explicite —
quand elle ne sont pas nécessaires, elles peuvent étre enlevées.”

» o«

2 Pour simplifier 'écriture, on supprime souvent les parenthéses extérieures : “(p - q)” devient “p - q”,“(p (4 [CX))”
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A partir de la langue formelle L, nous pouvons donc nous faire une idée claire de ce qu’est la forme
syntaxique d’une expression : c’est la maniére dont elle est formée en appliquant les régles (Br) a (B3)
au vocabulaire primitif défini par (A1) 4 (A3).

Nous voyons aussi comment ces régles récursives générent une infinité de formules bien formées d’'un
vocabulaire primitif qui ne contient qu'un nombre limité de propositions atomiques : a partir de “p”,
nous formons “=p”, “—=p”, “===p”, “=p [P, “—~—-p [=p” etc. Notre compréhension de cette infinité
de phrases réside dans le fait que nous voyons comment elles sont construites a partir de “p”,“—=",“ 1
et“[”]

1.5 Formalisation

Ce qui distingue des arguments tels que “Sam est le mari d’Annette. Donc, Sam est un homme” des

arguments comme “Si j'étudie la logique, alors je serai heureux et sage. J’étudie la logique. Donc, je serai

heureux et sage” est que les premiers dépendent des significations des mots qui se trouvent a l'intérieur

des phrases simples, alors que la validité des deuxieémes ne dépend que des connecteurs (comme “si

... alors -+ -”) qui relient ces phrases simples. Pour rendre cela plus manifeste, nous introduisons les
» «

caracteres “p”,“q”,“r”,“s” etc. comme abréviations de phrases telles que “jétudie la logique”,“je serai
heureux et sage”:

Si j’étudie la logique, alors je serai heureux et sage. [ Sipalorsq.
Jétudie la logique. L_4d
Dong, je serai heureux et sage. [ onc,q.

Cet argument est convaincant quelles que soient les phrases que 'on abrege par “p” et “q”. Il faut se
rappeler que “convaincant” est utilisé ici dans le sens suivant : quelqu’un qui accepte les prémisses (les
deux premiéres lignes), devrait aussi accepter la conclusion (la troisiéme ligne). Cargument en faveur
du bonheur des logiciens est donc aussi convaincant que le suivant :

Px  Sije m'appelle Mario, alors vous allez mourir d’'une maladie infernale.
P2 Je m’appelle Mario.
C  Donc, vous allez mourir d’'une maladie infernale.

Il est évident que cet argument ne vous donne aucune raison d’avoir peur, puisque vous n’avez aucune
raison d’en accepter les prémisses. Mais si vous les acceptiez, il faudrait aussi accepter la conclusion.

Quand un argument est convaincant en vertu de sa forme et grice aux significations des mots logiques
qu’il contient, nous 'appelons “valide”. A la place du mot du langage ordinaire “donc”, nous pouvons
alors tirer un trait :

Si jétudie la logique, alors je serai heureux et sage.
® Jétudie la logique.

Je serai heureux et sage.

Le trait signifie que I'on peut ‘tirer’ la conclusion a la suite des deux premieres prémisses : que la
troisiéme ligne s’ensuit logiquement ou est une conséquence logique des deux premiéres. Cette relation
de conséquence logique est d'importance primordiale pour la logique : on peut dire que toute la logique
essaie de déterminer quelles propositions s’ensuivent de quelles autres. Si la logique concernée nous est

devient “p (g CE)". Nous introduirons plus tard, a la page p. 34 quelques conventions qui nous aident également a limiter des
parenthéses.
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donnée par un calcul (un systéme d’axiomes et de régles d’inférences), on peut dire qu’'une proposition
est “déductible” (peut étre déduite ou inférée) d’'une autre (par rapport a ce calcul) : cela veut dire que
les regles de ce calcul nous permettent le passage de I'une a 'autre grace a un schéma d’inférence. On
utilise ce signe : “ pour représenter la déductibilité : “p [qF veut dire que “q” peut étre déduit de “p”
al'aide des régles d’inférence du calcul en question.

I1 est crucial de distinguer la validité d’un argument de ce qu’on appelle sa solidité (“soundness” en
anglais) : un argument peut étre valide peu importe si ses prémisses sont vraies ou fausses — tout ce
qui est requis est que I'implication suivante soit vraie : 57 les prémisses sont vraies, /ors la conclusion
Lest aussi. Pour la solidité, par contre, la vérité des prémisses est requise : les prémisses sont vraies et
la conclusion s’ensuit de ces prémisses (et, par conséquent, est également vraie).

En introduisant les abréviations “p” pour “J'étudie la logique” et “q” pour “Je serai heureux et sage” et
en simplifiant la formule “si ... alors - - - ” par la fleche “... — ---”, nous obtenons, comme forme de
I'inférence (1), le schéma suivant :
p-4q
€ P
q

Mais comment faut-il interpréter (2) ? Si les symboles vous font peur, substituez toujours les phrases
“Jétudie la logique” pour “p” et “Je serai heureux et sage” pour “q”. Il est clair, cependant, que ces
phrases ont été choisies de maniére arbitraire : n’importe quelle autre phrase pourrait étre insérée
tout en préservant la validité de I'inférence. Nous avons, par exemple, 'inférence suivante qui a elle
également la forme de (2) :

Si je m’appelle Mario, alors vous allez mourir d’'une maladie infernale.
3 Je m’appelle Mario.

Vous allez mourir d'une maladie infernale.

(2) ne représente que le squelette de toutes ces inférences également convaincantes qui ont la méme
forme que (1) et (3) : (1) et (3) sont également des instances du schéma (2). C’est pour cela que I'on appelle
(2) le “schéma” (d’une inférence) et les abréviations “p”,“q” etc. parfois des “phrases schématiques”.

Le schéma (2) représente une formalisation. de 'argument principal au sens ol

— toutes les expressions non nécessaires a une éventuelle validité de I'inférence sont abrégées ; et
— les expressions pertinentes a la validité éventuelle de 'argument sont remplacées par les expres-
sions correspondantes d’une langue formelle (de L, dans notre exemple).

La formalisation est le dégagement de l'ossature logique d’un raisonnement, par le dépouillement
progressif de son contenu non-logique. Le schéma que nous avons dégagé n’est qu’un ‘moule’ qui
donnera lieu a un raisonnement lorsqu’on y laissera couler de la matiere. C’est en ce sens-la que
la logique est I'art de bien penser : elle nous fournit des recettes pour des arguments logiquement
convaincants, des prototypes de raisonnements qui puissent préserver la vérité des phrases (prémisses)
qu’ils prennent comme leurs points de départ.

La formalisation d’'un passage de texte est la premiére étape pour un traitement logique de ce texte
(Pévaluation des arguments, I'identification de leurs structure, la distinction entre prémisses et conclu-
sion etc.). Elle est souvent difficile. Considérez 'argument suivant (cf. Mavrodes 1963; Savage 1967;
Schrader 1979) :

Peu importe si I'on croit en Dieu ou pas, Dieu — s’I1 existe — est omnipotent et est donc
un étre qui peut tout faire. Lomnipotence est un trait essentiel de tout ce qui mérite le
nom de Dieu. Si Dieu existe, alors Il est omnipotent et peut tout faire. Pouvant tout faire,
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Il peut créer une pierre si lourde que personne ne peut la soulever. Si personne ne peut
soulever cette pierre, alors méme Dieu ne peut pas la soulever. Alors Il ne peut pas tout
faire. Mais s’Il existe, Il peut tout faire. Alors Dieu n’existe pas.

Il est clair qu’il y a de bonnes raisons de douter de cet argument. Mais lesquelles ? C'est a ce stade-la que
la logique peut nous rendre service. Notre doute concerne principalement la solidité de 'argument :
nous doutons de sa conclusion et alors soit de la vérité des prémisses soit de la validité de 'argument.
Dans les deux cas nous avons I'obligation intellectuelle de préciser nos raisons de douter : quelle
prémisse nous parait disputable ? Quelle étape du raisonnement ne nous semble pas contrainte? La
logique nous permet une formalisation de 'argument qui distingue clairement les prémisses de la
conclusion :

Px  SiDieu existe, alors Dieu est omnipotent.

P2  SiDieu est omnipotent, alors Dieu peut tout faire.

P3  SiDieu peut tout faire, alors Dieu peut créer une pierre si lourde.

P4  Si Dieu peut créer une pierre si lourde, une pierre si lourde est possible.

Ps5  Siune pierre si lourde est possible, Dieu ne peut pas soulever une telle pierre. t - u

—

—

—

nw = oo
~ 0 = o

—

P6  SiDieu ne peut pas soulever une telle pierre, alors il ne peut pas tout faire. u- —r
C7  SiDieu ne peut pas tout faire, alors il n’est pas omnipotent. ar -
C8  Si Dieu n'est pas omnipotent, alors Dieu n’existe pas. =g - —p
Co  SiDieu existe, alors Dieu n’existe pas. p - —p
Cro Alors Dieu nexiste pas. —-p

Que dire de cet argument ? Quelles sont ses prémisses, quelles sont ses conclusions ? (C7), p. ex., est ici
traité comme conclusion (intermédiaire) car, comme nous le verrons, elle s’ensuit d’autres prémisses
(de (P2)) en particulier). Laffirmation de (C7) par quelqu’un qui défend cet argument n’est pas un
engagement supplémentaire de sa part : sl a déja afirmé (P2), 'affirmation de (C#) n’y ajoute rien.
Dans un certain sens, (C7) est donc redondant : le contenu du passage cité reste le méme si nous
Penlevons. Limportance de (C7) est autre : elle rend intelligible le cheminement de la pensée et nous
aide a discerner sa structure.

De quoi dépend la validité de cet argument? Quelles prémisses peut-on nier tout en acceptant les
autres ? C’est ici que la logique nous aide, en nous apprenant que, par exemple :

— Nous ne pouvons pas accepter (Px) 2 (P6) sans accepter (C7) ou (C8).

— Nous ne pouvons pas accepter (Px) 2 (P3) et nier que si Dieu existe, il ne peut pas créer une
pierre si lourde (p - ).

— Nous ne pouvons pas accepter (Px1) 2 (C8) et nier (Co).

— Nous ne pouvons pas accepter (C9) et nier (Cxo).

En nous apprenant cela, la formalisation limite les possibilités de critiques. Elle nous aide a distinguer
les prémisses des conclusions en montrant par exemple que (C7) est une conclusion de (Px) 4 (P6) (et
plus précisément une conclusion de (P2)) et que (Cx0) s’ensuit logiquement de (C9). La différenciation
entre prémisses et conclusions est une distinction relative : (C#) est la conclusion d’'une inférence valide
qui a comme seule prémisse (P2), mais est elle-méme une prémisse pour I'inférence qui a (C9) comme
conclusion.

D’un autre c6té, la formalisation rend la critique de 'argument plus facile, en ce qu’elle nous force a
distinguer les prémisses les unes des autres. Par conséquent, celles-ci peuvent étre évaluées de maniéres
différentes. C’est ainsi que I'on voit que

— La plausibilité de (Px) dépend (entre autres) du concept “Dieu”.
— La plausibilité de (P2) dépend (entre autres) du concept “omnipotent”.
— La plausibilité de (P3) dépend (entre autres) du concept “une pierre de type F” (si lourde que
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personne ne peut la soulever).

— La plausibilité de (P4) dépend (entre autres) de la question de savoir si tout ce qui peut étre créé
par Dieu est possible.

— La plausibilité de (P5) dépend (entre autres) de la question de savoir si Dieu tombe dans le
domaine des choses dont on dit qu’ils ne peuvent pas soulever cette pierre.

— La plausibilité de (P6) dépend (entre autres) de la question de savoir ce que 'on entend par
“peut tout faire”.

— Les autres phrases suivent logiquement de (Px) a (PG).

Quelqu’un qui veut critiquer 'argument doit donc critiquer une (ou plusieurs) des prémisses (P1) a (P6) :
I'argument est valide et la conclusion ne peut donc étre attaquée que si I'on attaque une prémisse :
étant donné sa validité, seule sa solidité peut encore étre mise en doute.

Une personne qui critique le concept d’omnipotence utilisé en (P2) en arguant par exemple que
I'omnipotence n’inclut pas la capacité d’effectuer ce qui est logiquement impossible,doit par consé-
quent argumenter qu’il est logiquement impossible pour Dieu, de créer une pierre qui soit si lourde que
méme Dieu ne puisse la soulever. On pourrait aussi, avec Descartes, nier la prémisse (P4), en arguant
que Dieu peut faire des choses impossibles. Contre (P6), on pourrait dire que 'omnipotence requiert
seulement que Dieu puisse accomplir toutes les tiches ‘positives’ et que la création d’'une pierre si
lourde que personne ne peut la soulever n’est pas une de ces tiches ‘positive’. Il y a de nombreuses
facons de critiquer 'argument — mais ceci sort du domaine de la logique pour entrer dans celui de la
métaphysique ou, plus particulierement, de la philosophie de la religion. Le service rendu par la logique
ne concerne que la formalisation : la logique nous dit quelles étapes dans I'argument s’ensuivent de
quelles autres, dans le sens ot quelqu’un qui a accepté (P2), par exemple, devrait aussi accepter (C7).
p--p

La logique n’est pas absolue : I'étape de (C9) 4 (Cxo0), par exemple, qui est de la forme ™ =p  (“reductio
ad absurdum, cf. 39), peut étre contestée : cette inférence est valide dans la logique standard, mais sa
validité a été contestée par les partisans d’autres types de logique. Cependant il est important de noter
que cette question n'est pas du méme registre qu'un doute par rapport a une prémisse, par exemple
(P4) : en doutant de la validité du schéma d’inférences, c’est-a-dire en niant “(p - -p) C3Ip” (“il
s’ensuit de “p —» —p” que —p”), on doute du fait que toutes les inférences qu’on obtient en remplagant
“p” par des phrases entiéres soient valides : on est donc de I'avis qu’il y a au moins une inférence qui a
cette forme et qui n’est pas valide. On peut justifier un tel doute par des considérations qui n’ont rien
a voir avec la métaphysique ou la philosophie de la religion. La justification des schémas d’inférence
est le domaine de la philosophie de la logique , dont on discutera aussi dans ce livre. Si I'on parvient a
établir que “(p - —p) [Ip” n’est pas un principe acceptable de la logique, on met un défenseur de
I'argument sous 'obligation de justifier 'inférence suivante :

Si Dieu existe, alors il n’existe pas.

— de (C9) 4 (Cxo)
Dieu n’existe pas.

par d’autres considérations : il ne peut donc plus dire que c’est par la logique seule que (Cx0) s’ensuit

de (Co).

Le méme argument peut étre formalisé de différentes manieres et a 'aide de différentes logiques. La
qualité d’'une formalisation dépend du degré auquel elle rend manifeste la structure d’un argument
et de la finesse du grain avec laquelle elle nous permet de I'évaluer et de le critiquer?® Pour une
formalisation de I'argument contre I'existence de Dieu, par exemple, la logique modale pourrait étre

26Cest pour cela que les exercices en formalisation doivent étre formulés avec délicatesse, comme le témoigne le mythe phi-
losophique d’un étudiant a Oxford, qui, lors d'un examen, aurait obtenu la note maximale en écrivant “p” comme formalisation
de 'argument ontologique de Anselm.
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utile : elle nous permettrait de rendre explicite la progression, a 'intérieur de la prémisse (P4), de
“possible pour Dieu” 2 “possible” et de mieux étudier la relation entre la prémisse (P4) (possible pour
Dieu, donc possible) et (P5) (impossible pour tout le monde, alors impossible pour Dieuw).

1.6 Vérité et validité

La logique est I'étude des raisonnements valides. La logique propositionnelle classique, par exemple,
nous montre qu'une inférence qui suit le schéma suivant que I'on appelle “principe de conversion”:

q—?r

BT

est valide. Cest la validité de ce principe qui soutient la déduction de (C7) i partir de (P2), par
exemple. Dire que les schémas suivants :

p
q-r pP-0 p- P
ar - Qo o] s =P

sont valides, c’est affirmer que toute inférence qu’on obtient en remplagant, dans 'un de ces schémas,
les abréviations “p”, “q” et “r” par des phrases du langage ordinaire, est valide. Mais en quoi consiste
cette validité ?

I1 a déja été dit que pour qu’un argument soit valide, il n’est pas requis que quelqu’un accepte dans les
Jaits les prémisses : il suffit que, s7/ acceptait les prémisses, il devrait aussi accepter la conclusion. En
tant que logiciens, nous discutons de la qualité de I'argument contre l'existence de Dieu sans déclarer
si ou non nous croyons en Dieu : la logique ne se préoccupe pas de la plausibilité des prémisses,
mais se charge d’examiner leurs relations et d’identifier les régles d’inférences utilisées. La logique ne
se prononce pas sur la vérité de la conclusion; elle détermine si ou non une conclusion s’ensuit de
quelques prémisses, si ou non on est forcé (sous peine d’étre irrationnel ou, au moins, ‘illogique’) a
accepter la conclusion s7 on a déja accepté les prémisses.

Les arguments, par conséquent, ne peuvent pas étre dits “vrais” ou “faux” (ceci reléve d’une erreur de
catégorie). Un argument peut étre impeccable méme si toutes ses prémisses sont fausses. La qualité
d’'un argument est avant tout déterminée par le degré auquel les prémisses nous fournissent une raison
d’accepter la conclusion. Dans le cas d’une inférence logique, cette question devient : “est-ce que
Pargument préserve la vérité des prémisses (s'il y en a)”? Si oui — si la vérité des prémisses entraine celle
de la conclusion — I'argument est dit “valide”, autrement — si les prémisses pourraient étre vraies sans
que la conclusion le soit — 'argument est dit “non valide”.

I1 peut donc y avoir des arguments valides dont la conclusion est vraie bien que les prémisses soient
fausses :

Px  Tous les tigres sont des humains.
P2 Tous les humains ont la peau rayée.
C  Donc tous les tigres ont la peau rayée.

De méme, il peut y avoir des arguments valides dont la conclusion est fausse, et des arguments non
valides dont les prémisses et la conclusion sont les deux vraies. Mais ce qui est exclu par notre définition
de la validité, c’est un argument valide dont la conclusion est fausse bien que les prémisses soient vraies :
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prémisses vraies conclusion vraie valide ou non
prémisses vraies | conclusion fausse | nonvalide

prémisses fausses conclusion vraie valide ou non
prémisses fausses conclusion fausse valide ou non

En tant que schéma ou squelette d’inférence valide, une régle d’inférence indique simplement la forme
(logique) de plusieurs phrases prises ensemble et nous affirme que toute séquence de phrases ayant la
méme forme constitue une inférence valide. Dans le langage de la logique formelle, un raisonnement
est valide en vertu de sa forme (i.e. de la forme des prémisses et de celle de la conclusion). Ainsi, tout
argument de méme forme est valide dans ce langage.

49

Nous avons rencontré deux notions sémantiques, celle de “validité” et celle de “vérité”, qu’il faut
distinguer clairement. La vérité appartient a des phrases (complétes) ou des significations de phrases
(complétes). Une phrase comme “je suis malade”, dite par moi aujourd’hui, exprime la proposition
que Philipp est malade le 31 décembre 2006. Si je suis malade, alors cette phrase est vraie. La phrase
indexicale est vraie en tant qu’elle exprime un contenu déterminé, tout en étant fausse si énoncée par
quelqu’un d’autre qui n’est pas malade ou par moi un jour ot je ne suis pas malade*” La propriété d’étre
vraie et la propriété d’étre fausse sont des propriétés sémantiques parce que les phrases ne les ont pas
simplement en vertu de leur forme — il faut considérer ce qu'une phrase dit pour savoir si oui ou non
elle est vraie (si elle exprime un contenu vrai ou faux).

La validité, a I'inverse, n’est pas une propriété des phrases ou de leurs contenus, mais une propriété des
arguments et des inférences. Une inférence est dite ‘valide’ si elle transmet la vérité de ses prémisses
a sa conclusion — §’il n’est pas logiquement possible que ses prémisses soient vraies et sa conclusion
fausse. Il ne faut pas simplement considérer la valeur de vérité actuelle de ces phrases, mais leurs
valeurs de vérité possibles : il faut considérer la valeur de vérité que la conclusion aurait. (cas peut-étre
purement hypothétique) et un cas ot les prémisses seraient. vraies. Les notions “vérité” et “validité” ne
s’appliquent donc pas aux mémes choses : les prémisses et la conclusion sont soit vraies soit fausses,
Iinférence est soit valide soit non-valide. Les deux notions se situent a des échelles différentes.

1.7 Utilisation et mention

La distinction entre l'utilisation et la mention d’un mot est cruciale. Les guillemets figurent d’ailleurs
parmi les entités syntaxiques préférées des philosophes. Les guillemets nous servent a éviter la confu-
sion entre utilisation et mention. que le philosophe américain Willard van Orman Quine, le pére de la
philosophie du 20eéme siécle, a stigmatisée comme I'une des erreurs les plus fréquente et conséquente
en philosophie. Si je dis

(xf)  Paris est une jolie ville.

jutilise le mot “Paris” pour dire de la ville qu’elle est jolie — je mentionne la ville et j'utilise un mot qui
la désigne.® Si, au contraire, je dis

27Pour exclure cette variabilité, beaucoup de philosophes disent que la vérité et la fausseté appartiennent en premier lieu a
des “propositions” (C’est-a-dire des contenus de phrases complétes et non-indexicales). Bien que les phrases puissent également
étre dites vraies ou fausses, il s’agit des propriétés dérivées qu’elles ont en vertu du fait qu’elles expriment telles ou telles
propositions.

%Mentionner” n’est donc pas utilisé au sens de “citer”, mais au sens de “désigner”, “faire mention de” ou “parler de”. Mal-
heureusement, il existe un autre usage technique en linguistique selon lequel “mention” désigne le statut d’un signe autonyme.
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“Paris” est un mot du frangais, “Paris” est mono-syllabique, “Paris” est aussi un prénom,
“Paris” est mon mot préféré.

(xg)

je mentionne le mot “Paris” et jutilise un nom, “ “Paris” ” (un nom constitué de Cguillemets, P, a, 1, i,
s, guillemets ) pour parler de ce mot et pour dire qu’il appartient a la langue francaise, etc. On utilise
des mots pour parler des choses et des noms de ces mots pour parler des mots. Rien ne nous empéche
de créer des noms pour des mots, en baptisant “Karl”, par exemple, mon mot préféré (“Paris”). Etant
donné ce baptéme, il est correct de dire que Karl est un mot de la langue francaise, que jutilise Karl
pour me référer a Paris, etc. Méme si de telles stipulations sont possibles, elles ne sont pas fréquentes :
on utilise généralement les guillemets pour transformer n’importe quelle expression en un roz. de
cette expression® Les guillemets nous servent aussi a parler d’'une autre langue que celle que nous
utilisons dans la phrase concernée. Considérons la phrase suivante :

(xh)  Paris est une ville beautiful.

Cette phrase n’appartient ni au francais, ni a Panglais — elle n’est pas bien formée3° La phrase suivante,
cependant, est bien formée et est une phrase du frangais :

(xp)  Le mot “beautiful” est utilisé pour dire d’'une chose qu’elle est jolie.

La séquence de lettres b, e, a,u,t,1i,f, u, I, ”[dst. un mot du francais. Nous pouvons constater que
b ) ] » YYD ’

les guillemets nous servent a rendre cohérentes des phrases a premiére vue mal formées3' Mais les

guillemets créent aussi leurs propres difficultés. Considérons 'expression “ajouté a sa propre citation”

(“appended to its own quotation”)3* Elle nous donne une expression qui se dénote elle-méme, c’est-

a-dire I'expression ““ajouté a sa propre citation” ajouté a sa propre citation”, comme on peut voir

ci-dessous :

“ajouté a sa propre citation” ajouté a sa propre citation = “ajouté a sa propre citation”
k) ajouté a la citation de “ajouté a sa propre citation” = “ajouté a sa propre citation”
ajouté a ““ajouté a sa propre citation™ = ““ajouté a sa propre citation” ajouté a sa

propre citation”

29Les guillemets ont, dans la langue naturelle, beaucoup d’autres fonctions (cf. Recanati 2000) : il peuvent permettre, par
exemple, 2 un locuteur de prendre de la distance par rapport aux mots qu’il utilise (‘scare quotes’), ou ils peuvent indiquer qu’on
utilise une expression dans un sens métaphorique. Dans ces cas-13, j'utilise des guillemets simples : * et ‘. Cusage naturel est tout
a fait inconsistant dans son usage des guillemets : ils sont utilisés pour marquer d’autres distinctions de celle entre usage et
mention, comme lorsqu’on dit, par exemple, que I'on a lu tel et tel article dans “Le Monde” — se référant au journal et non pas
au mot. A linverse, les guillemets manquent dans de nombreux cas ot il faudrait les mettre : si je dis que je m’appelle Philipp,
par exemple, ce que je veux dire est que je m’'appelle “Philipp”, que mon nom est “Philipp” et que mes parents m’ont baptisé
“Philipp”. Il ne s’agit pas ici d’entreprendre une réforme du langage ordinaire, mais seulement de prendre connaissance d’une
distinction importante que 'on peut négliger s’il n’y a aucun danger d’équivoque. Cependant, ici, nous ferons comme si les
guillemets servaient toujours et uniquement a marquer la distinction entre I'utilisation et la mention des mots.

3°Ceci ne veut pas dire que 'on ne comprenne pas guelque chose en entendant cette phrase ou, par exemple, la suivante :

(xi) If philosophy didn’t exist, said Voltaire, il faudrait I'inventer.
Néanmoins il s’agit ici d’une citation impropre : ce que Voltaire a dit n’est pas clair et il faudrait ajouter des guillemets pour
clarifier sa phrase.

311 peut y avoir plusieurs manieres de mettre des guillemets : Considérez le ‘limerick’ suivant de Richard Cartwright :
According to W. Quine
‘Whose views on quotation are fine,
Boston names Boston,
And Boston names Boston,
But 9 doesn’t designate 9.

La tache est de placer les guillemets de telle sorte que le résultat soit correct et intéressant. Il existe plusieurs fagons de le faire.

3211 s’agit ici du fameux paradoxe de Grelling (cf. Grelling et Nelson 1908) dont nous reparlerons a la page p. 227 dans la lecon
13.
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Puisque (1k) a la forme a = “a”,“a” est une expression qui se dénote elle-méme. Ceci, cependant, n’est
que rarement le cas et peut entrainer des conséquences paradoxales

Points a retenir34

La logique moderne a été créée par Gottlob Frege en 1879.

La philosophie est la science des arguments.

La logique est I'étude des inférences valides.

La logique porte sur un langage simplifié, idéalisé et formel.

La logique propositionnelle étudie les connecteurs propositionnels qui relient des propositions ;
la logique des prédicats étudie en plus la quantification, les relations et les fonctions.

La syntaxe concerne la forme des expressions, la sémantique, leurs significations et la pragma-

CANE ISR S
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tique, leur usage.

La formalisation des arguments est un art.

8. Les arguments ne sont pas vrais ou faux, mais valides ou invalides.

9. Une inférence est valide si et seulement s’il est impossible que ses prémisses soient vraies et sa

~

conclusion fausse.
0. Il faut distinguer l'utilisation et la mention des mots et mettre des guillemets si 'on veut parler
d’une expression linguistique et non pas de la chose qu’elle représente.

311 est possible de reproduire 'argument qui est a la base du fameux paradoxe de Grelling a I'aide du prédicat “... donne
une fausseté si ajouté a sa propre citation”. Il suffit de se demander si ce prédicat s’applique a lui-méme. S’il s’applique de
facon réflexive, alors ““donne une fausseté si ajouté a sa propre citation” donne une fausseté si ajouté a sa propre citation”
est vrai et la phrase citée est fausse car il s’agit de la citation de “donne une fausseté si ajouté a sa propre citation” suivi de
ce méme prédicat. Si elle est fausse, elle est ce qu'elle dit d’elle et alors elle est vraie. Les paradoxes de ce type, y compris le
paradoxe de Russell, étaient 2 la base de la fameuse preuve de l'incomplétude de arithmétique par (Godel 1931). Consultez
ww.unige.ch/lettres/philo/enseignants/philipp/teaching/paradoxes.html et la section (15.3) pour en savoir plus.

3+Chaque chapitre sera suivi d’'une liste de dix “points a retenir” qui fournissent au lecteur un résumé succint.






Chapitre 2

Les connecteurs propositionnels

2.1 Laformalisation des arguments

Nous avons vu (a la page p. 16) qu'un argument est une inférence s’il est convaincant (s'il est) en vertu
des significations de certains mots qu'il contient. Et, qu’un argument est formel (est une inférence
logique) si ces mots sont des ‘mots logiques’.

Les diftérents systemes de logiques different en raison de ce qu'ils considerent étre des ‘mots logiques’.
La logique standard propositionnelle ne considére que les connecteurs propositionnels (des connec-

teurs qui relient des phrases entiéres) comme “... et ---”,“... ou---”,“il n’est pas le cas que ...”,“si ...
alors -+ 7 et “... ssi---” (= “si et seulement si”). La logique standard des prédicats considére en outre
les quantificateurs (“pour tous ... ---”,“il y a au moins un ... tel que - --”), des relations (par ex.“...
est identique a - - -”) et des fonctions (par ex. “la mere de ...”). La logique des prédicats est appelée

ainsi parce qu’elle permet le traitement logique des expressions sub-sententielles (plus petites que des
phrases entiéres), par ex. des termes singuliers (noms) et des prédicats.

Le calcul des propositions (la logique propositionnelle) étudie de quelle maniére la vérité (ou la faus-
seté) d’'une phrase complexe est fonction de la vérité (ou la fausseté) des phrases élémentaires qui la
composent. Dans des langues naturelles, ou la forme grammaticale ne coincide pas toujours avec la
forme logique, cette dépendance des constituantes simples de la phrase complexe n’est pas toujours
apparente. C’est pour cela que la logique ne traite pas directement le langage ordinaire, mais travaille
a partir d’un langage artificiel et simplifié, déterminé par des définitions explicites. A cet effet, nous
avons introduit un langage L, qui sera notre langage de la logique propositionnelle, et dont les symboles
primitifs sont les suivants :

Ar des propositions atomiques “p”, “q”, “r”,“s”, “t” etc.,

A2 des constantes logiques “ {parfois : &) (“et”),“ " (ou”),“~” (parfois “ X1
(“il n’est pas le cas que”) et “ - ” (parfois : “ X{“si ... alors ...”)

A3 des parentheses “(” et “)”.

Nous avons aussi donné une définition récursive de ce qu’est une formule bien formée de L :

B1 Toute proposition atomique est une formule bien formée.

B2 Si “p” et “q” sont des formules bien formées, alors “(=p)”, “(p Cq)”,“(p Cq)”,
“p - q) et “(p « q)” sont des formules bien formées.

B3 Il n’y a pas d’autres formules bien formées.
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On voit que les connecteurs propositionnels binaires s’appliquent a deux phrases pour en faire une
troisiéme, plus complexe. Le seul connecteur unaire que nous étudierons, la négation, ne s’applique
qu’a une seule phrase pour en faire une deuxiéme, plus complexe.

Ces deux définitions du vocabulaire primitif et des régles qui permettent d’en construire des expres-
sions plus complexes, déterminent la syntaxe de notre langue L.

En syntaxe, on peut définir ce que I'on appelle le connecteur principal d'une proposition, c’est-a-dire le
connecteur le moins imbriqué dans les parenthéses, celui qui ‘vient en premier’ mais que 'on ‘calcule
en dernier’. Carithmétique nous fournit ici une analogie utile. Dans I'expression “((2 + 3) - 4) — 57, le
connecteur principal est la soustraction parce que c’est celui que 'on considére en dernier :

((2+3)-4)—5
(©) 45
(20) -5

=15

De méme, dans l'expression “(p [(d — r)) ~ S”, le connecteur principal est “ «”, dans “=(—p [=d))”
C’est le premier “=” et dans “((p - ) L(@l - r)) — (p — r)” le troisieme “ - ”. Savoir quel connecteur
est le connecteur principal d’'une proposition dépend essentiellement des parenthéses qui sont utilisées
pour 'exprimer. Les parenthéses nous servent a indiquer la portée des opérateurs. Pour vouloir dire
par exemple qu'une négation nie I'ensemble d’'une conjonction, on la place devant cette conjonction
entourée de parentheéses : “—(p L. On remarque la différence entre cette proposition et celle ot seul
le premier conjoint est nié : “~p 1. En principe, on aurait dt mettre “(—p) [, mais on adoptera la
convention que “~” relie ‘plus fortement’ que “[=Ice qui signifie que “ [ delie des propositions avec
leurs éventuelles négations.

En déterminant que “ [, par exemple, est un connecteur qui relie deux formules bien formées pour en

faire une nouvelle formule bien formée, on n’a encore rien spécifié sur la signfication. de ce connecteur.

D’apres tout ce que nous savons (‘officiellement™), ce connecteur pourrait signifier la méme chose que

“il est le cas en Australie que ... mais ici il est le cas que - --”, “Sam a dit que ... mais il me semble
» «

plutdét que -+ -7, “... et je suis malade si et seulement si - - - ”. Mais comment donner une signification
précise a ces connecteurs ?

Clest 1a que /a sémantique. commence a intervenir. Faire la sémantique d’une expression, c’est lui
attribuer une signification particuliére. Dans les langages naturels, beaucoup de facteurs contribuent
a la signification d’'un mot, et le méme mot peut avoir plusieurs significations (un cas d’ambiguité)
ou varier de signification selon son contexte d’utilisation (un cas d’indexicalité). Dans des langues
formelles, qui ne sont pas parlées et sont construites artificiellement, la signification des mots est
beaucoup plus facile a déterminer, car en effet la signification d’une phrase coincide avec ses conditions
de vérité ; et ce sont ces conditions de vérité qu'on a appelées la proposition. qui elle, est exprimée par
une phrase dans un certain contexte d’énonciation. Dire que la proposition exprimée par une phrase
est vraie (et donc que la phrase, telle quelle est utilisée dans ce contexte, est elle-méme vraie), c’est
dire que ses conditions de vérité sont satisfaites. Connaitre la signification d’'une phrase (savoir quelle
proposition elle exprime), c’est pouvoir déterminer, de n’importe quelle situation possible, si la phrase
décrit correctement cette situation ou non (si elle est vraie ou fausse par rapport 2 cette situation).
Autrement dit, les conditions de vérité sont des conditions que le monde doit satisfaire pour rendre

' Je dis ‘officiellement’ parce que j’ai déja introduit des significations ‘informelles’ entre parentheéses. Je Iai fait pour rendre
o

possible la lecture des formules — mais rien dans notre petite théorie ne détermine qu’avec “et” jaie voulu parler de la conjonction :
jaurais pu parler d’'un connecteur bizarre comme “est vrai selon Sam mais Maria affirme que”.
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vraie la phrase en question.?

Mais il reste toujours une distinction importante a faire, a savoir celle entre les logiques extensionnelles
et les logiques intensionnelles. La logique propositionnelle et la logique des prédicats sont des logiques
extensionnelles, alors que la logique modale, la logique epistémique et beaucoup d’autres logiques sont
des logiques intensionnelles. Comparons les arguments suivants :

Si jétudie la logique, je serai heureux et sage. J’étudie la logique. Donc je serai heureux

(22)
et sage.

(zb) Tous les hommes sont mortels. Socrate est un homme. Donc Socrate est mortel.

Il est nécessaire que 9 soit la somme de § et 4. 9 est la somme de 3 et 6. Donc il est
nécessaire que la somme de 3 et 6 soit (identique ) la somme de § et 4.

(20

Je sais tout ce que Robert a dit. Tout ce que Robert a dit est qu’il est fatigué et en a
marre. Donc je sais que Robert est fatigué et en a marre.

(2d)

Dans des contextes respectifs, ces quatre arguments sont tous convaincants. Mais seulement les deux
premiers sont valides — dans la logique propositionnelle et dans la logique des prédicats respectivement
(le premier sera également valide dans la logique des prédicats qui est une extension de la logique
propositionnelle). Cela veut dire que si leurs prémisses sont vraies, alors leurs conclusions le sont aussi.
On a dit que la validité de ces inférences ne dépend que de leur forme et que toutes les inférences
ayant la méme forme sont également valides. La premiere inférence, par exemple, est conforme au
schéma valide suivant :
P-q
p

—q (modus ponendo ponens)

Pour arriver 2 ce schéma 2 partir d’'une inférence particuliére comme (2a), il faut faire abstraction de
toutes les particularités des phrases et ne les considérer que par rapport a leur capacité a étre vraies ou
fausses. Pour savoir si je peux ou non conclure que je serai heureux et sage car je fais de la logique, et
que si je fais de la logique, alors je serai heureux et sage ; il me faut connaitre la vérité de ces prémisses :
si elles sont vraies, alors je serai heureux et sage. Je pourrais conclure mon bonheur et ma sagesse d’'une
infinité d’autres prémisses, si elles étaient également vraies :

(2a) Si je n’étudie pas la logique, je serai heureux et sage. Je n’étudie pas la logique. Donc je

2a .
serai heureux et sage.

Si je vais a la maison maintenant, je serai heureux et sage. Je vais a la maison maintenant.

9
(2a”) . .
Donc je serai heureux et sage.

C’est pourquoi la logique propositionnelle standard est une logique que l'on appelle “extension-
nelle”: la validité de ses inférences ne dépend que de la vérité (= Pextension) des propositions qu’elles
contiennent.

Contrastons ce cas avec (2¢). Savoir si je peux ou non inférer la (vérité de la) conclusion de (la vérité
de) ses prémisses ne dépend pas seulement de la vérité de ses prémisses : il importe également de
savoir si la deuxiéme prémisse est nécessaire ou pas. Ceci devient apparent si on remplace la deuxieme
prémisse par une autre ayant la méme valeur de vérité, c’est-a-dire une prémisse qui est également

2Dans des cas d’indexicalité, les conditions de vérité varient avec le contexte d’énonciation. La condition de vérité de la
phrase “J’ai faim maintenant” est que Philipp a faim le 31 décembre 2006, 2 18 h : la phrase est vraie (exprime une proposition
. . . .1e . 2 N o . . ) <
) . )
vraie) si et seulement si Philipp a faim le 31 décembre 2006, a 18 h. Enoncée par quelqu’un d’autre ou a un autre moment, la
phrase aurait d’autres conditions de vérité.
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vraie :
(2¢) Il est nécessaire que 9 soit la somme de § et 4.9 est le nombre des planétes. Donc il est
2¢ . . N .
nécessaire que le nombre des planétes soit la somme de 4 et §.
(2¢" Il est nécessaire que 9 soit la somme de § et 4. 9 est mon nombre préféré. Donc il est
2¢

nécessaire que mon nombre préféré soit la somme de 4 et §.

Méme si leurs prémisses sont vraies, la conclusion de ces deux arguments est fausse. On voit donc que
la validité d’une inférence en logique modale ne dépend pas seulement de la vérité des propositions
concernées, mais également de leurs intensions? en particulier de la question de savoir si elles sont
nécessaires ou non*

La distinction entre logiques extensionnelles et logiques intensionnelles repose sur la distinction entre
extension et intension, une distinction technique de la philosophie du langage qui s’applique a toutes
les expressions’ Ne considérant que les expressions qui sont des phrases (et dont 'extension est donc
la valeur de vérité), on obtient un cas spécial de I'extensionnalité : le principe de wérifonctionnalité ,
qui dit que la valeur de vérité d’'une proposition complexe ne dépend que des valeurs de vérité de ses
propositions constituantes et des connecteurs logiques qui les relient. Le principe de vérifonctionnalité
est donc aussi un cas particulier du principe de la compositionalité.

La vérifonctionnalité des connecteurs propositionnels signifie qu’on détermine la signification d’une
proposition complexe qui les contient en déterminant sa valeur de vérité dans toutes les différentes
possibilités selon lesquelles on peut attribuer des valeurs de vérité a ses constituants. On appelle une
telle maniere d’attribuer des valeurs de vérité aux constituants une Znterprétation. de la proposition
complexe. Une interprétation de la proposition complexe “Si Jean est malade, alors Maria est sage et
heureuse et Pierre a eu raison”, par exemple, consiste en l'attribution de v (vrai) a “Jean est malade”
et 2 “Pierre a eu raison” et de f (faux) a “Maria est sage et heureuse”. Cette attribution des valeurs de
vérité aux constituants simples nous oblige, logiquement, a attribuer f£a la conjonction “Maria est sage
et heureuse et Pierre a eu raison” (puisqu’une conjonction ne peut pas étre vraie si un des conjoints est
faux) et elle nous oblige aussi a attribuer la valeur £a I'implication toute entiére, puisque son antécédent

¥Intension” désigne 'ensemble de conditions qui permettent de définir un concept. Bien que 'extension de “la lune” et “le
corps céleste le voisin le plus proche de la Terre dans I'espace” ont la méme extension (= se réferent a la méme chose), leurs
définitions ou intensions doivent étre différentes, parce qu'il est (métaphysiquement) possible que Vénus soit plus proche de la
terre que la lune ne I'est maintenant.

4La méme chose vaut pour la logique epistémique : pour que la conclusion de (2d) s’ensuive de ses prémisses, il faut que je
sache que tout ce que Robert a dit est qu'il est fatigué et en a marre.

5La distinction entre “intension” et “extension” a été introduite par Carnap (1947) qui voulait ainsi préciser une distinction
faite par Gottlob Frege (1892b) entre le sens (“‘Sinn”,“sense”) et la référence (ou dénotation, “Bedeutung”, “reference”) d’'un terme
singulier (un mot qui ne désigne qu’une chose) (cf. Frege 1971: pour une traduction francaise). Selon Frege, un terme singulier
comme “le président des Etats-Unis” a comme référence un individu spécifique, c’est-a-dire George W. Bush dans notre cas, et
comme sens une condition que cet individu doit remplir pour étre le référent du terme, Cest-a-dire étre le président des Erats-
Unis. La différence pour les prédicats (“termes généraux”) et les phrases, est déja plus controversée. Dans la théorie originale de
Frege, la référence d’un prédicat comme “... est bleu” était le concept (“Begriff”) BLEU ou BLEUITE, et la référence d’'une phrase
était sa valeur de vérité (pour Frege, le sens d’une phrase était la pensée qu’elle exprime). Carnap remplagait cette distinction
par la suivante :

extension intension
terme singulier | le référent un critere d’identification
“Fred” Fred, PThomme le pére de Nathalie,frére de Gerbard etc.
prédicat I'ensemble le concept
“bleu” toutes les choses bleues | fonction qui détermine quels objets,
dans une situation considérée, sont les choses bleues
phrase la valeur de vérité la proposition
“p” vouf fonction qui détermine si, dans une
situation considérée,“p” est vrai
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est vrai et son conséquent faux. C’est la logique propositionnelle qui détermine ces obligations en nous
montrant comment la valeur de vérité de la proposition complexe dépend de 'interprétation choisie.

C’est par une table de vérité. que 'on montre de quelle maniére la valeur de vérité de la proposition
complexe est fonction de la valeur de vérité de ses constituants. Par exemple, on dit ce qu’on entend
par le connecteur unaire “—=” en disant que “—p” est vraie si “p” est fausse et que “—p” est fausse si “p”
est vraie. On détermine la signification de “ [ dn disant que “p Lg1 est vraie si “p” et “q” sont toutes
deux vraies et fausses autrement. Mais considérons ces connecteurs plus en détail.

2.2 Lanégation

Dans les langues naturelles, il existe de nombreuses maniéres de nier une phrase telle que “j’aurais pu
laider”:

N1 Il n'est pas le cas que jaurais pu l'aider.

N2 Il était impossible pour moi de l'aider.

N3 Je n’aurais pas pu laider.

N4 Laider m’était impossible.

N5 Aurais-tu pu l'aider ? Non.

N6 Il est faux que jaurais pu 'aider.

Ce que toutes ces maniéres de nier “aurais pu l'aider” ont en commun, et la raison pour laquelle toutes
ces phrases sont formalisées par “—p” est qu’elles sont vraies si et seulement s’il est faux que j'aurais pu
l'aider. Lessence de la négation est donc qu’elle inverse la valeur de vérité de la proposition a laquelle
elle est attachée : si cette derniére est vraie, sa négation est fausse; si elle est fausse, sa négation est
vraie. Nous pouvons donc définir la signification de “—” par la table de vérité suivante :

P || P
\ F
F |V

Ce tableau détermine la valeur de vérité de “—~p” pour toutes les ‘possibilités logiques’ concernant
la valeur de vérité de “p”.* Comme dans une logique qui obéit au principe de bivalence (comme
les logiques standards propositionnelles et des prédicats), toute proposition est ou bien vraie ou bien
fausse, il n’y en a que deux:“V ” (“vrai”) et “F” (“faux”).” Chacune de ses possibilités logiques correspond
A une interprétation. de la phrase “p” ot selon 'une elle est vraie (et “=p” est donc fausse) ; et ou selon
lautre, elle est fausse (et “—p” est donc vraie). Une interprétation est 'attribution d’une valeur de vérité
(de “V” ou de “F”) a une proposition. Pour donner la sémantique de “~”, il faut spécifier de quelle
maniére la valeur de vérité d’'une proposition complexe qui contient “=” dépend des valeurs de vérité
de ses constituants — c’est ce que fait notre table de vérité. C’est pourquoi la table de vérité ci-dessus
détermine (complétement) la signification de “~”.

On peut distinguer la négation interne de la négation externe. La négation externe, qui correspond a
notre connecteur “—”, est un opérateur : elle s’applique a une phrase pour en faire une autre phrase

%Nous appelons “possibilités logiques” les combinaisons consistantes de valeurs de vérités pour les phrases atomiques : une
possibilité logique correspondra a une ligne dans un tableau comme celui que I'on vient de donner.

7La définition des valeurs de vérité est une question intéressante. Gottlob Frege les a pris pour des objets (logiques).
Lorsque jutilise “V ” et “F ” dans les tables de vérité, je ne veux pas parler d’objets, mais seulement spécifier la possibilité logique
en question (comme possibilité qui est telle que si elle était actuelle, alors la proposition en question serait vraie ou fausse
respectivement). Lorsque je parle des valeurs de vérité comme je parlerais des objets, jutilise “v” et “f”.
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(la négation de la premiére). Au contraire, la négation interne s’applique a un prédicat et en fait un
autre, qui, au moins dans les cas paradigmatiques, s’applique a un objet si et seulement si le premier
ne s’applique pas a cet objet. Dans les langages naturels, il n’est souvent pas clair quel est le type de
négation dans une phrase. Considérons

— Il n’est pas le cas que la solution de cette équation est plus grande que 2.
— La solution de cette équation n’est pas plus grande que 2.

La deuxiéme phrase, surtout si elle est interprétée comme synonyme de “la solution de cette équation
est égale ou plus petite que 2” présuppose que cette équation a une solution, ce que la premiére phrase
ne fait pas. Si la deuxieme est prise comme synonyme de “la solution de cette équation est 1 ou 2”,
elle présuppose méme que la solution est un nombre naturel® Ces présuppositions peuvent échouer.
C’est pour cela que la négation interne dans les langues naturelles ne manifeste souvent pas ce que
nous avons identifié comme l'essence de la négation (en logique) : elle n’est pas toujours vraie si la
proposition positive qu’elle modifie est fausse.

Suivant Frege, nous adopterons donc par la suite la thése selon laquelle toute proposition qui n’est pas
vraie est fausse et toute proposition qui n’est pas fausse est vraie.” Ceci s’ensuit de notre acceptation
des trois principes suivants :

— Le principe de bivalence dit que ot bien “p” est vrai ou bien “p” est faux (il n’y a pas de troisi¢éme
‘valeur de vérité’ comme ‘indéterminé’, ‘vrai et faux’, ‘inconnu’ etc.).

— Le principe de non-contradiction. dit que, pour toute proposition “p”, il n’est pas possible que “p”
et.“—p” soient vraies ensemble. Si “p” est vraie, alors “—p” ne l'est pas; si “=p” est vraie, alors “p”
ne l'est pas.

— Le principe du tiers-exclu dit que soit “p” soit “—~p” est vraie — que “p [=p” (“soit p soit —p”) est
une vérité logique.”

Il 0’y a que trés peu de philosophes qui nient le principe de non-contradiction, c’est-a-dire qui pensent
que “p” et “—p” peuvent tous deux étre vrais ensemble — on les appelle les ‘dialétheistes’ et le logicien
Graham Priest en est un exemple (cf. Priest 1993). De nombreux philosophes, cependant, nient le
principe du tiers-exclu : selon eux, “p [=P” n’est pas une vérité logique. Les intuitionnistes, par
exemple, interpretent I'affirmation qu’on a prouvé “p [=h” comme une affirmation que soit on a
prouvé que P, soit on a prouvé que —p (cf. Dummett 2000). Dans de nombreux cas, ni 'un ni l'autre
n’est possible (prenons par exemple “soit il pleut demain, soit il ne pleut pas demain” — comment

8Cette distinction a motivé Russell dans son analyse des descriptions définies comme “le roi de France”. Si nous nous posons
la question de savoir si ou non le roi de France est chauve, une réponse affirmative e, une réponse négative semble nous obliger
a laffirmation qu'il y a un roi de France, Russell (1905) a argumenté que la négation externe de “le roi de France est chauve” est
“il n’est pas le cas qu’il y a exactement un individu qui est le roi de France et qui est chauve”.

9Par rapport a des langues naturelles, cette présupposition est tres douteuse. Mis a part les propositions qui commettent des
‘erreurs de catégorie’ comme “Le nombre 2 est célibataire”, celles-ci contiennent aussi des phrases qui ont des présuppositions
qui peuvent ne pas étre satisfaites, comme “Le roi de France est chauve” présuppose qu’il y ait un roi de France qui est soit
chauve, soit chevelu.

°Graphiquement, ces trois principes peuvent étre interprétés comme suit : Imaginons une partition de I"’espace logique’
des valeurs de vérité des propositions. Le principe de bivalence dit alors qu’il ne faut considérer que deux possibilités — qu'une
proposition soit vraie ou qu’elle soit fausse :

vrai faux

Le principe du tiers-exclu (= que “p [=p” est une vérité logique) dit qu'il faut placer soit “p” soit “—p” dans la colonne gauche.
Le principe de non-contradiction dit que 'une des deux doit étre placé dans la colonne de gauche. Le principe de bivalence dit
que tout ce qu’on ne place pas a gauche doit étre placé a droite (que la distinction entre les propositions vraies et fausses est
une distinction exhaustive).
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pourrais-je prouver la présence ou 'absence de la pluie pourdemain ?). Enfin, ceux qui nient le principe
de bivalence sont ceux qui préférent une logique a plusieurs valeurs de vérité, par exemple une logique
)

qui accorde aux propositions dont on ne sait pas si elles sont vraies ou fausses la valeur de vérité
‘inconnu’.
Etant donné que la contribution de “=” aux conditions de vérité d’'une proposition complexe qui la
contient comme connecteur principal est I'inverse des valeurs de vérité (de “V” en “F” et vice versa),
une autre caractéristique de la négation est la loi de la double négation :

—|—|p
® T °E
La validité de ce schéma d’'inférence signifie qu’'on peut inférer “p” de la phrase doublement niée

“=-p” : elle nous donne le droit d”’éliminer’ la double négation (d’out le nom “=E” pour Elimination
de la (double) négation).

La négation est particuliérement importante pour les preuves par réduction a I'absurde (reductio ad
absurdum.). Lidée d’une telle preuve est la suivante : on suppose qu’une proposition particuliére est
vraie (méme si on croit qu'elle est fausse). Sous cette supposition, on montre qu’il s’ensuit quelque
chose d’absurde (une proposition dont on s«7t. qu’elle est fausse). On conclut que la supposition initiale
était fausse — si elle était vraie, une chose dont on sait qu’elle est fausse serait vraie, alors elle est fausse.
Si on abreége par “ dlimporte quelle proposition dont on sait qu’elle est fausse (“ rdprésente donc
‘Tabsurde’), on peut formuler cette régle comme suit :

p- [
@) —p =) (I

On reviendra sur ce schéma d’'inférence plus tard.”*

Lélimination de la double négation s’ensuit des principes de non-contradiction et du tiers-exclu. La loi
de non-contradiction dit qu’il n’est pas possible que “p” et “~p” soient tous deux vrais. Si alors “——p”
est vrai, alors “=p” ne l'est pas. Par le principe du tiers exclu, si “~p™n’est pas vrai, alors “p” est vrai.
Donc : si “=—p” est vrai, alors “p” I'est aussi.

2.3 Laconjonction

Considérons les phrases suivantes :

Crx IIs se sont mariés et ont eu un enfant.

C2 Ils ont eu un enfant et se sont mariés.

C3 Pierre et Paul étudient la logique, mais ils sont heureux et sages.
C4 Elle est allée voter bien que sa mére lui disait de rester a la maison.
Cs5 Je suis heureux et sage.

C6 Je suis heureux, mais sage.

Qu’est-ce qui nous permet de dire qu’il s’agit de phrases conjonctives, méme si, par exemple “je suis
heureux parce que je suis sage” et “je suis heureux ou sage” ne le sont pas? Limportant semble étre

"En acceptant que la régle de I'élimination de la double négation est valide, nous faisons un autre pas qui nous éloigne des
langues naturelles. Dans beaucoup de contextes, il y a une différence entre “Je suis d’accord” et “Il n’est pas le cas que je suis en
désaccord”.

>Nous avons rencontré ce schéma d’inférence déja dans 'argument contre I'existence de Dieu a la p. 27 : conclure de “si Dieu
existe, alors il n’existe pas” que Dieu n’existe pas est une instance de =I[]
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que la vérité d’'une phrase conjonctive entraine la vérité de ses deux conjoints et que la vérité de ses
deux conjoints entraine la vérité de la phrase conjonctive. > On peut donc dire que I'essence de la
conjonction,“ [7 kst qu’elle rend les inférences suivantes valides :

p.q p Cagl p Cagl
® prLp o HE g LE

I1 s’agit des regles d’introduction (“ [I”) et d’élimination (“ CE1) de notre connecteur “ "1 on peut
inférer une conjonction de ses deux conjoints et on peut inférer les conjoints de la conjonction.

Si on considére que le comportement inférentiel (et donc, dans une logique extensionnelle, la signifi-
cation) du connecteur “et” est déterminé par [T ¢t [Elet si on formalise les phrases (Cx) a (C6) par
“ [, bn perd de nombreuses nuances de significations que ces phrases ont dans la langue naturelle. Par
exemple, on ne fait pas de distinction entre “et” et “mais” (et donc pas de distinction entre (C5) et
(C@6)). Frege, en argumentant pour une logique extensionnelle, disait que cette différence n’appartient
pas au domaine de la signification au sens restreint du mot, mais au domaine de ce qu’il appelle le
“ton” ou la “couleur” (“Fiirbung”) d’une phrase. La signification d’une expression, au sens restreint, est
ce qui est préservé par une bonne traduction. Les différences entre “et” et “mais”, cependant, sont des
différences de tonalité qui peuvent méme se perdre dans une bonne traduction."

Nos exemples nous montrent aussi qu’il faut parfois reformuler une phrase pour rendre manifeste
sa structure logique : (C3), par exemple, devient la phrase barbare : “Pierre étudie la logique et Paul
étudie la logique et Pierre est heureux et Paul est heureux et Pierre est sage et Paul est sage”. Cette
transformation n'est pas toujours évidente par rapport a des phrases de la langue naturelle.® Cest
aussi pour cette raison que nous travaillerons avec une langue formelle.

La conjonction, formalisée par “ [ Jest commutative : cela veut dire que “p [T et “qg [PT sont
équivalentes — il n’y a pas de raisons logiques de les distinguer. Ce qui distingue “Ils se sont mariés et
ont eu un enfant” (Cx) et “Ils ont eu un enfant et se sont mariés” (C2) ne concerne donc pas la logique.
La logique extensionnelle ne concerne que la maniere dont la valeur de vérité d’une proposition de la
forme “p CqAdépend des valeurs de vérité de “p” et de “q”. La signification de “ ["dst donc déterminée
par la table de vérité suivante :

3Ce n'est pas le cas pour “Je suis heureux parce que je suis sage”: il est tout a fait possible que je soie heureux et sage sans
étre heureux parce que je suis sage. A I'inverse, on peut inférer du fait que je sois heureux parce que je suis sage que le bonheur
et la sagesse me caractérisent.

3

4En général, le ‘ton’ sert a manifester I'attitude de celui qui utilise une phrase par rapport a ce qu’il dit. En utilisant “mais”
au lieu de “et”, par exemple, je peux rendre visible que je pense qu’il y a un contraste entre les deux propositions. En utilisant
“canasson” au lieu de “cheval”, je peux exprimer une attitude négative etc. Il est souvent difficile de dire qu’elle est I'attitude
signalée par I'usage d’un certain mot : il n’est pas, p. ex., exact de dire que “p, mais q” signale toujours un contraste entre
ces phrases — parfois le contraste est plutot entre des raisons pour et contre une autre phrase, comme quand je répond a la
proposition d’inviter le prof. X de donner une conférence par “Il est un trés bon philosophe, mais actuellement aux Etats-Unis.”

SEtant donné que la conjonction est commutative (c’est-a-dire “p et q” et vrai si et seulement si “q et p” I'est aussi), nous
n’avons pas besoin de mettre des parentheéses.

6 Comparons par exemple “Marie et Simone ne sont pas contentes de leurs maris.” Le sens de la phrase, mais pas forcément
sa forme, nous oblige 4 transformer cette phrase en “Marie n’est pas contente de son mari et Simone n’est pas contente de
son mari 4 elle.”, méme si, par exemple “Marie et Simone ne sont pas contentes des élections” donne “Marie n’est pas contente
des élections et Simone n’est pas contente des élections.” Un autre probléme concerne la conjonction ‘collective’ comme dans
“Pierre et Paul ont soulevé le piano”. Ceci peut étre vrai sans que “Pierre a soulevé le piano” et “Paul a soulevé le piano” soient
vraies. Il ne s’agit donc pas d’'une conjonction au sens logique.
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'I'I'I'I'I'I<-CJ
=

nn<<|loc
nmT< 17<|la

On voit que “p L1 n’est vraie que si les deux propositions “p” et “q” sont vraies — si au moins une est
fausse,“p [0 lest aussi.

2.4 Ladisjonction

Considérons les assertions suivantes :

D1 Il pleut ou il ne pleut pas.

D2 {Qu’est-ce que tu veux dans la vie ?} Me marier, étre heureux ou gagner un million.
D3 {Qui prendras-tu dans ta voiture ?} Jean-Pierre ou Paul.

D4 {Qui gagnera a la loterie ?] Je vais gagner ou tu vas gagner.

D5 [A quelle heure arrive-t-elle ?} A six ou a sept heures.

D6 Tu es ou seras heureux ou sage.

Ce que toutes ces phrases on en commun, c’est qu’elles sont vraies si un de leurs disjoints est vrai. Il
suffit qu’il ne pleuve pas pour que (D1) soit vraie, que je me marie pour avoir réussi dans ma vie (D2),
prendre Paul ou arriver a six heures pour tenir mes promesses (D3 et D5), que tu gagnes (D4), que
tu sois sage (D6). Comme auparavant, il faut parfois élargir les phrases pour rendre explicites leurs
formes logiques : (IDG), par exemple, devient : “tu es heureux ou tu seras heureux ou tu es sage ou tu
seras sage”.

D’autre part, il nous faut distinguer la disjonction inclusive de la disjonction exclusive. Une disjonction
inclusive est vraie si et seulement si au moins un. des disjoints est vrai, y compris lorsque les deux
propositions disjointes sont vraies. Cest 'interprétation naturelle des phrases (D2) et (D4) : il serait
absurde, au cas ou tous mes voeux se réalisent, ou dans celui ot nous gagnons tous deux a la loterie,
de dire que les réponses aux questions (D2) et (D4) sont fausses. C’est la disjonction inclusive qui est
formalisée par “ ™ {qui vient du latin “vel”). Une disjonction exclusive (“aut” en latin) est vraie si et
seulement si 'un des disjoints, mais pas les deux, est vrai. C’est 'interprétation naturelle de (ID3) (étant
donné que je nai qu’une seule place de libre dans ma voiture) et de (D5) (étant donné qu’elle n’arrive
qu’'une seule fois). Dans certains cas, l'interprétation exclusive est la seule possible, comme pour “boire
ou conduire”. Lincompatibilité des disjoints dans un cas de disjonction exclusive vraie peut étre due a
différentes raisons. Méme dans le cas ou ces raisons sont des raisons logiques, comme dans (D), nous
ne sommes cependant pas obligés de formaliser une disjonction comme disjonction exclusive. Quand
il le faut, nous pouvons toujours ajouter “et non pas les deux” a une disjonction inclusive."”

Lessence de la disjonction (inclusive) est qu’une proposition disjonctive est vraie si et seulement si au
moins 'un de ses disjoints est vrai. La signification du connecteur “ [Zdst donc déterminée par la table
de vérité suivante :

7De méme, on peut ajouter “ou les deux” pour rendre explicite qu'il s’agit d’'une disjonction inclusive, ce qui peut avoir des
effets rhétoriques : “Interrogé sur les auteurs {desl attaques {récentesl, George W. Bush a estimé “qu’ils sont soit, ou 2 la fois,
et probablement les deux, des baassistes ou des terroristes étrangers”, faisant allusion aux membres du parti du dirigeant déchu
Saddam Hussein. “Ils veulent tuer et créer le chaos”, a-t-il souligné, ajoutant que les terroristes “veulent nous voir partir, mais
nous ne partons pas”.” (Le Monde., 29 octobre 2003) — méme s'il nous semble difficile ’imaginer quelqu’un qui soit a la fois
iraquien et terroriste étranger.
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'I'I<<<-CJ
=

nn<<|loc
nmT< 17<|la

Comme dans le cas de la conjonction, on peut également caractériser la signification de “ “dn termes
d’inférences qui I'introduisent dans des formules ou I'éliminent d’une formule :

P m

p [GI-p
(@ pral [ g

q
p gl
Les deux régles d’introduction nous disent qu’ on peut inférer “p Cqsi Pon a établi “p” (et aussi qu'on
peut inférer “p [q1sil'on a établi “q”) et que I'on peut éliminer des disjonctions dont on a établi que
'un des disjoints est faux : si I'un est faux, lautre doit forcément étre vrai. Cette regle d’inférence [EI
s’appelle “le syllogisme disjonctif” et sa validité avait déja été reconnue par Aristote. Voici quelques
exemples :

— Je serai heureux ou sage. Je ne serai pas sage. Donc je serai heureux.

— Je choisis soit une soupe soit une salade. Je ne choisis pas une soupe. Donc je choisis une salade.

— 11 faut soit étre vigilant soit ne pas avoir peur. Il n’est pas le cas qu’il faut étre vigilant. Donc il
faut ne pas avoir peur.

On rencontrera, a la p. 118 du ch. 6, une régle d’élimination de la disjonction un peu plus compliquée
que [E]

2.5 L’implication et ’équivalence matérielles

Considérons les assertions suivantes :

Iz Sijétudie la logique, je serai heureux et sage.

I2 A condition qu’elle fasse les exercices, elle réussira I'examen.

I3 Etant donné que je n'ai rien d’autre 2 faire, je peux trés bien sortir ce soir.
I4 Quand il pleut, je suis triste.

I5 Sije ne m’appelle pas Arthur, je ne ferai jamais de logique.

I6 Sije ne fais jamais de logique, alors je m’appelle Arthur.

Toutes ces phrases peuvent étre formalisées par le connecteur “—” (“si ... alors - - - ”),” qu’on appelle
I'“implication matérielle”, A condition qu’elles soient fausses si et seulement si leur antécédent (la
proposition qui suit le “si”) est vrai et leur conséquent (la proposition qui suit le “alors”) est faux. Méme
si cette condition est certainement nécessaire," il peut paraitre douteux qu’elle soit aussi suffisante. Les
cas délicats sont ceux dans lesquels 'antécédent est faux : est-ce que cela suffit pour que I'implication
soit vraie quelque soit le conséquent ? Dans la langue naturelle, on est dans de nombreux cas tenté
de dire non : il faut qu’il y ait une connexion entre 'antécédent et le conséquent, que I'antécédent,

184S ... alors - - - ” w’est pas toujours Pexpression la plus commode 4 substituer pour “ - ”, parce qu’elle nécessite un changement
dans l'ordre des phrases. Parfois “- -+ seulement si ...” est plus appropriée car elle relie les mémes phrases mais dans 'ordre
opposé.

9T1 me semble incontestable que quelqu’un qui affirme (Xx) a (I6) a tort si, respectivement, j'étudie la logique mais je ne serai
pas heureux ni sage ; elle fait les exercices mais elle échoue a 'examen ; je n’ai rien d’autre a faire mais il n’est pas le cas que je
peux sortir ce soir; il pleut, mais je ne suis pas triste ; je m’appelle Arthur et ferai de la logique ; je ne fais jamais de logique, mais
ne m’appelle pas Arthur.
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§'il est vrai, rende le conséquent probable, qu’il explique pourquoi le conséquent est vrai etc*® Les
défenseurs de cette these et de ce qu’ils appellent I“implication stricte” pensaient qu'une implication
n’est vraie que si Pantécédent nécessite le conséquent — s’il est impossible (et pas seulement faux)
que P'antécédent soit vrai et le conséquent soit faux (Ackermann 1950). La logique propositionnelle
standard, cependant, n’a pas choisi cette voie : pour elle, il suffit pour la vérité d’'une implication “si
p alors g” qu’il ne soit pas le cas que “p” est vraie et “q” est fausse — 'antécédent ne formule qu’'une
condition suffisante, mais aucunement nécessaire pour le conséquent* C’est pour distinguer cette
relation d’implication, dont traite la logique standard, des types d’'implications qui requierent un lien
plus étroit entre antécédent et conséquent, qu’on appelle la premiéere “implication matérielle”.

Ily a différentes maniéres de justifier cette décision d’interpréter “si p alors §” comme équivalent a “soit
—p soit q”. Largument le plus pertinent est que cette relation joue certainement un role important dans
notre raisonnement propositionnel : des 16 connecteurs binaires vérifonctionnels (qui correspondent
aux différentes possibilités de distribuer V et F sur quatre places, cf. ci-dessous), 'V -F-V -V’ est celui
qui correspond le plus a notre usage de “si ... alors - - -”. Un autre argument consiste a dire que les
phénomenes qui intéressaient les défenseurs de 'implication stricte sont mieux expliqués a I'aide d’une
distinction entre implication et conséquence (cf. les pages pp. 63 et suivants dans la lecon 3) et entre
les conditionnelles indicatives et subjonctives. Supposons que je tienne un crayon particulier et que je
ne le lache pas. Considérons les phrases suivantes :

I7 Sije lache le crayon, il tombe par terre.
I8 Sije lache le crayon, il se colle au plafond.

Nous pensons, intuitivement, que si I'une des deux propositions doit étre vraie, ce sera plutot la
premiére. Pourtant, 'antécédent des deux conditionnels (“Je liche ce crayon”) est faux dans la situation
envisagée et donc les deux sont vraies dans la logique propositionnelle standard. Au lieu d’introduire
une implication plus ‘stricte’, leur différence est expliquée par la différence entre deux autres phrases,
a savoir les suivantes :

(2¢)  Si je lachais le crayon, il tomberait par terre.

(2f)  Sije lachais le crayon, il se collerait au plafond.

(2e) et (2f), qu'on appelle des ‘implications subjonctives’, ont un autre comportement logique que (I7)
et (I8) : pour qu’elles soient vraies, il est requis qu'il soit impossible que je lache le crayon sans qu’il
tombe par terre et qu'il est impossible que je le lache sans qu’il se colle au plafond. Comme la deuxiéme
n'est pas le cas, (2f) est faux.?

2°Cependant, cela n’est pas toujours évident. Méme dans le langage naturel nous reconnaissons un certain type d’équivalence
entre “Si je ne me trompe, vous étes déja venu” (“=p — g”) et “Soit je me trompe fort, soit vous étes déja venu” (“p L) et
entre “S’il me rencontre, il me salue toujours” (“p — ") et “Il ne me rencontre jamais sans me saluer” (‘~(p [=1)”).

2'Une maniére de rendre cela plausible est de penser les tables de vérité comme indiquant les possibilités que I'on exclut en
affirmant une proposition complexe. Si je te dis “si tu es gentil, je te donnerai un bonbon”, jexclus la possibilité que tu sois
gentil sans recevoir un bonbon. Cependant, je n’exclus pas que je te donne un bonbon pour d’autres raisons que ta gentillesse.

22Le probléme de l'interprétation des implications subjonctives, qui sont aussi appelées ‘contrefactuelles’ (puisque 'usage
du conditionnel suggére que P'antécédent ne soit pas le cas), est un probléme majeur de la philosophie du langage. Certains,
dont Quine, ont exprimé des doutes quant a l'existence d’une systématisation générale et satisfaisante de leur usage ordi-
naire. Comment attribuer, demandent-ils (cf. Quine 1950: 23), des valeurs de vérité aux phrases suivantes qui apparaissent étre
incompatibles

(2g) Si Bizet et Verdi avaient été des compatriotes, Bizet aurait été italien.

(zh) Si Bizet et Verdi avaient été des compatriotes, Verdi aurait été francais.
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Une implication matérielle, dans la logique propositionnelle standard, est vraie si et seulement s’il
n’est pas le cas que 'antécédent est vrai et le conséquent faux. “Si p alors ” est donc traité comme
équivalent a “ou bien —p ou bien q”. En appliquant le syllogisme disjonctif ([E) a la formule “-~p Cq,
on obtient “Si =—p, alors q”. En éliminant la double négation (=E), on retourne a “Si p, alors q”. La
signification de “-”, qui représente 'implication matérielle, est donc donnée par la table de vérité
suivante :

p aqllp-g
v V| Vv
V F| F
F V V
F F | v

Cette table de vérité pour “—-” a comme conséquence immédiate que toute implication matérielle
ayant un antécédent faux (comme (I5)) et toute implication matérielle ayant un conséquent vrai
(comme (I6)) est vraie. Elle dit que si “p — 0” est vrai, alors la vérité de “p” est une condition suf-
fisante pour la vérité de “q” et la vérité de “0” est une condition nécessaire pour la vérité de “p” : “p” ne
peut pas étre vrai sans que “0” le soit aussi et la vérité de “p” exclu le cas ou “q” est faux. Cimplication
matérielle est donc étroitement liée a la validité du schéma d’inférence suivant :

(5) q

Cette inférence, qui nous autorise a ‘éliminer’ une implication si I'on a établit son antécédent est aussi
appelée ‘modus ponens’ (parfois, plus exactement, ‘modus ponendo ponens’) : c’est en ‘posant’ quelque
chose (2 savoir “p”) que nous pouvons ‘poser’ quelque chose d’autre (a savoir “q”).

Limplication matérielle pose quelques probléemes particuliers de formalisation. Dans le langage ordi-
naire, on trouve souvent des énoncés qui ne formulent pas une condition suffisante, mais seulement
une condition nécessaire :

I9 Il n’est content que si elle vient aussi.

(I9) ne spécifie pas une condition suffisante pour son bonheur futur, mais une condition nécessaire :
si elle ne vient pas, il ne sera pas content. Il faut donc mettre la fleche dans la bonne direction :
“s’il est content alors elle vient aussi” — on voit dans cet exemple que le langage ordinaire présuppose
souvent un lien de causalité ou d’explication dans des phrases de la forme “si... alors - - - ”. La logique,
cependant, ne s’en occupe pas : tout ce qu'il faut pour rendre vraie la proposition “s’il est content alors
elle vient aussi” c’est qu'il ne soit pas le cas qu'il est content et qu’elle ne vient pas.’?

Un autre probléme est posé par 'ordre des constituants : afin de formaliser les phrases suivantes, il
faut intervertir 'ordre des propositions simples :

Ito Nous irons faire un pique-nique pourvu qu’il fasse beau temps.

Itx Je t’aide a condition que tu sois gentil.

(Ixo) devient alors “s’il fait beau temps, nous irons faire un pique-nique” (“il n’est pas le cas qu'’il fasse
p piq q p q

beau temps et que nous n’allions pas pique-niquer”) et (Ixx) devient “si tu es gentil, je t'aide” (“il n’est

pas le cas que je t'aide et tu n’es pas gentil”).

Considérons maintenant les phrases suivantes :

%311 ne faut pas confondre “... seulement si - - - ” avec “... si seulement - - -7 : dans le dernier cas, il s’agit d’'un “si” ordinaire et
“seulement” y est ajouté pour mettre une emphase.
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Ex Je suis content si et seulement si elle me salue.

E2 Il me rend toujours visite — et seulement — quand j’ai quelque chose 4 manger chez moi.

E3 Elle y arrivera au cas ou, mais seulement au cas ou elle se dépéche.

E4 Elley arrivera si, mais seulement si elle se dépéche.

Dans ces phrases, on dit que deux propositions sont soit vraies ensemble soit fausses ensembles — elles
ont les mémes valeurs de vérité. Limplication matérielle assure pour une part ceci : si lantécédent
est vrai, le conséquent doit 'étre aussi. Ce que ces cas de Uéguivalence matérielle ajoutent, c’est que si
Pantécédent est faux, le conséquent doit 'étre aussi. Si on utilise le principe de conversion (que de “si
p, alors g”, on peut déduire “si —q, alors —p”), on voit que 'équivalence matérielle est équivalente a une
conjonction de deux implications : (Ex) est équivalent a “Si elle me saluait, je serais content et si j’étais
content, elle me saluerait” — que son salut est une condition suffisante (premier conjoint) et nécessaire
(deuxiéme conjoint) 2 mon bonheur. On a donc les régles d’introduction et d’élimination suivantes :

P-0.94-p P-q pP-q
© —pog T p-q - F g-p - F

En termes de table de vérité,“p - q” nous dit que “p” et “q” sont soit vraies soit fausses ensembles :

p qfp-g
vV V \Y
V F F
F V| F
F F| Vv

2.6 Les tables de vérité

Nous avons vu de quelle maniere les différents connecteurs déterminent la valeur de vérité d’'une pro-
position complexe comme une fonction des valeurs de vérité de ses constituants atomiques. C’est ainsi
que nous pouvons calculer des tables de vérité (et donc la signification) de propositions complexes :
en superposant leurs valeurs de vérité pour les différentes interprétations des propositions simples
qu’elles contiennent.

Construisons une table de vérité pour “~(—=p [=i)”. Nous commencons par l'interprétation des pro-
positions atomiques : étant donné qu’il y en a deux, “p” et “q”, nous avons deux colonnes (quatre
‘possibilités logiques’) :

< <|loc
nmn<T<|lae

Comme les deux propositions atomiques sont niées dans la formule “~(—p [=#)”, nous ajoutons deux
colonnes avec les valeurs de vérité de leurs négations :

p ql -p| g
vV V F F
Vv FI|F |V
F viv|F
F F|v |v
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A partir de ces deux nouvelles colonnes, nous calculons la valeur de vérité de leur disjonction :

p q | -p|-a|-p=h
V V| F[F F
V F|F |V v
F V V F V
F Fllv|v v

p q |l -p|-a|-p=h | ~(=p =)
V V| F|F F Y
Vv F|F |V v F
F v v |F v F
F F|Vv |V v F

Dans la colonne de droite, on retrouve maintenant les valeurs de vérité de la formule initiale “~(-p ]
—()” pour les quatre interprétations différentes de ses propositions atomiques. On voit que “~(-p [
—()” n’est vraie qu'a condition que les deux propositions atomiques “p” et “q” soient vraies; si I'une
d’entre elles (au moins) est fausse la proposition complexe 'est également.

La table de vérité nous montre de quelle maniere la valeur de vérité de cette formule complexe dépend
des valeurs de vérité de ses constituants qui — selon le principe de vérifonctionnalité —la ‘composent’
de maniére fonctionnelle**

I existe une autre méthode pour arriver aux mémes résultats. Nous commencons directement avec la
formule dont les valeurs de vérité pour les différentes interprétations nous intéressent, et faisons une
colonne pour chaque proposition atomique et connecteur qu’elle contient :

-] CO- 9

Nous ajoutons les interprétations pour les propositions atomiques dans toutes les colonnes correspon-
dantes :

n<T<le

Nous calculons leurs négations :

24Cela veut dire que l'attribution des valeurs de vérité aux constituants atomiques détermine la valeur de vérité de la formule
complexe. Mathématiquement, une fonction qui relie deux ensembles, f : A — B, est une relation (un ensemble de paires
dont le premier membre appartient 2 A et le deuxieme 2 B ({[@l b[Jla CAIChTBBY), qui est telle que le choix de a détermine
celui de b : il n’est pas le cas quon a [@} b dt [@ b™ pour deux b5 b ™M Bldifférents : (F(a) = b~ F(a) = by - b= b}
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-~ G]p [ EO-10
F \Y F |V
F \Y \Y F
V F F |V
\Y F \Y F

Toujours selon I'ordre dont la formule est construite avec ses constituants, nous calculons la disjonction

a partir des colonnes 2 et 5 :

[ =[p | =0
FIV|[F|F]|V
F|V |V |V|F
V| F|V|F|V
VI F|V|VI|F

Nous sommes donc arrivés au connecteur principal, qui est la négation de toute la parenthese :

-~ |Gl E-0
VI F \Y F|F |V
F | F V |V |V F
F |V F |V F |V
F |V F|V |V F

Nous avons mis la colonne de gauche en gras pour montrer qu’il s’agit de la colonne du connecteur
principal et donc de celle ou figurent les valeurs de vérité de la formule complexe. Cette colonne ne
se trouve pas forcément a gauche.

Comme dans la premiere méthode, les différentes lignes (les différentes interprétations des proposi-
tions atomiques) représentent des possibilités logiques. Si la colonne qui correspond au connecteur
principal ne contient que des “V ”, on appelle la formule en question une “tzutologie”. Si elle ne contient
que des “F”, on l'appelle une “contradiction”. Une tautologie est une proposition vraie quelle que soit
la possibilité logique considérée. Elle est vraie dans toutes les possibilités logiques ; elle est donc une
‘nécessité logique’. On appelle de telles nécessités des “vérités logiques”. Une proposition est logique-
ment vraie (une vérité logique) si et seulement si elle est vraie dans toutes les possibilités logiques, 7.e.
si elle est une tautologie.

2.7 Quelques tautologies
La notion de tautologie nous aide a établir la validité des inférences. Considérons I'inférence suivante :

Siles communistes n'ont pas de succes, la république sera sauvée.
La république sera sauvée.
Donc les communistes n’ont pas de succes.

Il s’agit du ‘sophisme de I'affirmation du conséquent’ qui a la forme suivante.

Si les communistes n'ont pas de succeés, la république sera sauvée. p-q
La république sera sauvée. q
Donc les communistes n’ont pas de succes. p



48 2. Les connecteurs propositionnels

Mais pourquoi est-ce un sophisme? Si nous voulons déterminer la validité de cet argument, nous
avons a montrer que les prémisses ne peuvent pas étre vraies et la conclusion fausse — qu'il n’y a pas
d’interprétation qui rende vraies les prémisses et fausse la conclusion. Nous avons donc a montrer
que 'implication matérielle correspondante est une tautologie. Construisons une table de vérité pour
cette implication matérielle correspondante :

< <7<

Vv
=
\Y
=

<TM<<

Alp-)@| (- P-p

nmn<<|o
nmM< T <|la

Largument n'est pas valide car la troisiéme ligne ouvre la possibilité selon laquelle les prémisses se-
raient vraies et la conclusion, fausse. Celui qui pense que les communistes aurons du succes et que la
république sera sauvée, pourrait affirmer les prémisses et nier la conclusion.

Cet exemple nous montre que les tables de vérités nous permettent a la fois de savoir si un argument
est valide ou non (il est valide si et seulement si 'implication matérielle entre les prémisses et la
conclusion est une tautologie), mais aussi de construire des contre-exemples a de fausses affirmations

selon lesquelles telle ou telle proposition est tautologique.

Les tables de vérité sont également utiles pour gérer des arguments complexes ayant plusieurs pré-
misses. Rien ne nous empéche de considérer plus de deux propositions atomiques 2 la fois. Etant donné
que les possibilités logiques sont déterminées par la vérité et la fausseté des propositions atomiques,
il faut alors considérer plus de quatre interprétations : 8 (= 2%) pour trois propositions atomiques, 16
(= 2% pour quatre, 32 (=2°) pour cing etc.

Les tables de vérité nous permettent d’illustrer la conséquence suivante du principe de vérifonctionna-
lité : comme le principe de vérifonctionnalité implique que la valeur sémantique (= la signification) d’un
connecteur binaire (= a deux places) est complétement déterminée par sa table de vérité, il s’ensuit qu’il
ne peut y avoir que 16 (=22°) connecteurs binaires dans la logique propositionnelle. On peut consta-
ter cela en considérant les 16 possibilités différentes de distribuer les “V” et les “F” sur les quatre

interprétations de “p” et “q” :

p q||1|2 3 | 4 5|6|7|8||9|IO|II|12‘I3 14|15|16
V V|V |V | V|V | V| V|V | V|F|F|F|F|F|F|F]|F
V F|V |V | V|V|IF|F|F|F|V |V |V |V |F|F|F]|F
F V{|V|V|IF|F|V |V | F|F|V |V |IF|F|V |V |F|F
F F|yV|F|V|F|V|IF|V|F|V|F|V|F|V]|F |V |F

Nous avons déja considéré les colonnes 2 (disjonction), 4 (p), 5 (implication matérielle p — @), 6 (@), 7
(équivalence), 8 (conjonction), 10 (négation de @), et 13 (négation de p). On retrouve dans la colonne 3,
la ‘contre-implication’ (‘0 - p”) et on remarque que chaque opérateur a sa négation dans la colonne
qui lui est symétrique par rapport a la double ligne qui se situe entre les colonnes 8 et 9. Ainsi 15 est la
‘non-disjonction’ (‘rejet’ : ni p ni @), 10 la ‘non-équivalence’ (‘alternative’ ou disjonction exclusive) et 9
est la ‘non-conjonction’ (‘incompatibilité’: pas a la fois p et ¢). On reviendra sur les lignes 1 (tautologie)

et 16 (contradiction) dans la section 3.2.
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Points a retenir

W B~ wN

P P &

IO.

. La logique propositionnelle étudie les connecteurs propositionnels qui relient des propositions ;

la logique des prédicats étudie en outre les quantificateurs, les relations et les fonctions.

. Le connecteur principal d’'une formule est le dernier a étre évalué.

. La syntaxe détermine quelles sont les formules bien formées d’une langue.

. La sémantique donne les interprétations des signes ; elle leur associe une signification.

. Selon le principe de vérifonctionnalité (pour la logique propositionnelle), les valeurs de vérité

possibles d’'une proposition complexe ne dépendent que des valeurs de vérité des propositions
simples qui la constituent et des connecteurs qui les relient.

“—p” est vrai si et seulement si “p” est faux.

“p g1 est vrai si et seulement si “p” et “q” sont vrais ensemble.

“p g1 est vrai si et seulement si au moins un de “p” et “q” est vrai.

“p - q” est vrai si et seulement si soit “p” est faux, soit “q” est vrai.

Une table de vérité détermine la signification d’'un connecteur propositionnel en montrant de
quelle maniére la valeur de vérité d’une proposition complexe qui le contient dépend des valeurs
de vérités de ses constituants simples.






Chapitre 3

Relations logiques et inférences
logiques

3.1 Lelangage-objet et le métalangage

Nous avons vu dans la deuxiéme lecon (p. 37) qu’une négation est vraie si et seulement si la proposition
niée ne l'est pas, qu'une conjonction est vraie si et seulement si le premier ez, le deuxiéme conjoint
sont vrais, qu'une disjonction est vraie ssi le premier disjoint ox le deuxiéme est vrai, qu'une impli-
cation matérielle est vraie ssi s7 'antécédent est vrai, @lors le conséquent lest aussi et enfin, qu'une
équivalence matérielle est vraie ssi la premiére proposition est vraie sz et seulement si la deuxiéme l'est
aussi. Pour spécifier les tables de vérités des connecteurs propositionnels, nous avons utilisé ces mémes
connecteurs. Ces arguments ne sont-ils pas circulaires ? Ne s’agit-il pas d’un cercle vicieux?

Pour répondre a ces questions, il faut revenir sur la distinction entre usage et mention. Bien sir il
peut y avoir une circularité epistémique — quelqu’un qui ne posséde pas les concepts mémes de ces
relations logiques entre phrases, aurait des difficultés a comprendre leur sémantique. Mais, du fait de la
distinction entre langage-objet et métalangage, il ne s’agit pas d’une circularité logique, ni d’'un cercle
vicieux.

Nous nous servons des mots pour parler du monde et des noms des mots pour parler des mots. Mettre
des guillemets autour d’'une expression linguistique est une maniére — mais pas la seule — de former
de tels noms. On utilise un mot en énongant une phrase qui le contient. On mentionne un mot en
utilisant un nom pour ce mot (comme, par exemple, 'expression qui est formée par : des guillemets —
le mot en question — et encore des guillemets.

Un avantage de la création des noms d’expressions a I'aide de guillemets est qu’elle peut étre itérée :
“Paris est jolie” parle de (mentionne) Paris et contient (utilise) “Paris”.“ “Paris” a six lettres” mentionne
ou parle du mot “Paris” et contient ““Paris””. ““Paris”” désigne “Paris” qui désigne Paris. Le mot
““Paris”” contient six lettres et une paire de guillemets ; “Paris” contient six lettres et ne contient pas
de guillemets ; et Paris contient des personnes, des batiments et une université.

999

Il y a une distinction entre différents niveaux de langage — entre le langage-objet. et le métalangage —

"Une autre maniere est de citer une phrase et de lui donner un numéro : c’est ainsi que nous donnons des exemples de
phrases, comme les phrases (3a), (3b) et (3¢) qui se suivent. Nous utiliserons donc les expressions “(3a”),“(3b”) et “(3¢”) comme
des noms pour ces phrases.
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liée a la distinction entre 'utilisation et la mention d’'un mot. La phrase :

(3a)  Paris est une jolie ville.

est une phrase du langage-objet, puisqu’elle me sert a parler d’'une réalité qui n’est aucunement lin-
guistique. La phrase

(3b)  “Paris” est mon mot préféré.

me sert a parler d’'un mot du frangais : (3b) fait partie d’'un métalangage, c’est-a-dire du langage a l'aide
duquel je parle d’'un autre langage — du langage-objet dont font partie des phrases comme (3a) (qui
dans ce cas fait partie de la langue francaise). En itérant la procédure, on obtient :

(3¢) ““Paris” est mon mot préféré.” est une phrase bien formée du métalangage.

(3¢) est une phrase qui appartient 2 un méta-métalangage, un langage qui permet de parler du mé-
talangage dont fait partie la phrase (3b). La distinction entre langage-objet et métalangage est une
distinction relative. (3¢) est dans un métalangage relatif a (3b), lequel, a son tour, appartient a un
métalangage relatif a (3a). C’est par rapport a (3a) que (3¢) appartient 2 un méta-métalangage.

Nous retrouvons les mémes phénomenes lorsque nous attribuons la vérité ou la fausseté a une phrase.
Pour dire que (3a) est vraie, nous disons par exemple :

(3d) La phrase “Paris est une jolie ville.” est vraie.

Nous aurions aussi pu utiliser un autre nom pour la méme phrase, tel que :

(3e)  (3a) est vrai.

Il faut distinguer les expressions comme “... est vrai” qui appartiennent au métalangage et les ex-
pressions comme “Paris”,“ [dt “~”, qui appartiennent au langage-objet. Les premiéres prennent des
noms de phrases (du langage-objet) pour en faire des phrases (du métalangage), tandis que les derniéres
prennent des phrases (du langage-objet) pour en faire des phrases (du langage-objet). Pour dire d’'une
phrase qu’elle est vraie, je dois la mentionner ; pour ceci, il me faut normalement un nom pour elle.
Dire d’'une phrase qu’elle est vraie, c’est dire — ce principe de disquotation est formulé dans la célebre
“Convention T” du logicien polonais Alfred Tarski :

(T)  “p” est vrai si et seulement si p

A la gauche de cette équivalence matérielle on trouve une phrase du métalangage, 4 sa droite une
phrase du langage-objet. Nous reviendrons sur ce principe important et la définition que Tarski a
donné d’un prédicat de vérité pour un langage-objet dans la sct. 15.1 du ch. 15.

La décision de me servir du frangais pour les trois langages différents est arbitraire : je peux tout
autant choisir I'allemand pour le langage-objet, 'anglais pour le métalangage et réserver le frangais au
méta-métalangage. On aurait alors :

(3a’) Paris ist eine schone Stadt.
(3b) “Paris” is my favourite word.

(3¢) ““Paris” is my favourite word.” est une phrase bien formée du métalangage.
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Etant donné que (3a) est une phrase bien formée du francais, (3a’) est une phrase bien formée de
Iallemand. (3b’) est une phrase qui appartient a 'anglais et ne contient pas de mot allemand (puisque

”»

le mot ““Paris”” appartient a I'anglais). Finalement, (3¢’) est entiérement une phrase du francais,

comme lest 3c).

Nous nous servons d’'un métalangage pour donner des traductions :

(3f)  En allemand, I'expression “Paris” est utilisée pour désigner la ville de Paris.

(3f) est une phrase du francais dans laquelle on mentionne le mot allemand “Paris”. Des clauses comme
(3f) peuvent aussi nous servir a spécifier les conditions de vérité d’une phrase :

(3g)  “Paris ist eine schone Stadt” est vraie si et seulement si Paris est une jolie ville.

Les conditions de vérité de la phrase (extensionnelle) “Paris ist eine schone Stadt”, spécifiées dans (3g),
nous donnent la signification de cette phrase. On utilise donc le métalangage (le frangais, dans ce cas),
pour relier les mots d’'un langage-objet (ici I'allemand) avec leurs significations.

Limportance de la distinction entre langage-objet et métalangage apparait si on revient sur la distinc-
tion entre vérité et validité. Nous disions qu'on ne peut pas dire d’'un argument qu'il est vrai ou qu'il est
faux, mais qu’il est valide ou ne I'est pas.> Mais alors celu méme. peut étre vrai ou faux, c’est-a-dire qu’il
peut étre vrai que tel et tel argument est valide. Cette derniére phrase, cependant, est une affirma-
tion dans le métalangage ou plus précisément dans le métalangage relatif au langage qui contient “cet
argument est valide”. Si nous remplacons “cet argument” par un autre nom de 'argument dont nous
voulons parler, par exemple par ““Si jétudie la logique, je serai heureux et sage ; j’étudie la logique ;
donc je serai heureux et sage””
un métalangage par rapport au langage dont nous nous servons pour parler du bonheur engendré par

, hous voyons que “cet argument est valide”, & son tour, appartient a

la logique. Le prédicat “... est valide”, comme le prédicat “... est vrai”, s’applique a des expressions
linguistiques ; il faut les composer avec les noms de ces expressions pour faire une phrase bien formée.

Si j’étudie la logique, je serai heureux et sage ; j'étudie la logique ; donc je serai heureux
et sage.

(3a”

“Si j’étudie la logique, je serai heureux et sage ; jétudie la logique ; donc je serai heureux
et sage” est valide.

(3b”

““Si j'étudie la logique, je serai heureux et sage ; j'étudie la logique ; donc je serai heureux

3c”

La nécessité d’avoir des noms d’expressions pour former des phrases bien formées n’a plus lieu d’étre
si on transforme des prédicats comme “... est vrai” et “... est valide” en des opérateurs propositionnels

et sage” est valide.” est vrai.

(des expressions qui prennent des phrases pour former des phrases) comme “il est vrai que ...” et “étant
donné que ..., il s’ensuit de - - - ”. Mais ces expressions appartiennent aussi au métalangage puisqu’elles
nous servent a parler des expressions (phrases, phrases). Au lieu de (3¢”), on peut donc aussi dire :

. €@ a1 . . . o1 .

(3¢”) II est vrai que “Si j'étudie la logique, je serai heureux et sage ; jétudie la logique ; donc
je serai heureux et sage” est valide.

(3¢™), comme (3¢”), appartient au métalangage par rapport a (3b”). Au lieu de (3b”), nous pouvons

utiliser Popérateur propositionnel binaire “étant donné que ..., il s’ensuit de - - -” (un opérateur qui

prend deux phrases pour en faire une troisiéme) :

>Ce phénomene s’insére dans un cadre général : Lattribution de vérité ou de fausseté n'est pas la seule fagon d’exprimer
qu'une expression linguistique est correcte ou “bonne”. Il y en a beaucoup d’autres. Une question ne peut étre ni vraie ni fausse,
mais elle peut étre appropriée, intéressante, bonne etc. De méme, un ordre n’est ni vrai ni faux, mais peut étre justifié etc.
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Etant donné que si jétudie la logique, je serai heureux et sage, et que jétudie la logique,

(3b”’)

il s’ensuit que je serai heureux et sage.
Il est essentiel de ne pas confondre cette relation de “étant donné que ..., il s’ensuit que - - -” avec
la relation de “si ... alors ---”.“Si ... alors - - -” est une expression qui appartient au langage-objet :

elle prend (uzilise)) deux phrases pour en faire une troisi¢me. “Etant donné que ..., il s’ensuit que - - -,
au contraire, appartient au métalangage et nous sert a dire (en mentionnant. les phrases) qu’il y a une
relation de conséquence logique entre deux phrases, que l'une s’ensuit de I'autre. Nous abrégeons la
relation exprimée par “étant donné que ..., il s’ensuit que - - - ” par un nouveau signe,“E”.

Drautres relations ‘objectuelles’ ont des correspondantes ‘métalinguistiques’. Nous utilisons la fleche
‘simple’ “ - ” pour la relation exprimée par “si ... alors - - - ” et nous utilisons la fleche longue et ‘épaisse’
“= [ palir une relation de conséquence métalinguistique (non-spécifiée). en lieu et place de :

(3h) “Sipalorsq”estvrai ssi si“p” estvraialors “q” I'est aussi.

nous pourrons donc maintenant dire

GGh) “p - q’estvrai L[I_Id=0[gq 1

Il ne s’agit pas ici d’'un nouveau formalisme, mais d’abréger de maniere semi-formelle des locutions
du langage ordinaire, qui, tout au long de ce cours, nous servent de métalangage pour parler de notre
langage-objet L, le langage de la logique propositionnelle.

Nous pouvons faire une distinction similaire pour d’autres connecteurs propositionnels.“ [Z, bn I’a vu,
exprime la relation de conjonction — ce connecteur fait partie du langage-objet dont nous étudions le
comportement logique. Nous utilisons un autre connecteur, “&”, pour parler de ce langage-objet.“&”
appartient par conséquent au métalangage. De méme pour notre négation du langage-objet, “—”, qui
correspond, au métalangage, a “ ek pour “||”, qui correspond a “ " Nous obtenons :

“=p” est vrai [1T—11 [pl
“p Q1 est vrai [T Tlp&q
“p g1 est vrai I—Tpllq
“p - 0” est vrai [I—Tlp =Cq1
“p o Q” est vrai [IT—T1p CITd1

Nous voyons maintenant que la crainte d’un cercle vicieux n’était pas justifiée : il y a peut-étre un cercle
epistémique dans le sens que quelqu’un qui ne comprend pas ce qu'est la négation (ne posséde pas le
concept de négation) ne pourrait peut-étre ni comprendre “=” ni “ 7]

Mais il n’y a pas de cercle vicieux logique : 'explication que nous avons donnée de la signification de
la négation “~” ne contenait pas le signe “~” qu’on était en train d’expliquer (ce qui constituerait en
fait un cas de cercle vicieux). Nous expliquons cela en exploitant notre compétence dans un langage
diftérent — du francais qui nous sert de métalangage — qui pourrait lui-méme, si on en avait besoin,
étre formalisé et équipé d’'une sémantique rigoureuse (comme nous I'avons fait avec le langage-objet,
le langage de la logique des phrases)3

311y aura une étape dans la régression du langage objet au méta-langage au méta-méta-langages (et ainsi de suite) oli nous
retomberons dans le langage ordinaire. Mais ceci ne signifie pas qu'il s’agit d’un cercle vicieux. Le fait que 'on puisse toujours
continuer 2 demander “pourquoi ?” ne signifie pas qu'il n’y a pas d’explications (entiérement) suffisantes et acceptables.
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3.2 Lavalidité et la vérité logique
Supposons qu’une inférence logique ait la forme suivante :

(31  p. Etg. Mais aussi . Donc s.

Nous avons vu qu’on peut mettre cette inférence dans la forme suivante :

(i)

0n=ao

Etant donné la sémantique du connecteur “ [ {et”), on peut également I'écrire comme suit :

. Crl
GiY %

Nous avons dit qu’en affirmant qu’un argument de la forme (31@ ou (31@ est valide, on mentionne les
phrases “p”, “q”, “r” et “s” mais on ne les utilise pas. Dire qu’un argument de cette forme est valide
revient a dire que

(3)  Si“p”,“Q” et “r” sont vrais, alors “s” 'est également.

I1 s’agit ici d’'une affirmation dans le métalangage : on n'utilise pas les phrases “p”,“q” et “r” (rappelons
qu’il s’agit d’abréviations pour des phrases comme “J’étudie la logique”, “il pleut”,“Dieu est omnipo-
tent” — on ne parle pas des études, du temps ou de Dieu), mais on les mentionne — on parle de ces
phrases et on dit qu’elles se trouvent dans une certaine relation de conséquence logique.. C'est cette

relation de conséquence logique qui rend les inférences valides.

Une inférence est valide si et seulement s’il n’est pas logiquement possible que les prémisses soient
vraies et la conclusion fausse — autrement dit, s’il n'y a pas d’interprétation qui interpréte les prémisses
comme étant toutes vraies et la conclusion comme étant fausse. Une inférence de la forme (31@ est
valide si et seulement si la conséquence,“s”, est une conséquence logique des prémisses “p”,“q” et “r”.
C’est dans ces cas-1a que 'implication matérielle ‘correspondante’ (“(p LG — S”) est une tautologie.
Limplication matérielle ‘correspondante’ est 'implication qui a la conjonction des prémisses comme
antécédent et la conclusion comme conséquent.

Si, par exemple, nous voulons savoir si I'inférence

p - -p
Gk 5

est valide (cf. p. 27 et 39), il faut voir il est possible que la prémisse “p — —p” soit vraie et qu'en méme
temps la conclusion “—p” soit fausse. Nous en faisons donc les tables de vérité :

pll-p|p--p p || -p
V[ F F vV [ F
Fl v v Fl v

Nous observons qu'il n’y a pas de ligne dans le premier tableau (a gauche) qui contient un “V ” et dont
la ligne correspondante dans le deuxiéme tableau (a droite) contient un “F”. Nous pouvons également
vérifier la validité de 'argument en faisant la table de vérité de I'implication matérielle.
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|

pll-p|lp--p| (®--p)--p

V|| F F \Y

F IV v \Y

Nous pouvons donc dire : Un argument est valide si et seulement si sa conclusion est une conséquence
logique de ses prémisses. Pour ¢a, il est suffisant et nécessaire que 'implication matérielle soit une

tautologie. Nous avons donc la relation suivante : une phrase “q” est une conséquence logique (‘")
d’une autre (“p”) si et seulement si I'implication ‘correspondante’ est une vérité logique :

PEQ [T T1Ep-q

On parle alors d“implication formelle”:

implication matérielle de q par [T 11 - g” estvrai

2p gparp p-4q

(“p seulement si q”) (soit “p” est faux soit “q” est vrai)

implication formelle de q par p LL_T1“p - g” est une tautologie

(“g” est une conséquence de “p”) (il n’est pas logiquement possible
q P 81q p

que “p” soit vrai et “q” faux.)

La distinction ‘matériel’/’formel’ correspond a la distinction entre langage-objet et métalangage*
Lorsque je dis que si p, alors g, jutilise les phrases “p” et “q”; lorsque je dis que “q” est une consé-
quence logique de “p”, que 'argument “p; donc q” est valide ou que “p — (” est une tautologie, j'utilise
des noms pour ces phrases (ces noms sont des expressions de la forme [guillemets, la phrase concernée,
guillemets Dkt je dis que ces phrases se trouvent en relation de conséquence logique.

Cette relation de conséquence logique est une relation sémantique puisqu’elle subsiste entre des
phrases en vertu de leurs significations (qui nous sont données par les tables de vérité). C’est pour
cette raison qu'on parle aussi de “Conséquence sémantique”, pour distinguer cette relation de la rela-
tion de déductibilité qui est parfois appelée “conséquence syntaxique” (et dont on parlera plus tard
dans la sct. 4.1).

Nous pouvons maintenant introduire une abréviation spécifique pour dire qu'un argument est valide :

p ColCr]
“Un argument de la forme S est valide.” C1“{p [qI[r} s
p
g
“Un argument de la forme — S est valide.” C1%{p,q,r}ks”

Dans le cas ot on n’a qu'une seule prémisse (par ex. une conjonction, comme dans le premier exemple
précédent), nous pouvons omettre les crochets “{” et “}” : on écrira seulement “p CHLCTIE s”. Ce
nouveau signe “k” nest qu’'une autre notation pour la fleche double : au lieu d’écrire “p Lg I r [ s 1

on écrira “p CALCTE s”, au lieu de “p&q&r = [_s” dn écrira “{p,q, r} E s”.

On a remarqué que “F”, faisant partie du métalangage, peut tout de méme étre interprété comme
un opérateur propositionnel. Au lieu de le lire comme “... est une conséquence sémantique de ---” —
expression qui a besoin de deux noms de phrases pour former une phrase —, on peut aussi l'interpréter

4Cette terminologie vient de I'usage des adverbes latins “formaliter” et “materialiter” par les logiciens médiévaux pour
marquer la distinction entre langage-objet et métalangage. Ils parlaient également d’'un “mode matériel” de I'usage des mots
(pour dire que ces mots étaient utilisés) et d’'un “mode formel” de leur usage (pour dire qu’ils étaient mentionnés).
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”»

comme “II s’ensuit de la proposition que ... que ---” ou “Etant donné que ..., il s’ensuit que - - -,
qui sont des expressions qui ont besoin de deux phrases pour former une phrase — mais qui appar-
tiennent néanmoins au métalangage’ Interprétant “k” de cette maniere, nous pouvons nous passer
des guillemets et écrire :

® pkq

() désigne le résultat de la juxtaposition de Pexpression “Il s’ensuit de la proposition que”, de la phrase
représentée par “p”, de 'expression “que” et la phrase représentée par “q”. Si “p” représente “Anne
est amoureuse de Jean” et que “q” représente “Anne est amoureuse de quelqu'un”, alors (1) devient la
phrase suivante :

(2) Il s’ensuit de la proposition qu’Anne est amoureuse de Jean que

Anne est amoureuse de quelqu’un.

Meéme si cette abréviation “E” est communément utilisée et utile, elle entraine une certaine confusion
entre usage et mention. Etant donné qu’on se trouve dans le métalangage, une meilleure maniére de
dire que “q” est une conséquence sémantique de “p”, serait la suivante :

(3) « p” I: [13 q”

Dans (3), les phrases “p” et “q” sont mentionnées et “k” est utilisé pour signifier la relation de consé-
quence sémantique (“F” est lu comme : “a comme conséquence (sémantique)” ou “implique formel-
lement”). (3) rend explicite le fait que la relation de conséquence représentée par “k” appartient au
métalangage et non pas au langage-objet.

Néanmoins, (3) pose un probléme subtil. En logique, on 'a vu, on n’a pas seulement affaire a des argu-
ments concrets, formulés dans le langage ordinaire (le francais), mais a des schémas ou des squelettes
d’arguments : on étudie la forme des arguments. Un argument n’est considéré comme valide que si
tous les autres arguments ayant la méme forme le sont aussi. On a essayé de représenter cet aspect
de généralité en remplacant les phrases concrétes (“J’étudie la logique”, “je serai heureux et sage” etc.)
par des lettres appelés “schématiques” (“p”, “q” etc.) — et on a vu que les lettres qui substituaient ces

phrases ordinaires étaient arbitraires. Cependant, cela pose probléme au niveau du métalangage.

Le probléme vient du fait que I'on veut dire, par une assertion de la forme “p [ ¢” que, quelles
que soient les phrases substituées pour “p” et “q” dans “p E q”, la phrase qui en résulte est vraie.
Malheureusement, la phrase ““p” | “q”” n’affirme pas cela — dans cette phrase, les noms de phrases
““p”” et ““q”” ne désignent que des phrases précises. Afin de mieux comprendre ce probléme, nous
pouvons penser a la la situation suivante : supposons que nous introduisions un nom ‘variable’ ou
‘schématique’,“Legrand”, pour désigner la personne la plus grande dans la salle. On peut alors l'utiliser
dans des phrases telles que “Legrand fait plus de 2 métres”, “Parmi nous, Legrand est celui qui voit le
mieux au cinéma” etc., désignant a chaque fois, quelle que soit la personne la plus grande dans la salle
(supposons qu’on ne le sache pas), celle qui sera plus grande que 2 métres, privilégiée au cinéma etc.
Méme si nous parvenons, a 'aide de “Legrand”, 4 avoir un ‘nom variable’ pour une personne, cela ne
signifie pas que le nom. lui-méme est variable, mais seulement que la personne qu’il désigne se modifie
suivant la composition de la salle dans laquelle nous nous trouvons : dans une autre salle, il désignera

une autre personne. Mais cela ne veut pas dire que le nom change : il restera vrai, par exemple, que

511 ne faut pas penser que toute expression appartenant au métalangage opére sur des noms d’expressions. Lopérateur “il
est vrai que ...”, l'exemple paradigmatique d’une expression du métalangage, a besoin d’une phrase (et non pas d'un nom d’une
phrase) pour en former une phrase plus complexe.
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“Legrand” est un nom composé de sept lettres, que nous avons inventé etc., méme si la personne
désignée par “Legrand” s’appelle “Otto” a une occasion et “Jean-Marc” 4 une autre. Il n’est pas vrai que
la phrase ““Legrand” est composée de quatre lettres” devienne vraie si “Legrand” désigne quelqu’un
qui s’appelle “Otto”. La variabilité que “Legrand” posséde dans le langage-objet est donc perdue au
niveau du métalangage : méme si “p” et “q” désignent des phrases arbitraires, leurs noms ne désignent
pas des phrases arbitraires.

3.3 La quasi-citation

Pour échapper a ce probléme, il faut introduire des noms pour des phrases dans notre langage objet.
Nous introduisons des lettres minuscules grecques “@” (prononciation : “phi”),“y” (“psi”),“X” (“chi”) et
“&” (“xi”) pour parler des phrases de 'importe quelle complexité.“@” est donc le nom d’un nom d’une
proposition — @ est soit “p”, soit “q”, soit “p g1 ou encore “(p - q) LTI Il y a donc une différence
cruciale entre les lettres romaines et grecques : les lettres romaines nous servent comme abréviations
des phrases. Nous pouvons, par exemple, remplacer toute occurrence de “p” par la phrase “Sam veut
se marier” et toute occurrence de “q” par “Marie a faim”. Les lettres grecques, au contraire, sont des
noms de phrases : nous pouvons, si nous voulons, remplacer “@” par ““Marie a faim.”” et “” par ““Sam
veut se marier””. Si @ est un nom pour “Marie a faim” et | est un nom pour “Sam veut se marier”, nous

pouvons donc dire :

— “Marie” fait partie de .
— ) consiste en quatre mots.

En bref,“@” et “i” ne sont pas des abréviations de phrases, mais des abréviations de noms de phrases.
Au lieu de (3), nous dirons donc :

@ oFUY

Néanmoins, nous n’avons pas seulement besoin de noms pour des phrases, mais aussi pour les proposi-
tions d’un certain type. Par exemple, nous voudrions dire que toute proposition conjonctive a comme
conséquence sémantique chacun de ses conjoints. Jusqu’a maintenant, on s’est servi d’expressions
comme “toute proposition ayant la méme forme que “p [q1”, “le résultat de 'addition de phrases

”

au connecteur “... etc. Mais ceci ne nous aide pas a exprimer qu'une conjonction implique

formellement ses conjoints. Si nous disions

® o [WEoe

2 29

nous ne pourrions plus substituer “Q” par ““Sam a faim car dans

ce cas-la nous aurions :

et “Y” par ““Marie veut se marier

(6) “Sam a faim” [“Marie veut se marier” |k “Sam a faim”

(6) est un non-sens, car “[™Helie des phrases et non pas des noms de phrases. Essayons la chose
suivante :

7 “oCirke

€ \Y , \Y , u us av u énéralité. u
Le probléme avec (7), comme avec (3), est que nous avons perdu la généralité. " n’est un nom
que pour cette expression précise (la lettre grecque “@”, suivie de “[ét de la lettre grecque “Y”).
Au contraire, nous en avons besoin de maniére 3 mentionner une proposition (arbitraire) qui a une
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certaine forme (non-arbitraire).

A ce propos, Quine a introduit ce que nous appelerons la “quasi-citation”, qui se fait avec des demi-
crochets, appelés “demi-crochets de Quine” (“Quine corners”). Nous stipulons simplement que I'ex-
pression

®) @]

désignera la formule qui commence avec @ (c’est-a-dire la proposition arbitraire dénotée par “@”),
continue avec “ [ &t finit par Y. (8) nous permet de parler de toutes les expressions de n'importe
quelle complexité, ayant une certaine forme (en I'occurrence, une forme conjonctive). De la méme
maniere, [(jt) Cdénote le résultat de la mise entre parentheéses de I'expression .

En général, des matrices comme par ex.“ [_]. [} [ZF [(l.. ) "ktc. nous servent a construire des noms
complexes, comme le font par exemple “le pére de ...” ou “la moitié de ...”. Si Sam est une personne,
alors “le pére de Sam” dénote le pere de cette personne. Si & est un certain nombre, alors “la moitié
de @” dénote la moitié de ce nombre.’ Si @ est une certaine phrase, alors [(®) Cdénote le résultat de
la mise entre parenthéses de cette phrase. Si @ est “Sam est triste”, alors [(®) Cekt I'expression “(Sam
est triste)”. Si @ est “Sam a faim” et Y est “Marie veut se marier”, alors [l (I devient “Sam a faim
et Marie veut se marier” (le nom de la proposition conjonctive). Nous pouvons, bien siir, substituer @
par “p” et Y par “q”, obtenant alors a partir de (8) expression suivante :

(9 “p Lyl

(9) est un nom de la conjonction des deux phrases simples. Nous pouvons concevoir (§) comme le nom
d’une proposition contenant des lacunes “... [l ”, ol la premiére lacune (représentée par les points
de suspension “...”) est remplie par expression @ et la deuxiéme lacune (représentée par “- - - ”) est
remplie par ). Lavantage d’avoir des noms pour des phrases non-spécifiées est que @ et | peuvent
étre de n'importe quelle complexité : dans (8), nous pouvons aussi substituer ¢ par “p - ¢” et ) par
“(p ) X1 Lavantage des demi-crochets ne concerne que les noms complexes : en I'absence de
connecteurs, les demi-crochets n’ont pas d’effet. [QL ekt simplement ¢.

C’est avec ces demi-crochets que nous parvenons finalement 4 une formulation satisfaisante de (5) :

(o) [@YICHe

Lexpression (10) désigne le résultat de la juxtaposition de I'expression “Etant donné la proposition
que”, de la phrase désignée par @, du connecteur “ [ He la phrase désignée par |, de I'expression “il
s’ensuit que” et de la phrase désignée par @. Si ¢ désigne “Sam a faim” et | désigne “Marie veut se
marier”, alors (10) devient la phrase suivante :

(1 Etant donné que Sam a faim et que Marie veut se marier, il s’ensuit que Sam a faim.

C’est cet usage que nous adopterons par la suite.

3.4 Les tautologies etles contradictions

Une inférence logique est valide si et seulement s’il n’est pas logiquement possible que ses prémisses
soient vraies et sa conclusion fausse, c’est-a-dire si toute interprétation de ses constituants simples

®Nous retournerons, dans la sct. 8.6 du ch. 8, 4 ces noms complexes qu'on appellera “fonctions”.



60 3. Relationslogiques et inférences logiques

qui rend vraies les prémisses rend également vraie la conclusion. Etant donné la signification de
I'implication matérielle “—~” — qu’elle est vraie s’il n'est pas le cas que I'antécédent est vrai et le
conséquent faux — une inférence qui a “p” comme prémisse et “q” comme conclusion est valide si
et seulement si “p - ” est une tautologie.

Une proposition est une tautologie si et seulement si elle est vraie dans toutes les possibilités logiques,
C’est-a-dire vraie sous toutes les interprétations de ses constituants simples. C’est pour cette raison que
les tautologies sont appelées “vérités logiques” La négation d’une tautologie, étant donné la signification
de “=”, est une proposition fausse dans toutes les possibilités logiques — il n’y a aucune interprétation
de ses constituants simples qui la rende vraie. On appelle ces faussetés logiques des ‘contradictions”?

11 s’ensuit que les tautologies et les contradictions jouent un réle particulier dans les inférences : une
tautologie, puisqu’elle ne peut pas étre fausse, peut étre inférée de n’'importe quelle prémisse. Quelques
soient les prémisses dont on infére la tautologie, il n’est pas logiquement possible que ces prémisses
soient vraies ez, la tautologie fausse. Une tautologie peut méme étre inférée d’'un ensemble vide de
prémisses. Une contradiction, au contraire, est une prémisse dont on peut inférer n'importe quelle
conclusion. Quelle que soit la conclusion qu’on veut en tirer, il n’est pas logiquement possible que la
prémisse (la contradiction) soit vraie et que la conclusion soit fausse.

Une tautologie paradigmatique est la proposition “p [=p”.#“p [=p” est une contradiction exemplaire.
Selon les considérations précédentes, on voit que les inférences

q p C=p
p [=p g

sont valides, quelle que soit la proposition désignée par “q” : on peut inférer une tautologie de n'importe
quelle proposition et on peut inférer n'importe quelle proposition d’'une contradiction. Puisqu’une
tautologie s’ensuit de n'importe quelle prémisse, on peut dire de la maniére suivante que “p [=p” est
une tautologie :

Fp[=p

Ceci s’accorde avec notre explication de la conséquence logique : “@ E ” est vraie si et seulement s’il
est vrai pour n’'impote quels @ et Y que : si @ est vrai, alors | I'est aussi. S’il est impossible zout court.
que Y soit faux, alors cette implication est vraie méme si @ est faux. Pour dire que “p [=p” est une
contradiction, on peut affirmer :

F—(p C=P)

7Nous avons déja rencontré les tautologies et les contradictions dans les colonnes 1 et 16 du tableau des 16 connecteurs
binaires possibles (cf. p. 48). Elles correspondent 2 des “fonctions de vérité” (“truth-functions”) dans le méme sens qu'une
fonction constante peut étre appelée “une fonction”. Rien ne nous empéche d’introduire des ‘connecteurs’“ [et “ [abec les
tables de vérité suivantes :

Comme les valeurs de vérité de “p [q” bt de “p [q”he dépendent pas des valeurs de vérité de “p” et de “q”, une telle stipulation
a peu d'intérét.

8Comparez cette phrase avec “Toute proposition [@1[=lp Cedt une tautologie.” Dans “Une tautologie paradigmatique est
la proposition “p [=p””, on parle d’'une phrase précise, par exemple de “il pleut ou il ne pleut pas”. Dans “Toute proposition
=) une tautologie” on parle de toutes les phrases qui ont une certaine forme, c’est-a-dire de celles qui sont composées
[=d Cedt tautologie” on parle d tes les ph q t fe ,C dire de celles q t p
une proposition simple, d’'une expression pour la disjonction et de la négation de cette proposition simple. C’est la raison pour
d’une proposit ple, d’ p pour la disjonct t de la négation de cette proposit ple. Cest | p
laquelle on utilise les demi-crochets de Quine dans ce cas.
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Si deux phrases complexes ont la méme table de vérité, il n’y a aucune raison logique de les distin-
guer : en ce qui concerne la logique, elles disent la méme chose. Entre les deux, il s’agit d'éguivalence
sémantique.. La relation entre la notion d*“équivalence sémantique” du métalangage et 'équivalence
matérielle du langage-objet est la méme que celle entre la notion de “conséquence sémantique” et
I'implication matérielle. Dire que p — @, revient a dire qu’il n’est pas le cas que “p” est vraie et “q”
fausse. Dire que Y est une conséquence sémantique de @ revient a dire qu’il n’y a aucun cas (aucune
possibilité logique) ou @ est vraie et P fausse. Dire que p « @, revient a dire que les deux phrases “p”
et “q” sont soit les deux vraies soit les deux fausses. Dire que @ est sémantiquement équivalente a |J,
finalement, revient a dire qu’elles regoivent les mémes valeurs de vérité dans tous les cas possibles,
c’est-a-dire que leurs tables de vérité sont les mémes.?

On dit souvent d’une contradiction qu’elle est contradictoire avec elle-méme ou qu’elle se contredit
elle-méme. Nous avons ici une relation du méme niveau que la conséquence sémantique : la relation
de contradiction appartient aussi au métalangage. Deux phrases sont contradictoires si elles ne peuvent
pas étre vraies ensemble et ne peuvent pas étre fausses ensemble ; une seule d’entre elles doit étre
vraie, puisque la vérité de la premiére entraine la fausseté de la deuxiéme et la fausseté de la deuxiéme
entraine la vérité de la premiére."

Le dernier conjoint est important : étre contradictoire n’est pas la seule maniére d’étre incompatible
pour des phrases. Comparons les deux paires de phrases suivantes :

(3D  “Lalogique me rend heureuse.” et “La logique ne me rend pas heureuse.”

(3m) “La logique me rend heureuse.” et “La logique me rend malheureuse.”

Dans les deux cas, il est impossible que les deux phrases soient vraies (en méme temps, pour la méme
personne). Mais il y a une différence :

1. Dans le premier cas (31), on peut conclure la vérité de la deuxiéme proposition par la fausseté de
la premiere.

2. Dans le deuxiéme cas (3m), on ne le peut pas : les deux phrases pourraient étre fausses, par
exemple dans le cas ou la logique me laisse indifférente.

Les phrases de la premiére paire ne peuvent ni étre vraies ensemble ni étre fausses ensemble; les
phrases de la deuxi¢me paire ne peuvent pas étre vraies ensemble, mais elles peuvent étre fausses
ensemble. Si deux phrases sont reliées de la méme maniére que la premiére paire, c’est-a-dire de telle
maniére qu'on puisse conclure la vérité de I'une par la fausseté de 'autre et. la fausseté de I'autre par la
vérité de la premiere, on les appelle ‘contradictoires”. Siles deux phrases sont reliées de la méme maniere
que la deuxiéme paire, c’est-a-dire de telle maniére qu'on ne puisse conclure que la fausseté de 'une
a partir de la vérité de l'autre (et donc la fausseté de la deuxiéme 2 partir de la vérité de la premiére)
mais pas nécessairement l'inverse, on les appelle “contraires”. D’autres exemples de phrases contraires
(mais pas contradictoires) sont les paires suivantes :

(3n)  “Mon livre est (uniformément) rouge.”, “Mon livre est (uniformément) bleu.”

9C’est cette notion d*“équivalence sémantique” qui nous permet de dire que [Cedt la seule tautologie, et que —

est la seule. contradiction. On y arrive par des transformations de formules. Considérons une tautologie ‘complexe’, comme
“(p - q) @ -~ —q)) - —p”. Puisqu'il s’agit d’'une tautologie, elle est vraie dans les quatre maniéres différentes d’attribuer
des “V” et des “F” a “p” et “q”. Elle est donc équivalente a “(p [Cq) C(p =) CGhp Cg) C(Ep [=hy)”, formule qui
combine (par la disjonction) les quatre interprétations possibles de “p” et de “q”. En appliquant une des ‘lois de distribution’
(@ C@ 5) - (¢ O L@ 0)) Ced (@ OO 0X)) - ((@ O L@ 0X)) D, bn obtient “(p L@ £=4)) CEp (G C=8))”.
Puisque les conjoints tautologiques “(q [=i))” n’attribuent rien aux conditions de vérité de la disjonction, on peut les omettre,
et ainsi arriver a “p [=p”.

10 Putilise “entraine” ici pour désigner la relation de conséquence sémantique, désignée par “F”.
p g q que, designee p
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(30)  “Je suis a Genéve.”,“Je suis a Paris.”

(3p) “Benjamin est célibataire.”, “Benjamin est marié.”

Mon livre pourrait avoir d’autres couleurs que le rouge et le bleu ; je pourrais étre a Lyon et Benjamin est
peut-étre un enfant de trois ans. On voit ici qu’il faut distinguer la possibilité et I'impossibilité /ogique
d’autres formes de possibilités et d'impossibilités. Le fait que deux phrases ne puissent pas étre vraies
ensemble (qu’elles sont contraires) peut avoir différentes raisons : le monde (3n), la métaphysique (30),
la langue (3p) etc.

Mis a part les relations de contradiction et de contrariété, la tradition a reconnu un troisiéme type
d’opposition qui est la relation de sub-contrariété.. Deux phrases sont sub-contraires si et seulement s’il
n’est pas possible que les deux soient fausses ensemble, méme s’il est possible qu’elles soient vraies
ensemble. Les deux phrases “il y a une féte gratuite” et “il y a une féte qui n’est pas gratuite”, par
exemple, peuvent étre vraies ensemble (sil y a et des fétes gratuites et des fétes payantes), mais elles
ne peuvent pas étre fausses ensemble : il n’est pas possible que “il y a une féte gratuite” soit fausse (et
donc qu'il 'y ait que des fétes payantes) et que “il y a une féte qui n’est pas gratuite” soit aussi fausse
(et donc qu'il 'y ait pas de fétes qui ne sont pas gratuites).”

3.5 Le carré des oppositions

Une maniére de présenter les relations sémantiques parmi des phrases est ce qu’on appelle un “carré
des oppositions”. Le plus ancien de ces carrés, lié au nom d’Appulée (né +/- en 125 av. J.C.) se fait dans
la logique syllogistique comme suit :"

omnis {tous} omnis non (= nullus) {aucun}
1 contraire ==!
conf, ire [
L1
subalterne subalterne
contfadictbire C
Esebeontraie L1
non omnis non non omnis (= aliquis non)
(= aliquis = nonnullus) [pas tous}

[quelqu’un}
La relation de contradiction qui tire des diagonales entre les coins de ce carré signifie que I'un est la
négation de l'autre. Les phrases contraires, cependant, se distinguent par une négation interne : elles
ne peuvent pas toutes deux étre vraies, mais elles peuvent toutes deux étre fausses : il n’est pas possible
que toutes les choses soient F et que toutes les choses ne soient pas F (au moins s’il n’est pas le cas
qu’il n'y ait rien du tout), mais il est possible qu'il y ait des F (et que donc “toutes les choses ne sont
pas F” soit faux) et des nonF (et que donc “toutes les choses sont F” soit également faux). La relation
de subalternation est la relation de conséquence sémantique : si toutes les choses sont F (et s’il y a
quelque chose), alors il n’est pas vrai que toutes les choses ne sont pas F ; si toutes les choses ne sont
pas F (et s’il y a des choses qui peuvent étre F), alors il n’est pas le cas que toutes les choses sont F.
La sub-contrariété correspond a la vérité logique (= validité) de la disjonction. Sil y a des choses et que

"1 faut présupposer, pour pouvoir montrer que les deux phrases ne peuvent pas étre fausses ensemble, qu’il y ait des fétes.
Ceci correspond a la présupposition que le ‘domaine de quantification’ ne soit pas vide. On reviendra sur ces problémes a la
page p. 182 dans la lecon 9.

Nous reviendrons sur ce carré dans le contexte de la logique des prédicats, a la p. 144 dans le chapitre 8.
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nous en choisissons une appelée “a”, alors soit a est F, soit a n’est pas F. Si a est F, alors il n’est pas
vrai que toutes les choses ne sont pas F ; si a n’est pas F, alors il n’est pas vrai que toutes les choses
sont F. Alors au moins une des deux phrases préfixées par “non omnis non” et par “non omnis” est
vraie. La contrariété veut dire “pas les deux vraies”; la sub-contrariété dit “pas les deux fausses”.

On peut adapter le carré des oppositions d’Appulée a la logique propositionnelle comme suit :

p L -p =

1 contraire |'_E5‘I
contr ire L[|
—1
subalterne subalterne
contfladictbire C IZ_FI) q Il pla
I%—clontraire RN - ¥y V F
p Cal p|q, la ‘barre de Sheffer’ ¥ F \
\Y Vv
On vérifie ce carré d’oppositions a 'aide des tables de vérité : F F |V

Contrariété : il n'y a pas d'interprétation qui rende “ et “ap [=by” vraies.

yap Ip q
Sub-contrariété : il n'y a pas d'interprétation qui rende “p L et “p|q” fausses.
Subalternation : toute interprétation qui rend “p [ vraie, rend “p [ vraie.
Subalternation : toute interprétation qui rend “~p [=b” vraie, rend “p|q” vraie.
Contradiction : une interprétation rend “p L1 vraie si et seulement si elle rend “p|q” fausse.
Contradiction : une interprétation rend “p L1 vraie ssi elle rend “—p [=l” fausse.

Les cinq relations sémantiques entre phrases correspondent au caractére tautologique d’une certaine
proposition complexe :

Y est une conséquence sémantique de @ U vraie si @ est vraie L@l -~ - Cthutologie
¢ et Y sont sémantiquement équivalentes vraies ou fausses ensembles [@l -  Cthutologie

¢ et | sont contradictoires ni vraies ni fausses ensembles [=(@ « ) Cthutologie
@ et | sont contraires pas vraies ensembles [(=(¢ ) Cthutologie
@ et Y sont sub-contraires pas fausses ensembles [l (T thutologie

3.6 Implication vs. conséquence

La relation entre des phrases que nous venons de rebaptiser par le nom barbare de “subalternation”
est la relation de conséquence (sémantique). Nous avons vu que “q” est une conséquence sémantique
de “p” si et seulement si “p — q” est une tautologie.“F” appartient au métalangage et “ - ” appartient
au langage-objet.

Limportance d’une distinction entre les deux relations est illustrée par un paradoxe qu’a soulevé pour
la premiere fois Lewis Carroll, I'auteur de Alice au pays des merveilles, dans un article de deux pages
(Carroll 1895). Achille, le personnage de Ihistoire, veut convaincre la tortue de la vérité de “q”. 11
produit alors un argument du type Modus Ponens, dont la tortue accepte la vérité des prémisses :

P-4
q




64 3. Relationslogiques et inférences logiques

La tortue, cependant, réplique que cet argument est un enthyméme , qu’il y manque une prémisse, a
savoir que “q” s’ensuit de “p” et de “p - @”. En réponse, Achille est d’accord d’ajouter cela comme
prémisse supplémentaire a I'inférence qui devient alors :

qu
PCE-09)-q
q

Mais la tortue n’est toujours pas convaincue que (. Elle est d’accord qu'’il s’ensuit des trois prémisses
-“(p @ - 9) - 9%, - q” et “p” — que (, mais elle insiste pour qu'on I'ajoute comme prémisse.
Achille la lui accorde et se trouve donc dans ce qu'on appelle une “régression a I'infini”; il n’arrivera
jamais a convaincre la tortue que q :

P qu
p P-4 (P LA - 0)) - g
p-q (Cp-9 -9 @ELE-q HPLE-Q9)-09)-7q
q q q

La tortue a pu ridiculiser Achille grice a I'absence de distinction entre la relation de conséquence
sémantique, qui justifie la validité du schéma d’inférence qu’on appelle “modus ponens”, et la relation
d’implication matérielle.

Apres I'avoir clairement distinguée de I'implication matérielle, nous pouvons maintenant noter plu-

sieurs propriétés de la relation de conséquence sémantique qu’on a appelée “E” :3

Nous remarquons, tout d’abord, que I'ordre des prémisses n’est pas pertinent pour évaluer un argument
comme valide ou non valide :

perm) {pi,p,...pn} Fr =Lz paprs-o. P pr P T

i.e.ce n'est pas en changeant I'ordre des prémisses que I'on peut rendre un argument valide, non valide.

En second lieu, la validité est monotone

(mon) {p1,pz,... Py Er =L_Jp1,p2r... PriG1,G2r- - G} FE I

Si vous tenez un argument valide, votre interlocuteur ne peut pas vous contredire en acceptant
Pargument tel qu'il est, mais plutdt en lui @joutant. une prémisse supplémentaire. (Dans le cas ou
I'on ajoute une prémisse qui contredit une prémisse déja présente, “r” s’ensuit parce que n'importe
quelle proposition est une conséquence sémantique d’'une contradiction, c’est-a-dire par le schéma
d'inférence appelé “ex falso quodlibet”.)

La validité est transitive :

(trans) {p;,...pn} Fr&{ra, ...} Fs =CHnl,... pn.qs,... dm} Fs

» o«

Si “r” s’ensuit des prémisses “p1”,“p2”, etc. et si “S” s’ensuit de cette prémisse intermédiaire “r” et des

”» o«

rémisses “0J1”,“02”, etc., alors on peut directement inférer sans avoir besoin d’inférer d’abor:
« ” etc., al t direct t infa “s” (. b d’infe d’abord “r”

B3Pour faciliter Iexposition, nous ne considérons ici que des arguments qui n’ont qu’'un nombre fini de prémisses. Mais les
propriétés de la validité en question valent aussi pour des arguments qui en ont un nombre infini.

'4La régle d’inférence “ex falso quodlibet” correspond a la tautologie “p — (=p — ()” dont nous parlerons a la p. 89.
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dC uplv’ « p2» th.).IS

La validité est réflexive :

(refl) {p1,p2,... Pn} E Pi (pour toute proposition pi d1, p2,... P

De “Tous les hommes sont mortels. Socrate est un homme?”, il s’ensuit que Socrate est mortel, mais

également que tous les hommes sont mortels et que Socrate est un homme.®

3.7 L’interdéfinissabilité des connecteurs et d’autres équiva-
lences sémantiques

Une implication matérielle telle que “p — (” est vraie si et seulement si, soit “p” est faux, soit “q” est
vrai. Nous pouvons formuler ses conditions de vérité en utilisant la disjonction : “p — (” est vrai si
et seulement si “=p [T est vrai. Cette équivalence est une équivalence au niveau du métalangage :
“p - 0” est une conséquence sémantique de “=p (¢l et “-~p g1 est une conséquence sémantique de

93

“p - 0. En bref, leurs tables de vérité sont les mémes. On parlera d*équivalence sémantique”.

Nous remarquons d’autres équivalences sémantiques. Deux paires d’équivalences importantes sont
appelées “lois de Morgan”, d’aprés Auguste De Morgan (1806-1871).”7 En voici une formulation préli-
minaire :

=(p Cq) [1T—11-p =
-(p Cq) 111 -p =

11 faut bien interpréter ces équivalences. Lutilisation de la fleche double “ [ 1> didnifie qu’il sagit
d’assertions du métalangage. Bien que les équivalences matérielles “(—=(p [q)) ~ (—p [=d)” et “(—(p CI
1)) ~ (-p [=h)” soient également vraies, les lois de Morgan font une assertion plus forte, a savoir
que ces équivalences matérielles sont non seulement vraies mais aussi tautologiques.

Les lois de Morgan sont parfaitement générales : elles ne signifient pas seulement, comme notre
formulation le veut, que la table de vérité de la négation d’'une conjonction de phrases simples est
équivalente a la disjonction des négations de ces phrases simples, mais elles s’appliquent a toutes
les phrases, complexes et simples. Si nous utilisons les lettres minuscules grecques pour signifier ces
phrases d’'une complexité arbitraire et les demi-crochets de Quine pour construire des noms de phrases
ayant une certaine forme, on obtient la formulation correcte :

= O O = C=ipd
= O O = C=ip

Ces deux équivalences sémantiques nous informent que nous pouvons, en toute généralité, remplacer
une proposition (= L) [(d’est-a-dire toute négation d’'une conjonction) par la proposition (|

5On obtient une formulation plus facilement reconnaissable comme celle d’'un principe de transitivité si on assume qu'il n’y

a pas de prémisses supplémentaires “q” et une seule prémisse initiale “p” : p |: r&r |: s = I_—p_ﬁ S.

16Si Pensemble des prémisses ne contient qu'un seul membre, on a une inférence triviale (mais valide) : “Il pleut; donc, il
pleut.” Ceci ne veut pas dire que la logique justifie le raisonnement circulaire : la logique ne nous montre pas qu’il pleut, mais
qu'il pleut 57/ pleut.

7D’apres Lukasiewicz (1934), Guillaume d’Ockham les avait déja reconnues.
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(C’est-a-dire une disjonction de négations).® Les lois de Morgan nous permettent de ‘pousser’ des
négations devant des conjonctions et des disjonctions a I'intérieur de ces formules, en échangeant le
connecteur “ [ du “[Tdvec son connecteur ‘opposé’ “ [ du “ ]

C’est grice a cette généralité que les lois de Morgan nous permettent de définir “ "3 partir de “ 1
et de “=”. Mais qu'est-ce qu'une définition? Une définition, dans 'usage que nous en faisons ici,
est une équivalence sémantique qui introduit une nouvelle expression. Cest grice a 'équivalence
sémantique que le definiendum. (la nouvelle expression a définir) peut étre substituée dans n'importe
quel contexte au definiens (les expressions ‘anciennes’ qui définissent la nouvelle expression). Au lieu de
définir 'implication matérielle “ - ” par sa table de vérité, nous pouvons nous servir de 'équivalence
sémantique entre [@ - Y Cek [CQICGi nous avons déja introduit “ Cdt “=”) :

(12 [@- g0 OO0 S CEed

(12) nous assure que toutes les formules ayant la forme exposée a gauche ont la méme table de vérité
que la formule exposée du coté droit de 'équivalence. Ainsi, ii nous avons déja défini les connecteurs
“ &t “=”, nous pouvons introduire I'expression de gauche (le definiens) comme une autre maniére
d’écrire celle de droite (le definiendum.). Le fait que nous interprétons I'équivalence sémantique comme
équivalence qui détermine la signification du connecteur principal de la formule a gauche est indiqué
par les deux points “:” devant le signe d’équivalence sémantique. Par (12), nous annongons notre
intention d'utiliser la formule de gauche comme variante notationnelle de celle qui est a droite.?

Nous pouvons donc maintenant constater que les connecteurs propositionnels introduits ne sont pas
tous indépendants (qu'ils peuvent étre définis en d’autres termes) :

1. Si l'on ne prenait que “=” et “ _domme primitifs (comme Brentano (1874) et Johnson (1947)),
nous pourrions définir les autres comme suit :

Oy - 11 = =)
[@- ¢y :O1 =(e =)
[l ¢ 11 S [=l) C=(-e D

2. On pourrait aussi (comme Russell et Whitehead (1910) et Hilbert et Ackermann (1928)) ne

8 Nous avons besoin des demi-crochets car

=(p Q) [T 11 -~ =
=(p Q) [TT11 —-~¢p (=

sont mal formées. Si on remplace @ par “Marie a faim” et | par “Sam veut se marier”, on obtient la proposition mal formée
““Marie a faim” [“Sam veut se marier”” — qui est mal formée puisque “ "dst un connecteur propositionnel et non pas une
relation entre des phrases. On pourrait penser qu’il faut simplement ajouter des guillemets :

u_|((p I:L‘ID” 11 “_|(p ”
«_|((p I:L‘D” 11 “_|(p 77

Ces formulations posent également un grave probléme du fait de ne pas étre générales. Les expressions a gauche et a droite de la
fleche double “ H” nk dénotent que ces expressions particuliéres. Celle en haut a gauche, par exemple, désigne I'expression
qui commence par une négation, continue avec une parenthése, la lettre grecque “@”, le signe de la conjonction, la lettre grecque
“Y” et une parenthese.

"9Lorsque la définition est basée sur ype identité plutot que sur une équation, nous ajoutons les deux points au signe d'identité :

“Définissons “a” comme suit: a:= Db...”. Alaplace des deux points, on utilise aussi “déf.” comme index :

v_
[@1- YL —— CQECd a ge= b
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prendre que “=” et “ “domme primitifs , et définir les autres en ces termes.
3. Si on ne prenait que “=” et “~” comme primitifs (comme Frege (1879) et Lukasiewicz (1904)),
on pourrait définir les autres comme suit :

[Ilgr] 11 =g - —y) ]

@] I S - g

@y O -y) LW - @)
PO =9 - P) -~ - 9)

Dans ces définitions, les signes définis n’apparaissent pas a la droite d’'une définition (ils apparaissent
dans l'avant-derniére ligne, dans une simple équivalence qui nous sert de modéle pour la définition).
Nous avons le droit d’enchainer des définitions. Ayant défini “ [, par exemple, a partir de “=” et de
“ 7, nous pouvons l'utiliser ensuite avec “=” et “ - ” pour définir “ ]

es équivalences sémantiques ne nous servent pas seulement a réduire le nombre de connecteurs
L al t t 1 t d 1 bre d t
primitifs (cC’est-a-dire ceux qui ne sont pas définis en termes d’autres connecteurs), mais elles sont
également utiles pour la simplification de formules difficiles.

1. La conjonction et la disjonction sont commutatives; “p g1 et “q [T sont équivalentes, ainsi

que “p LT et “q Lpl:

o I T
@@ O [ Cpr]

2. Une autre ‘loi’ (équivalence sémantique générale) nous permet de distribuer la conjonction sur
une disjonction et vice versa :

lpl L@ )L 10 e [J) (9 )]
@ )L 1 e [0 (e By

Cette loi, comme son équivalent en algébre “X(y +z + ... +w) = Xy + Xz + ... + XW”, nous
permet de ‘factoriser’, c’est-a-dire de transformer

(p CON L@ [rICs)

en

(p [o) LA Cr) [(A Cs) L@ Cgy O Cr) L Cs)

3. Etant donné ce que nous avons dit des tautologies et des contradictions, il est toujours pos-
sible d’omettre une tautologie qui apparait a I'intérieur d’'une conjonction et une contradiction
a I'intérieur d’une disjonction :

@ =p)] [ Tle
@@ =p)] [ 1le

4. D’autres simplifications sont rendues possibles par le fait que @ est équivalent a toutes les phrases
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suivantes :

[Sho LIQILQT I QILQTL 1 L@l (@l [y L CIC(@ [ 109 [ [l (=) CIHg M) L@ =) L]

Points a retenir

IO.

. 11 faut distinguer différents niveaux de langage. ‘Désignation’, ‘vérité’ et ‘validité’ sont des ex-

pressions qui appartiennent au métalangage.

. La relation de conséquence sémantique subsiste entre deux phrases s’il n’est pas et seulement

s’il n’est pas logiquement possible que la premiére soit vraie et la deuxiéme fausse; il y a et
seulement s’il y a une inférence valide de I'une a 'autre.

. Pour rendre compte de la généralité des lois logiques, il convient d’introduire des noms “@”, “{)”

etc. pour des phrases arbitraires.

. Pour dire qu’une loi logique s’applique a toutes les phrases d’'une certaine forme, il faut utiliser les

crochets de Quine.“ [QIC=1 ["kst une expression qui est composée de @, du signe de conjonction

“[7 He “=” et de Y.

. Une inférence qui a “p” comme prémisse et “q” comme conclusion est valide si et seulement si

“p - @” est une tautologie.

. Une tautologie peut étre inférée de n'importe quelle prémisse ; on peut inférer n’importe quelle

conclusion d’une contradiction.

. Mis a part la conséquence sémantique (ou ‘subalternation’), il y a d’autres relations métalinguis-

tiques entre des phrases : I'équivalence sémantique (mémes tables de vérité), la contradiction
(exactement une est vraie), la contrariété (pas les deux vraies), la sub-contrariété (pas les deux
fausses).

. La validité ne concerne pas I'ordre des prémisses ; elle est monotone, transitive et réflexive.
. Les lois de Morgan :

= (M) 1 = (=]
= M 1 = (=]

Les lois de distributivité :

el YL 11 e [ (e L)
@ YL 11 e [ (e By



Chapitre 4

La méthode axiomatique

4.1 Déductibilité syntaxique vs. validité sémantique

En utilisant les tables de vérité pour déterminer la validité ou la non-validité d’'un argument, nous
avons supposé que les phrases sont vraies ou fausses, c’est-a-dire qu’elles possedent 'une ou l'autre de
ces valeurs de vérité. La méthode des tables de vérité est une méthode sémantique précisément parce
qu'il est fait référence a des propriétés (la vérité et la fausseté) qui sont ‘extérieures’ a la proposition,
au sens ou ces propriétés supposent l'existence d’'un monde distinct de la proposition, un monde sur
lequel ‘porte’ la proposition.

Il existe toutefois une autre méthode, dite syntaxique , permettant de tester la validité d’un argument
) ) que, p gu )
qui ne suppose pas d’emblée que les phrases aient une valeur de vérité. Lidée centrale consiste a essayer
de dériver ou de déduire la conclusion de 'argument en partant de ses prémisses et en procédant pas @
gu p p
pas, au moyen de reégles déterminées, jusqu’a sa conclusion.

Pour mieux comprendre cette méthode de dérivation., il est utile de considérer une métaphore em-
pruntée aux échecs : les prémisses constituent les positions initiales des pi¢ces sur 'échiquier; les
regles de dérivation correspondent aux régles qui permettent de déplacer les pieces et de poursuivre
le jeu, et la conclusion correspond aux positions des piéces sur 'échiquier aprés un certain temps de
jeu. Les régles des échecs sont ‘syntaxiques’ parce que vous n’avez pas besoin de savoir que telle piece
est ‘le roi’, ou telle autre ‘le fou’, pour apprendre a les manipuler. (En 'occurrence, l'interprétation
‘monarchique’ des échecs est parfaitement conventionnelle.)

Par conséquent, nous pouvons distinguer trois degré d’abstraction linguistique qui correspondent a
différents niveaux de formalisation :

I. “La terre tourne”  signification  vérité
2. “p” - vérité
3. () - -

Le premier niveau correspond au langage naturel, dans lequel les phrases sont douées de sens et ont
des conditions de vérité. Le second niveau correspond aux phrases sur lesquelles porte la méthode
sémantique, qui ont des conditions de vérité mais qui ne sont que des variables sans signification dé-
terminée. C’est A ce niveau-1a qu’on examine les schémas (‘squelettes’) d'inférences dont on établit la
validité par des tables de vérité. Le troisieme niveau, dans lequel on fait abstraction non seulement de
la signification des phrases, mais aussi de leur vérité ou fausseté, correspond aux phrases sur lesquelles
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porte la méthode syntaxique, et sont considérées comme de purs symboles sans signification détermi-
née et sans valeur de vérité particuliére. De plus, le niveau (1) est formalisé par le niveau (2), qui est 2
son tour formalisé par le niveau (3).

Qu’une phrase puisse ou non étre dérivée d’autres phrases est une question qui concerne uniquement
la syntaxe : il sagit de la question de savoir s’il est possible de manipuler les symboles représentant les
phrases appelées “prémisses”, selon certaines régles purement structurelles, de maniere a arriver a des
symboles représentant une autre proposition, appelée “conclusion”. Cette question est du méme ordre
que celle de savoir si, selon les régles du jeu, telle ou telle position peut étre atteinte par telle ou telle
piece d’échec se trouvant dans telle ou telle position. Bien qu’elle admette en principe une réponse
mécanique, une telle réponse (comme c’est le cas pour les échecs) est souvent loin d’étre triviale :
souvent, il faut souvent faire preuve d’ingéniosité.

Nous utiliserons le symbole “ pour signifier la ‘conséquence’ au sens syntaxique, c’est-a-dire la déduc-
tibilité (ou “dérivabilité”), et établirons plusieurs correspondances entre cette relation de dérivabilité
Cet la relation de conséquence sémantique (ou validité) | . Nous devons au préalable fournir une
définition rigoureuse du langage formel de la logique des phrases.

4.2 Lelangage delalogique des phrases

Pour avoir une idée claire de ce que sera la syntaxe de notre logique propositionnelle, nous devons
d’abord définir son langage formel de maniére plus rigoureuse que précédemment (cf. p. ??) :

Définition 2. Lazlphabet du langage L de la logique propositionnelle classique se compose des signes
suivants :

— des phrases atomiques “Po”, “P1”“P2” ... (une infinité dénombrable)*
J
= les connecteurs “—...” (nepas”),”... T 7 Ce), ... TA7 Cou) ... — -7 (5ialors) et “... o
” (tt +9))
R )

— des symboles auxiliaires : parenthéses,~virgules

”» «

Au lieu de “pp”, nous écrivons parfois “p”, pour “p1” “q”, “r” pour “p,” etc.

Cette définition (2) nous permet de définir L, notre langage formel de la logique des phrases. Nous
déterminons ainsi quelles phrases font partie de ce language, en définissant ce qu’est une formule
bien-formée de L :

Définition 3. Une formule propositionnelle est définie de maniére récursive comme suit.:

— Toute phrase atomique de la forme “Di” (pour wimporte quel | LN} est une formule propositionnelle.
— SiQest une formule propositionnelle, alors (@) Cedt une formule propositionnelle.
— Si @ et ) sont des formules propositionnelles, alors (¢ LU) LI(¢ L) Cet. (P — ) Lsdnz des formules

propositionnelles.

Comme au préalable, nous utilisons des minuscules grecques “@”, “U”, “X”, ... pour les noms des
formules arbitraires (pas nécessairement atomiques). Il s’agit des noms métalinguistiques : “@” ne fait
pas partie de L, notre langage-objet, mais nous sert a parler de ses formules. Lensemble de toutes les
formules du langage L est dénoté par “Fml(L)”. Les demi-crochets de Quine sont utilisés pour parler de

"Les phrases atomiques sont souvent appelées “phrases variables”, pour indiquer qu’elles sont considérées comme variables
dans les schémas d’inférence. Puisque nous introduirons plus tard (dans le chapitre 8) les variables (souvent appelées “variables
individuelles”) de la logique des prédicats, qui sont d’un autre type (elles peuvent, par exemple, étre liées par des quantificateurs
etc.), jévite cette dénomination trompeuse.
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toutes les formules ayant une forme particuliére.” [(h¢) [Z]lpar exemple, est un nom pour une formule
arbitraire qui consiste en une parenthése, un signe de négation, une phrase (simple ou complexe) et
encore une parenthese : “(—p1)”, mais aussi “(==p1)” et “(=(po [14))” en sont des exemples.>

Pour rendre nos formules plus faciles a lire, nous adoptons les conventions suivantes :

3

— “=” relie son argument plus fortement que “ Zdt “ [:lquand il préceéde une seule proposition,
le connecteur “~” sera donc écrit sans parenthéses. Au lieu de “~(p) [=lp [§)”, nous écrivons
donc “=p [=[p Cq)”.

— Pour des occurrences répétées de “ ["dt “ [, bn adoptera la convention “groupement a gauche”:
les parenthéses qui se ferment vers la gauche sont implicites. Nous écrivons donc “(p CodLr)”

« 9
pour “(p LY CEY.
— Les parenthéses extérieures (qui ne sont ni précédées ni suivies d’'un connecteur) sont implicites.

Au lieu de “(p Cq)”, nous écrivons “p Q1.

3

On peut omettre davantage de parenthéses en donnant des priorités aux connecteurs, dans I'ordre
suivant : “ 7, 57, “ 27 23", Ainsi,“—p [P correspond a “(=p) Lo “(p g 1) « (—p [=4) [
a“((p Lg) - 1)) « (((-p) L)) CEY etc.

Nous pouvons également définir ce qu’est une théorie :

Définition 4. Une théorie est un ensemble (fini ou infini) de formules propositionnelles.

Nous abrégeons des théories par “Thy”,“Thy” etc. Pour ne parler que d’'une seule théorie, nous utilisons
“Th”. Notons qu’une théorie Th peut avoir un seul membre, p.ex. Th = {¢}, ou étre vide Th = []

Notons que ces définitions étaient purement syntaxique : nous n’avons fait aucune référence aux
significations ou valeurs de vérité des formules propositionnelles. Nous avons seulement considéré
leur forme et la maniere dont elles sont construites a partir des phrases simples.

Lavantage d’une définition syntaxique rigoureuse de notre langue est qu’elle nous permet de revenir sur
la question d’interdéfinissabilité des connecteurs. Nous avons déja vu de quelle maniére nous pouvions
définir “ [dn termes de “ [Zdt de “=” grice aux lois de Morgan. Nous allons a présent avoir un résultat
plus radical : il est possible de définir tous les connecteurs binaires a partir d’'un seul. Mais pour y
parvenir, nous devons d’abord élargir (temporairement) notre langage.

Considérons le connecteur “|”, appelé “barre de Sheffer” (“Sheffer’s stroke”) (Scheffer 1913). Il est défini
par la table de vérité suivante :

¢ Y| My
vV V F
V F V
F Vv V
F F %

On voit que (@)Y Créprésente la ‘non-conjonction’ de @ et de Y ; [@]P [xkut dire que @ est incompatible
avec |, et qu'au moins l'une de ces deux formules (peut-étre les deux) est fausse.“|” correspond donc,
comme signe du langage-objet, a la relation métalinguistique de contrariété; [@]Y Cdst équivalente
(sémantiquement) a Cek a [=(e Q)L

Ajoutons “|” a notre langue de la maniére suivante.

?De maniére encore plus mathématique, la définition (3) stipule que 'ensemble des formules bien-formées FmI(L) soit
“fermé” sous certaines opérations, a savoir la négation, la conjonction, la disjonction et I'implication : si @ et ) appartiennent
a Fml(L), alors il en va de méme pour toutes les formules que nous pouvons obtenir de @ et P par les opérations de négation,
conjonction, disjonction et implication.



72 4. Laméthode axiomatique

Définition 5. Soit. L la langue définie par les définitions (2) et. (3). Nous construisons une langue L =dn.
ajoutant a (2) la clause

= “|” Cest incompatible avec”)
et en ajoutant a (3) la clause

— 8¢ @ et. Y sont des formules propositionnelles, alors L(Q|Y) Lest une formule propositionnelle.

Nous pouvons montrer que dans L tous les autres connecteurs sont définissables a partir de “|” :

=1 1 Lo
(@ Q] T [y (elw) ]
[ 1 10 [dele)| (W) LI
lpl- 1 010 [@|(w]w)
(@ I 010 e[ (Ww)) | ((@lo)[w)) | (Wiele)) | (WIw)|e) ]

Ces définitions sont ‘correctes’ dans le sens qu'il s’agit réellement d’équivalences sémantiques ; c’est-a-
dire que les formules a droite du signe de définition ont la méme table de vérité que celles de gauche,
ce qui garantit leur intersubstituabilité dans tous les contextes extensionnels

4.3 Unpeud’histoire

La logique classique moderne, telle qu’elle est enseignée dans ce cours, repose sur les travaux de
Gottlob Frege (1848-1925), mathématicien et philosophe allemand de la deuxiéme moitié du 19éme
siecle. Frege a observé que les raisonnements des mathématiciens de son temps étaient ‘intuitifs’ dans
le sens ou ils utilisaient des connecteurs ‘logiques’ (“donc”,“il s’ensuit que”,“par conséquent” etc.) pour
marquer les différentes étapes de leurs raisonnements sans pour autant étre capables d’en donner une
justification méticuleuse. Ils sautaient, pour ainsi dire, des étapes. Le probléme que pose cette méthode
de ‘raccourcis’, bien qu’elle soit certainement pratique dans I'enseignement des mathématiques et
inévitable dans la vie mathématique de tous les jours, est qu'il est tres difficile, lorsqu'une preuve
n’aboutit pas ou qu'un résultat paradoxal est obtenu, d’identifier 'endroit exact ol le raisonnement
prend la mauvaise route et ou l'erreur a été commise. En insistant sur le fait que les raisonnements

“«_»

3En fait, il suffit de montrer la définissabilité de “=” et de “ dn termes de “|”. La définissabilité des autres s’ensuit alors
comme suit :

il 11 S(-e =) ]
C T I @)W IWNIA@IIWIWN) | (el I (WIWNI(@le)(WIW))) L
[pl- 0 11 e =)
SO TIWIDIIWIw)) | (@l @lwNI(@l(Wwlw)))
[ple w0 O 11 04 - ¢) LW - @)1
SO @I DI @IWI)) | (el (WIwNI(@l WD) |
(WIeloNIWICeloN) | (WICeloNIWI(el®))) ) |
CURIWIENI@IWIW) | ((@IWIWNI(eIWIW))) |
(WIeloNIWICel9) | ((WICeloNI(WI(el®))) )T
Il est clair que les équivalences non-abrégées pour I'implication et 'équivalence sont parfaitement illisibles et qu'une logique
qui n'opérerait qu’avec la barre de Sheffer serait impossible a pratiquer (et difficile a enseigner). Son importance réside dans le

fait que 'on puisse définir la négation et la conjonction a partir de “|” — la définissabilité des autres connecteurs s’ensuit, puisque
tous les autres connecteurs sont eux-mémes définissables a partir de “~” et “ 1
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en mathématiques devaient étre sans lacunes, tels que chaque assertion s’ensuive logiquement des
précédentes, Frege a développé, dans son “idéographie” (Frege 1879),# ce qui est aujourd’hui considéré
comme la logique classique, propositionnelle et des prédicats.

Frege n’était pas le seul, mais le plus méticuleux, des pionniers des mathématiques modernes. Litalien
Giuseppe Peano (1858-1932) et 'américain C.S. Peirce (1839-1914) en sont d’autres.’ Frege utilisait une
notation bi-dimensionnelle qui, bien qu’elle ait eu certaines avantages, s’est avérée trop compliquée
par la suite. Pour une implication matérielle “p - ”, Frege écrivait, par exemple, la formule suivante :

T,
p
La formule commence par un trait vertical, appelé ‘trait de jugement’, qui signifie que I'implication
est non seulement entretenue ou supposée, mais également affirmée® Le trait horizontal suivant est

appelé ‘trait de contenu’. Il indique que la formule qui suit exprime une phrase sensée, a savoir un
contenu susceptible d’étre soit vrai, soit faux.

Mis a part la notation bi-dimensionnelle de Frege, il y a la notation ‘algébrique’ de George Boole (ot

la négation “~p” est exprimée par une barre “p”®

permet de supprimer toute ponctuation sans risquer 'équivoque.? Aujourd’hui on utilise généralement

et la notation dite ‘polonaise’ de Jan Lukasiewicz, qui

4Le développement d’une notation formelle de la pensée est une tentative de réaliser I'idée de Leibniz d’une langue caracté-
ristique universelle. Sur son histoire, cf. Barnes (2002).

SFrege avait, bien siir, d’autres prédécesseurs, notamment les deux mathématiciens anglais, George Boole (1815-1864),
Pinventeur de l'algebre Booléenne et Auguste de Morgan (1806-1871), qui a été le premier a remarquer que la logique d’Aristote
était incapable de justifier les inférences basées sur des propriétés de relations (par exemple l'inférence de “Sam aime Marie”
a “Sam aime quelqu’un” et a4 “Marie est aimée par quelqu’un”) et en a développé une logique. S’inspirant du raisonnement al-
gébrique, Boole a classifié les connecteurs propositionnels d’aprés leurs effets sur des classes. Cette “algébre de la logique” fut

perfectionnée par Jevons, Venn, Schroder et Whitehead.

OWittgenstein, dans le Tructatus, a accusé le 'trait de jugement’ d’introduire un élément étranger au formalisme : d’aprés lui,
la logique ne s’occupe point de la question de savoir si ses phrases sont affirmées ou non. Frege avait argumenté qu'il était
nécessaire de considérer toutes les prémisses comme affirmées pour distinguer le discours scientifique (qui cherche a découvrir
des vérités, y inclut les vérités logiques) du discours tenu sur sceéne, Wittgenstein (1921: §4.442) a avancé que les acteurs, pour
convaincre leur public, utilisaient eux-aussi le trait de jugement.

7Pour un exemple plus compliqué de la logique des prédicats (théoréme 71 de la Begriffsschrift) :
F— F)

f(x,y)
F ()

F@
(b, a)
F(b)

FO)
f(x.y)
a F@@)
f(x,a)
Dans notre notation (future), ceci est équivalent a la formule ([A{f(x,a) — F(a)) - (F(X,y) - F())) - (F (b)) -
tagf(b,a) -~ F(@)) - (FO) - (F(xy) - F())))
8Cette notion permet une formulation trés élégante des lois de Morgan comme ‘loi d’élimination des barres doubles’ :
g O] O Qg g

@] [ g L]

9Dans la notation polonaise, les connecteurs sont représentés par des lettres qui précédent immédiatement ce sur quoi
ils portent. Copérateur principal est donc toujours placé en téte. Si “N” représente la négation, “A” la disjonction, “K” la
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“»

un composé de la notation de Peano (qui contenait un simple point “.” pour la conjonction) et celle
des logiciens et philosophes anglais Bertrand Russell et Alfred North Whitehead (qui utilisaient “ 1

]

pour 'implication matérielle et pour 'équivalence matérielle ; la fleche “ - ” vient de Hilbert).

Méme si Frege a été le philosophe-mathématicien le plus important a sortir la logique du dogmatisme
aristotélicien et a la libérer du paradigme stérile de la syllogistique qui I'avait dominée pendant plus de
deux mille ans, ses travaux n’ont pas été reconnus durant sa vie. C’est 'oeuvre volumineuse Principia
Mathematica de Russell et Whitehead (Russell et Whitehead 1910) qui mit sa contribution en lumiére.

Deés le début du développement d’une logique capable de formaliser les raisonnements des mathéma-
ticiens, elle a été utilisée pour 'axiomatisation de I'arithmétique (cf. Frege (1884) et Dedekind (1888)).
Les deux volumes des Grundgesetze (‘lois fondamentales de l'arithmétique’), Frege (1893) et Frege
(1903)) ont achevé ce travail. Ce qui n’était jusqu’a la fin du 19¢me siécle qu'une étude de certaines
entités élusives qu’on appelait des ‘nombres’ est alors devenue une science, fondée sur une base solide.
I1 était finalement possible de donner des réponses a des questions aussi fondamentales que “qu’est-ce
qu’ un nombre ?”, “sous quelles conditions “n” (p.ex. : “2+2”) et “M” (p.ex. : “4”) dénotent-ils le méme
nombre ?”,“en quel sens les nombres naturels font-ils partie des nombres rationnels ?”, etc.

En dérivant les théorémes mathématiques d’axiomes purement logiques, par des preuves qui suivent
des regles d’inférence logiques, Frege avait une motivation philosophique dans son projet de poser les
mathématiques sur une base logique. Contre Kant, il voulait montrer que les phrases mathématiques
n’étaient pas synthétiques : Kant, dans sa Critique de la Raison Pure (Kant 1781 1787), affirmait que les
mathématiciens dérivent leurs connaissances de la construction de concepts, c’est-a-dire de l'intuition
qui leur est donnée « priori, indépendamment de la perception. Contre Kant, Frege maintenait que les
mathématiques étaient aussi analytiques (et a priori) que les lois logiques dont ils peuvent étre dérivés.
Cette position en philosophie des mathématiques, qui congoit les mathématiques comme réductibles
alalogique, a recu le nom de ‘Jogicisme .

C’était dans le premier volume des “lois fondamentales de I'arithmétique” (Frege 1893) que Bertrand
Russell (1872-1970) a découvert ce qu'on appelle aujourd’hui le ‘paradoxe de Russell’. Russell, dans une
lettre écrite a Frege en 1902, a remarqué que les axiomes que Frege avait donné pour I'arithmétique
(en particulier son fameux axiome V qui dit que toute condition (prédicat) détermine un ensemble)
permettaient la formation de 'ensemble de tous les ensembles qui ne se contiennent pas eux-mémes.
Il en dérivait une contradiction, montrant ainsi que les axiomes de Frege ne pouvaient pas tous étre
vrais.

Un ensemble tel que {X | X est un nombre naturel } ou {X | X est une vache suisse } ne se contient pas
lui-méme, puisqu’un ensemble n’est pas un nombre ni une vache suisse. Un ensemble tel que {X | X
est un ensemble }, cependant, est. un membre de lui-méme. Pour dériver le paradoxe, construisons
maintenant I'ensemble de tous les ensembles qui ne se contiennent pas eux-mémes et appelons-le “a” :

a = {x|xIx}

Nous pouvons maintenant formuler la question de savoir si a se contient lui-méme, c’est-a-dire sia [al
Aucune réponse cohérente a cette question ne peut étre donnée :

Rx Sia se contient lui-méme (a [}, alors a satisfait la condition qui définit cet ensemble : alors a
est 'un des ensembles qui ne se contiennent pas eux-mémes (c’est-a-dire que a est un ensemble
X tel que X MXN Alors il ne se contient pas lui-méme.

R2 Si, a l'inverse, @ ne se contient pas lui-méme (a [[a), alors a satisfait la condition de ne pas se

conjonction et “C” I'implication,“—p Cgldevient “ANpg”,“—(p Co¥” devient “NApg”,“((p Co) =) - —(p L)’ devient
“CKCAparNrNApg” (ce qui se ‘décompose’ en “C(K(C(Apg)r)Nr)(N (Apq))” sans univoque) etc.
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contenir lui-méme (c’est-a-dire que a est un X tel que X [IX); comme cette condition définit
quels ensembles appartiennent a a, alors a se contient lui-méme.

Nous obtenons alors une preuve de 'assertion suivante :
alal [I11alal

a se contient lui-méme si (R1) et seulement si (R2) a ne se contient pas lui-méme. Il s’agit d’une
contradiction. On peut donc inférer, par réduction a I'absurde, qu’au moins une des prémisses des-
quelles la contradiction a été inférée doit étre fausse. Comme ces prémisses étaient les axiomes du
systeme de Frege, la contradiction a montré que ces axiomes ne pouvaient pas tous étre vrais.

Frege a été anéanti par cette découverte de Russell ; il a essayé de rectifier son systéme dans le deuxiéme
volume des Grundgesetze (Frege 1903) (Frege’s Way Out’), mais il n’en était pas satisfait. Par la suite,
il a abandonné son logicisme et en fut affligé jusqu’a sa mort.”° Ses changements ont été attestés
inadéquats par Lesniewski en 1938 (cf. Quine 195%).

Une conclusion qu’on tirait du paradoxe de Russell était que certains ensembles sont trop ‘grands’ pour
pouvoir appartenir a d’autres ensembles : les ensembles ne peuvent pas tous étre membre d’autres
ensembles. La théorie des ensembles, développée a la fin du 19éme siecle par le mathématicien Georg
Cantor (Cantor 1883), a dii reconnaitre ce qu'on appelle des “classes propres”, c’est-a-dire des entités
qui, comme les ensembles ordinaires, contiennent des membres, mais qui ne peuvent pas eux-mémes
étre membres d’autres ensembles. Mais comment les exclure ?

Russell et Whitehead, dans les Principia Mathematica, ont développé ce qu’on appelle une théorie
des types. De maniére analogue a la distinction entre langage-objet et métalangage, ils attribuaient a
chaque expression un ‘type’ de la maniére suivante : Les choses qui ne sont pas des ensembles sont du
type 0, les ensembles qui ne contiennent que des choses qui ne sont pas des ensembles sont du type 1,
les ensembles qui ne contiennent que des entités du type o et 1 sont du type 2 etc. Ils stipulaient qu'une
expression de la forme “x [y In’est bien formée que si I'entité dénotée par “X” est d’'un type inférieur au
type de 'entité dénotée par “y”, excluant ainsi I'auto-référentialité dans “a [al qu’il voyaient comme
source du paradoxe.

Un autre approche consistait dans une théorie axiomatique. Le mathématicien Ernst Zermelo (1908)
a formulé des axiomes pour la théorie des ensembles, de maniere a ce qu’ils ne permettent pas de
construire le paradoxe de Russell. Il était donc possible de remplacer la notion intuitive d”ensemble’
(une sorte de collection d’objets dans laquelle on fait abstraction de tout ce qui leur est particulier) par
une définition rigoureuse : on appelle “ensemble” tout ce qui satisfait les axiomes d’une certaine théo-
rie Th, appelée “théorie des ensembles”. La notion intuitive (et ‘sémantique’) a donc été remplacée par
une notion purement structuraliste (‘syntaxique’).”” Impressionné par Frege et par son développement
d’une notion purement syntaxique de preuve dont la correction peut étre vérifiée mécaniquement,

T Certains philosophes ont tenté de réanimer le logicisme au cours de ces vingt derniéres années en développant l'arithmétique
sur la base d’'un axiome plus faible que le fameux axiome V de Frege, a savoir le ‘principe de Hume’. Le principe de Hume
dit que deux concepts déterminent le méme nombre si et seulement si les choses dans leurs extensions se trouvent dans
une correspondance bijective : “cofiteau sur la table” et “fourchette sur la table” sont équinumériques (déterminent le méme
nombre) ssi pour toute fourchette, il y a un coliteau sur la table, et vice versa. Lintérét philosophique de ce projet porte alors sur
la question de savoir en quel sens le principe de Hume mérite d’étre appelé “principe logique” (cf. Wright 1983; Hale et Wright
2000).

Pour mieux comprendre 'approche ‘structuraliste’, considérons les axiomes de Peano pour 'arithmétique qui stipulent que
les nombres naturels constituent une ‘progression’ : o0 est un nombre naturel, et tout ‘nombre successeur’ (“+1”) d’un nombre
naturel est un nombre naturel. Le probléme avec ces axiomes est que mis a part la série que nous reconnaissons intuitivement
comme celle des nombres naturels, a savoir [0} 1, 2, 3, 4, ... [beaucoup d’autres ‘progressions’ les satisfont, par ex.les nombres
paires [0} 2, 4,6, ... [CDans ce cas, un structuraliste défendrait la position selon laquelle nous n’avons aucune raison d’attribuer
le nom de “nombres naturels” a la premiére progression sans attribuer a la deuxiéme.
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le mathématicien allemand David Hilbert (1862-1943) a fondé une école de philosophie des mathé-
matiques, aujourd’hui appelée “formalisme”. Le formaliste considére les mathématiques et la logique
comme des manieres de manipuler des symboles en suivant certaines régles. Les mathématiques que
les réalistes prennent pour une science d’une réalité abstraite et éternelle d’objets mathématiques sont
considérées par les formalistes comme une activité linguistique.

Le formalisme fut fortement influencé par le développement de différentes géométries. Kant pensait
que la géométrie euclidienne était la science de I'espace et qu'elle était présupposée par tous nos
jugements spatiaux. En fait, beaucoup de nos jugements en géométrie sont basés sur la perception, et
ses axiomes (comme, par exemple, le s¢éme axiome d’Euclide qui dit que par un point a@ donné extérieur
3 une droite d donnée, il ne passe qu'une seule droite paralléle a d) semblent évident. Pourtant, au
cours du XIX-eme siécle, Lobachevsky notamment avait réussi a construire des géométries sans cet
axiome. On découvrait qu’en dehors de la géométrie euclidienne, il existait d’autres systémes d’axiomes
non équivalents, mais qui traitaient également de notions ‘géométriques’ comme “point”, “ligne”,
“parallele” etc. Comme ces systémes d’axiomes étaient également consistants, la question se posa de
savoir si ces différents systémes étaient des théories rivales portant sur le méme domaine, en donnant
une description soit vraie soit fausse d’'une réalité indépendante ou s’il s’agissait plutot de différents
langages qui définissaient leurs notions de maniere implicite et ne se trouvaient pas en désaccord.
Les formalistes ont pris la deuxiéme voie et ont décidé de considérer les mathématiques comme
construction de systémes formels qui définissent eux-mémes le domaine dont ils parlent. Hilbert
défendait la position selon laquelle il n’existe pas de contenu intuitif 4 “point”, “ligne”, “parallele”
etc. mis a part des significations que les définitions purement structuralistes leur attribuaient dans le
cadre d’'une géométrie axiomatique (cf. Hilbert 1899).

Hilbert a fondé les métamathématiques, une science qui utilise les outils et les méthodes de la logique
et des mathématiques ordinaires pour parler des systemes formels. Au lieu de développer telle et
telle axiomatisation d’'un domaine mathématique (comme la logique propositionnelle, des prédicats,
Parithmétique ou la géométrie), les métamathématiques étudient de telles axiomatisations et essayent
d’en établir des propriétés telles que la consistance, la complétude, la décidabilité etc. Hilbert a formulé
un programme de ‘méta-mathématisation’ des mathématiques en 1920. Ce “programme de Hilbert”
essayait de montrer que la totalité des mathématiques pouvait étre déduite d’un system d’axiomes et
démontré étre consistant.

Cependant, ce programme fut heurté par 'annonce d’une découverte historique du jeune logicien
autrichien Kurt Gédel qui, en 1931, 2 démontré 'incomplétude de arithmétique (Godel 1931). Godel
démontrait que tout systéme formel consistant et susceptible de formaliser en son sein 'arithmétique
des nombres entiers, est incomplet. Autrement dit, il permet la formulation d’une formule qui — d’apreés
le systéme — exprime une phrase vraie mais qui ne peut pas étre démontrée dans ce systéme. Nous
reviendrons sur cette découverte au chapitre 15 (p. 227 et suivantes).

En lien avec le paradoxe de Russell, d’autres problémes, des ‘paradoxes sémantiques’ tels que le ‘para-
doxe du menteur’, ont également été soulevés :

(M) (M) est une phrase fausse.

(M) est une phrase qui s’appelle “(M)” et parle donc d’elle-méme. Si (M) est vraie, alors elle est ce
qu’elle dit, alors elle est fausse. A P'inverse, si (M) est fausse, alors elle est ce qu'elle dit, alors elle vraie.
On a donc une preuve de la contradiction suivante :

(M) est vraie L1171 (M) est fausse.
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Il semblait donc qu'un prédicat aussi fondamental que “... est vrai” est contradictoire. En 1936, le
logicien et métamathématicien Alfred Tarski (1933), issu de la fameuse école polonaise de logique
(Twardowski, Lukasiewicz, Adjukiewicz, Kotarbinski, Lesniewski), est parvenu a donner une définition
non-contradictoire de “... est vrai”, en faisant la distinction entre langage-objet et métalangage. Ce fut
le début de la sémantique systématique.”

Outre le logicisme de Frege et le formalisme de Hilbert, une troisieme tradition en philosophie des
mathématiques a émergé au début du 20¢me siécle, a savoir Uintuitionnisme. du logicien hollandais
Lutinez Egbertus Jan Brouwer (1881-1966). Brouwer (1918) et son étudiant Arendt Heyting (1956)
adhéraient a une philosophie constructiviste qui rejetait les preuves non-constructives. Un exemple
d’une preuve non-constructive est une preuve qui démontre une disjonction [QI I shns pour autant
montrer lequel des disjoints est vrai.?® Les intuitionnistes ont également rejeté le principe du tiers
exclu. Ce rejet était justifié par leur interprétation de la disjonction : prouver que p Q) pour les
intuitionnistes, veut dire prouver soit que p soit que ( : nous ne pouvons pas prouver une disjonction
sans prouver au moins un des disjoints. Ils ont également donné une interprétation ‘prouvabiliste’ a
la négation ; prouver que —p, c’est prouver qu’on ne peut pas prouver que p. Cest pour cette raison
qu’ils rejetaient le tiers exclu : il existe de nombreux cas dans lesquels on n’arrive ni a prouver que p
ni a prouver que —p. Lécole des intuitionnistes a donc développé sa propre logique (la logique dite
‘intuitionniste’), dans laquelle [@] [est pas un théoréme.

Au centre de cette grande renaissance que la logique et les mathématiques ont connues entre 1879 et
1931 se trouvaient donc les notions que I'on discutera par la suite : la distinction entre la syntaxe et la
sémantique, les notions purement syntaxiques d’un calcul (un systéme axiomatique) et d’'une preuve
(un raisonnement a 'intérieur d’un tel systéme).

4.4 Ce qu’estun calcul

Si on entend par “logique” un ensemble de phrases considérées comme valides (par rapport a cette
logique) ou une relation de conséquence sémantique particuliére, un calcul est un systéme formel qui
axiomatise cet ensemble de phrases ou cette relation de conséquence. Une telle axiomatisation consiste
en la différentiation de deux types de phrases : d'axiomes et de théorémes — telles que les théoremes
peuvent étre déduits des axiomes. Les axiomes forment le noyau de la formalisation ; typiquement,
ils postulent que la relation de conséquence a certaines propriétés particuliéres. Les théorémes nous
permettent d’évaluer la qualité d’'une axiomatisation particuliére ; ils sont des phrases dérivées du calcul

>Nous retournerons au paradoxe du menteur a la p. 227.

3Une telle preuve est celle que I'on a déja rencontrée dans la premiére legon (p. 12) :

Théoréme 6. 1]y a des nombres transcendants <=/ non-rationnels) a et. b tels que P est rationnel.

.1 . 5 2 o . o .
Preuve Considérons le nombre réel ¢ := 2 “. Soit ¢ [ soit ¢ Qe principe du tiers exclu). Dans les deux
cas, il y a des nombres transcendants a et b tels que aP est rationnel.
v V.

= = > 5 2
L. c CQ Alorsa ;= 2eth := 2 comme 2 est transcendant. a® = 2 = C est, sous cette
supposition, un nombre rationnel.

= - v Vs Vo
2. Cglll Blorsa:=cetb:= 2(et 2sont transcendants sous cette supposition). ab=( 2 2) 2=
( 2)( 2 2 =( 2)2 =2 est un nombre rationnel.

Nous concluons, par la régle d’inférence qu’on appelle “élimination de la disjonction” (cf. p. 112), que l'affirmation
est prouvée. 1

Cette preuve ne nous fournit pas des nombres transcendants spécifiques a et b tels que a° soit rationnel. Elle montre qu'il
doit y en avoir, sans pour autant nous en fournir d’exemplaires particuliers. C’est pour cette raison-ci qu’elle est appelée “non-
constructiviste”: elle ne nous permet pas de ‘construire’ des nombres concrets qui prouvent 'affirmation.
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al'aide des régles d’inférence permises dans ce calcul.

Le calcul, lui aussi, n’est rien d’autre qu’un ensemble de phrases ; c’est une entité purement syntaxique,
comme une langue, et comme une langue il est construit a I'aide d’'une définition récursive — a la
différence qu'il ne s’agit pas d’une définition de “formule bien formée” (cf. p. ??), mais d’'une définition
de “théoréme”. Les axiomes correspondent aux phrases atomiques (= la ‘base’ de la récursion) et les
théorémes aux formules bien formées :

Définition 7 (Calcul). Un calcul est un ensemble de formules propositionnelles déterminé par un ensemble
de formules propositionnelles qui sont appelées ‘axiomes” et des régles d'inférence. Un élément de cet ensemble
est appelé “théoréme”.Ce quest un théoréme est déterminé par la définition récursive suivante :

— Tout axiome est un théoréme.

= Une formule propositionnelle obtenue par lapplication d’une régle d'inférence a des théorémes est un.
théoréme.

— Rien dautre nest un théoréme.

On peut dire qu’un calcul est un ensemble de formules généré par les régles d’inférence sur la base des
axiomes."* Les régles d’'inférence sont des schémas d’inférences ayant la forme suivante :

@ 7(P.UJ-EX,---

Les formules @, g, X, ... sont appelées “‘prémisses” de la regle d’inférence, la formule & “conclusion”. A ce
stade, il nest pas requis que ces régles d’inférence soient valides ou que ces prémisses soient vraies.
Il ne s’agit pas ici de notions sémantiques, mais d’'une pure manipulation syntaxique de symboles.”
Une regle d’inférence nous permet de ‘générer’ des théorémes a partir des axiomes : dire que (1),
par exemple, est une régle d’'inférence d’un certain calcul, est dire que toute formule & obtenue en
remplacant @, ) et X par des théorémes du calcul est un théoréme.

Pour dire qu'une formule propositionnelle @ est un théoréme d’un calcul particulier HC, nous écrivons
“HC @ “ [ Jon I'a dit, représente la relation de déductibilite. : “HC L@ veut dire que @ peut étre
déduite des axiomes du calcul HC — c’est a dire qu’il y a dans HC une preuve dont @ est la conclusion.
Mais qu’entendons-nous par cette notion de ‘preuve’?

4.5 Lanotionde preuve

La notion syntaxique la plus importante de la logique est celle de preuve. Ce fut en clarifiant la notion
de preuve que Frege a apporté sa contribution la plus importante au développement moderne des
mathématiques et de la logique. Une preuve est une séquence de formules bien formées qui satisfait
quelques critéres purement syntaxiques.

Une preuve est relative a un certain calcul. Une séquence de formules propositionnelles est une preuve
d’un certain calcul si elle ne consiste qu'en : soit (i) des formules qui sont des axiomes, soit (ii) des
formules pouvant étre obtenues en appliquant une régle d’inférence a des formules qui la précédent
dans la séquence.“HC @ signifie qu’il y a une preuve, dans HC, dont @ est la conclusion : il y a une

14]1 s’agit 2 nouveau d’une condition de ‘cléture’ d’'un ensemble telle que celle que nous avons recontré dans lan.2 ala p. 71

5Cependant, pour que le calcul soit correct. par rapport a une sémantique particuliére, il est requis que les axiomes soient
des tautologies et que les régles d’inférence soient valides. Nous reviendrons sur cette question (de la correction du calcul) par
la suite (cf. par ex. p. 129)
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séquence de formules dont @ est le dernier membre et qui ne contient que des axiomes de HC ou des
formules obtenues par les régles d’inférence propres a HC.

On peut inférer ou déduire des phrases non seulement a partir d’'un calcul, mais aussi a partir d’'une
théorie. @ peut étre inférée d’une théorie Th par rapport a un calcul HC si on peut construire, en
appliquant des regles d’inférence de HC aux membres de Th et aux axiomes de HC, une preuve qui a @
comme conclusion. La théorie en question peut alors étre congue comme un calcul élargi par d’autres
axiomes. Nous avons ainsi une définition ’officielle’ de preuve :

Définition 8 (Preuve dans HC). Une preuve, dans un calcul HC et a partir d’une théorie. Th, est une
séquence finie de phrases [Qh, ... On[Belle quon a,pour tout.ientre Let.n (1 <i<n)que HC CTh [

{01,...,0i-1} Cq.

Etant donné que la théorie Th en question peut étre vide, cette définition nous fournit aussi la notion
de preuve dans un certain calcul HC.

Il est important de noter qu'une preuve est toujours une séquence finie. de formules. Une preuve, étant
une séquence de formules, constitue un discours réalisable en principe par un logicien, mathématicien
ou philosophe humain (donc ayant une période de vie finie). Nous pouvons maintenant définir le signe
“ eprésentant la relation de déductibilité :

Définition 9 (Déductibilité dans HC). Si HC est un calcul, Th une théorie et. @ une formule propo-
sitionnelle, nous définissons “HC L_Th ["1¢” (quel que soit le nombre naturel N N) par induction.
mathématique sur les nombres naturels :

— SiQest un axiome de HC, alors HC [CTh [™1p pour tour.n [NI

— Si Q@ est un membre de Th, alors HC [CTh [™p pour tour.n [NI

— 87 nous avons HC [CTh ™M i (@vec M <) pour toutes les prémisses P d'une régle d’inférence de
HC, alors HC TTh [ pour la conclusion. @ de cette régle d’inférence.

Le nombre n dans “ (™ nous indique la longueur de la preuve® “HC CTh [™1p” veut dire qu'il existe,

dans HC et a partir de Th, une preuve de n étapes de @. (1) et (2) dans la définition (9) signifient qu'a

n’importe quelle étape, on peut considérer les axiomes et les phrases de la théorie comme prouvés

(ils ont une preuve ‘de longueur 0’). (3) nous permet de prouver une phrase qui s’ensuit par une régle

d’inférence de phrases prouvées a des étapes antérieures. Nous écrivons “HC [CTh L[@” pour dire

quil y aun n [N tel que HC [CTh ™M@ (qu'il y a une preuve d’une certaine longueur). Voici un
» o«

exemple : la séquence des trois phrases [p - q” ,“p” ,“q” Cést une preuve relative a une théorie
Th={p - 9”,p”} et un calcul HC qui reconnait #odus ponens comme régle d’inférence :

HC [p - ¢7,“p"} 2B ~ g
HC CEIp - ¢”“p’} b
HC l:{iclp N q»,“p»} ﬂ

Dans les deux premiéres lignes, nous appliquons les conditions (1), (2) et la définition (9) : “p — g” et
“p” sont les deux membres de Th et nous pouvons donc les prouver ‘gratuitement’. Dans la troisiéme
ligne, nous réalisons la condition (3) : la régle modus ponens, appliquée aux deux premiéres lignes, nous
permet d’inférer “q”.

1] ne s’agit pas toujours de la longeur minimale : si nous avons HC [Th [2Tp, par exemple, nous aurions également
HC CTh 3, HC [CTh [ etc. Cette charactéristique correspond au fait que nous pouvons toujours ‘prolonger’ des preuves
en rajoutant des étapes superflues (par exemple des dérivations de “p — p”). Nous n’aurions pas, par contre, HC [CTh [Fp si
Th ={“p”,“p - q”} - parce que dans ce cas-ci la plus courte preuve possible (par modus ponens) aura deux étapes.
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On a utilisé dans la définition de “HC [Th [™1¢” une procédure de preuve trés commune en mé-
tamathématiques (ou métalogique), a savoir une preuve par induction (mathématique). Une preuve
par induction exploite le fait que les nombres naturels N forment une progression : on prouve, par
induction, que tout nombre N [Nla une certaine propriété F en montrant que le nombre o a cette
propriété et que, si un nombre N I'a, alors son ‘successeur’ N + 1 I'a aussi. On a donc montré par les
deux premiéres conditions que HC [Th [®7Ip si @ est un axiome ou un membre de Th et que si on
a HC [Th [™; pour toutes les prémisses Y d’'une inférence valide, on a HC [ Th [™1! @ pour sa
conclusion @."7

On voit que les notions de “calcul”, “axiome”, “théoréme” et “preuve” sont des notions purement
) b

syntaxiques : elles s’appliquent a des formules propositionnelles uniquement en vertu de leurs formes

et indépendamment de leurs significations ou valeurs de vérité.

4.6 Un calcul pour lalogique propositionnelle

Nous allons maintenant considérer une axiomatisation particuliere de la logique propositionnelle.
Cette axiomatisation consiste en une infinité d’axiomes — heureusement, beaucoup de ces axiomes
sont de la méme forme. C’est pourquoi nous donnons les axiomes comme schémas, ce qui veut dire que
toutes les formules propositionnelles de L ayant la méme forme que les formules qu'on énumere dans
la suite sont des axiomes de notre calcul HC.

Définition 10 (HC). Le calcul HC a comme axiomes toutes les formules de. L qui ont la forme d'un des
schémas suivants :

H, L@l - @1 réflexivité

H, @ -v) - (@-x-(@©@-x)d transitivité.

H, [ L - X) - (0 - (¥ - X)) conditionaliser [antécédent.
H, (@ - W -Xx) - (¢ D - )] augmenter lantécédent.
H, @l (¢ UYL introduire “Adroite
H o — (¢ LY ] introduire “ A gauche
H, [@-x - -x - (¢ LW - x)) ] alternative

Hg o @ - o éliminer “ U A droite
H (o [P - g1 éliminer “ A gauche
H, @ -y - (e-x - (- WEIH composition.

H, [ - ¥) - (=¥ - Q)] conversion.

H, [@ - (=¢ - Y)[J ex falso quodlibet.

H,, [ - (¢ L=h)) - -~ reductio ad absurdum.
H, [e -~ ¢) LA - 9)) - (¢ - YL introduire *<”

H, (@ - ) - (¢ - V) LM - @) éliminer “

H L] (I tautologie

Q, L(_p—l_’ l-IJl:I

La seule régle dinférence de HC est modus ponens MP :

7Nous rencontrerons encore quelques preuves par induction mathématique : elles ont toutes en commun qu’elle prouvent
1. qu'un certain caractéristique est possédé par un des membres de la progression (cette étape de la preuve est appellée
“base de I'induction”) ;
2. que le caractéristique en question est ‘hérité’ par les membres successifs dans la progression : si le N-i¢me membre
le posséde, alors le (n + 1)-iéme le posséde aussi (ce qui est appellé le “pas de I'induction”). Dans cette preuve, nous
supposons que la conclusion voulue est vraie de N (“hypothése de 'induction”) et la prouvons pour n + 1.
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MP signifie : si une implication matérielle [@l —» Y [Cdt son antécédent ¢ ont été prouvés, alors le
conséquent Y de cette implication matérielle peut aussi étre considéré comme prouvé.

Iy a plusieurs calculs équivalents pour la logique des phrases.® Celui que nous avons donné n’est ni
le plus court ni le plus simple, mais il est 4 mon avis 'un des plus pratiques pour obtenir des preuves.

Dire que ces axiomes sont des schémas signifie que toute phrase pouvant étre dénotée par 'un des noms
complexes donnés est un axiome du calcul : “p — p”, par exemple, est un axiome parce que cette phrase
complexe est de la méme forme que le schéma [@] - @[ Nous disons alors que la phrase complexe est
une znstance. du schéma. La phrase “(q ) - (q )" est un axiome parce qu’elle est de cette méme
forme (une instance du méme schéma),“(p (g C(@ -~ s)) - t) - (p C(lg (@ - S)) - t)” lest
aussi, et ainsi de suite."”On peut donc constater que HC contient une infinité d’axiomes. De la méme
manicre, les phrases “p « p”,“(p L) « (p L, “(p L LA ~ 8)) - 1) « (p L [(A - 3)) - 1)
sont des théorémes parce qu’ils peuvent, par MP, étre déduits des instances des schémas d’axiomes
H etH.

Léquivalence des différentes axiomatisations de la logique des phrases signifie qu’elles ne se distinguent
que par le choix de leurs axiomes : elles ont la méme régle d’inférence et se composent des mémes théo-
rémes. Opérer un choix parmi ces différents types d’axiomatisation est donc une question pratique,
indépendante de considérations purement logiques. Le fameux logicien francais Jean Nicod (duquel
I'Institut Nicod a Paris a tiré son nom) a montré que la barre de Sheffer permet la formulation d’'un
calcul équivalent 2 HC qui n’a qu’un seul axiome (cf. Nicod 1917-1920) :*°

[@IWX) | (GIEIR) [ (plw) | ((elp)I(@lp)))) L

8En 1879, Frege fut le premier 4 axiomatiser la logique propositionnelle et 4 fournir des régles formelles d’inférence. Bertrand
Russell a ensuite développé plusieurs calculs. Dans son article “The theory of implication” (Russell 1906), Russell a donné les
schémas d’axiomes suivants :

[l @[]

Q- (b ~ Y]

g - 9) - (@ - ~ (@~ Xx)]
g - W-x)-W-@©-x)d
G - ) - (~¥ ~ 9]

g - =) ~ —o[]
) e (e )

Dans les Principia Mathematica, Russell et Whitehead ont proposé :

g @) - o1

M- (o M

@ - (v Ce

@ )) - (v O )
[@ - x) - (¢ OM - (¢ )

Hilbert et Ackermann ont montré que 'axiome 4 n’était pas indépendant (c’est-a-dire qu’il pouvait étre déduit des autres). Un
autre systéme axiomatique est celui de Lukasiewicz :

1 @ - (W -Xx) - (@-x)HE
2 [Ql- (-e Y]
3 B9 -9) - o]

N AV A W A

[ N O

On voit alors qu'il est parfaitement possible qu'une phrase qui est un théoréme dans un calcul soit un axiome dans un autre.
Bien qu’ils se distinguent par leurs axiomes, ces calculs sont tous équivalents dans le sens qu’ils permettent la dérivation des
mémes phrases (et qu'ils ont en conséquence les mémes théorémes).

"Une autre maniére de formuler un calcul est de spécifier les axiomes utilisant des abréviations pour des phrases “p” et “q”
et d’'adopter une régle d’inférence supplémentaire de substitution. qui dit que tout résultat d’une substitution d’'une phrase par
une autre dans un axiome résulte aussi en un théoréme.

2°Wiajsberg et Lukasiewicz ont aussi établi chacun un systéme d’un seul axiome. Leurs systémes ont 'avantage supplémentaire
de ne contenir que quatre phrases différentes.
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Les axiomes que nous venons de donner dans notre calcul HC ne forment pas une axiomatisation
indépendante. Il serait possible de dériver certains de ces axiomes a partir des autres.

4.7 Les preuves dans et les preuves sur le calcul

Considérons quelques preuves dans ce calcul. Pour commencer, nous démontrons que la disjonction
est commutative, c’est-a-dire que toute phrase ayant la méme forme que “(p [Cq) - (q [p)” est un
théoréme :*'

® HC [pl- (q Cp) H,
(@ HC [gl- (q Cp) H_
G HCLCM- @O - (@~ @Cp) - (p g - (@ Cp)) H,
(4 HC LW - (a ) - ((p Cq) - (@ CP)) (MP) de (@) et (3)
() HC (p ) - (q Cp) (MP) de (2) et (4)

Nous énumérons les lignes de la preuve dans la colonne de gauche pour une référence future. Dans
la colonne de droite, nous indiquons soit le numéro du schéma d’axiomes dont la ligne en est une
instance, soit la régle d’'inférence utilisée et les lignes auxquelles elle a été appliquée. Dans la troisieme
ligne, par exemple, nous avons substitué X dans H7 par “q [P La difficulté principale avec les preuves
dans les calculs est de savoir quelles sont les formules qu’il faut substituer dans les schémas d’axiomes
pour étre ensuite capable de déduire la conclusion voulue avec MP.

Il est évident qu'une preuve comme celle de la commutativité de la disjonction est purement formelle :
il s’agit d’'une manipulation de symboles qui ne fait aucune référence a leurs significations. Nous au-
rions pu argumenter la commutativité de la disjonction d’une autre maniére : de maniére sémantique,
en considérant que la table de vérité donnée pour “ [ dtait symétrique et qu'on pouvait librement
échanger “p” pour “q” sans aucune altération dans la table de vérité,”> ou encore par un argument prag-
matique, en argumentant que 'usage du “ou” inclusif dans le langage ordinaire ne distingue pas I'ordre
des disjoints*? La preuve syntaxique est particuliére en ce qu’elle est une application complétement
mécanique de schémas d’axiomes et de regles d’inférence, application qui peut étre vérifiée par un
ordinateur. Etant donné que les schémas d’axiomes H, H et H stipulent un certain role pour le
signe “ [” ke signe s’applique a deux phrases quel que soit leur ordre respectif — peu importent les
autres aspects de sa signification.

Il n’est pas tout a fait correct, par conséquent, de dire que ce qu’on a prouvé par la preuve purement
syntaxique était ‘la commutativité de la disjonction’. Au sens restreint, tout ce qu’on a prouvé est que
toute formule [(¢p ) - (P C@))Cebst un théoreme du calcul HC. Parler d’une preuve a propos de
la disjonction., présuppose déja une certaine interprétation de ce signe “ [Z, fui n’est pas forcée par le
calcul, mais compatible avec lui. Jusqu'a maintenant, tout ce que nous avons pu dériver de HC a propos
de “[dst que quelque soit la relation signifiée par “ ["(kon interprétation), elle sera commutative.

Nous voyons qu'un calcul peut admettre différentes interprétations. Si ce n’était que pour I'axiome H,,
“ Cpourrait aussi signifier la conjonction. Les axiomes ne spécifient que des conditions nécessaires

*'Nous relacherons par la suite nos régles strictes sur 'usage des guillemets.“HC [pl [=p”, par exemple, est une phrase qui
appartient au métalangage (elle dit de la phrase “p [=p” qu’elle peut étre dérivée dans HC). Nous 'écrivons sans guillemets
pour ne pas trop nous compliquer la vie.

?2Les deux conditions sont équivalentes : échanger la premiére et la quatriéme ligne et la deuxi¢me et la troisiéme revient a
remplacer “p” par “q” et vice versa.

»3Ce dernier argument serait difficile a faire : il semble que les disjoints ne sont pas éhangeable dans “il gagne mille euro par
mois ou méme plus”, par exemple — un autre exemple qui montre a quel point nous ‘idéalisons’ le langage naturelle en logique.
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pour qu’une interprétation des symboles qu’ils contiennent soit admissible ou acceptable. Méme la
conjonction d’'un grand nombre de conditions nécessaires ne constitue pas toujours une condition
suffisante. Dans un tel cas, on dirait que le calcul HC n’a pas de modéle. unique, un modele étant une
structure mathématique (comme, par exemple, notre systéme de connecteurs propositionnels donné
par les tables de vérité) dont nous nous servons pour interpréter un calcul purement syntaxique.*# Les
axiomes restent indéterminés parmi différentes interprétations sans en spécifier une comme la seule
correcte.®

Puisque le raisonnement sémantique ‘par modeles’ nous est souvent beaucoup plus naturel que la ma-
nipulation purement syntaxique de symboles non-interprétés, les preuves dans les calculs axiomatiques
deviennent vite assez compliquées2® Pour une preuve plus compliquée, voici une démonstration que
“(-p Q) - (p - q)” est un théoréme :

@ HC [P (-p-0Q) H

@ HCL® - (-p - ) - ((p =h) - 0) H,

® HCLC(®LC=h) -q (MP) de (@) et (2)
(4)  HC Fp [p) - p H,

(5) HC [[GFpL[p) > —p H,

© HCLE-pLCP)-p)-(-pED) >-p) - ((-p[p) - (p=P) H,

>  HC C{-p Cp) - —p) - ((-p Cp) - (p [=h)) (MP) de (4) et (6)
(® HC [Ghp [P - (p =) (MP) de (5) et (7)
(99 HCL({-p[M - (C=h) - ((PE=h) - 0) -~ (P -0q) H,

(o) HC [{p [=p) - q) - ((-p ) - Q) (MP) de (8) et (9)
(1) HC [GFp [P - Q) (MP) de (3) et (10)
(2) HC CGhp L) - ) - (=p - (p - Q) H,

(3) HC[=Fp- (p-0) (MP) de (11) et (12)
(4) HCLWa ) - a) - (@~ (p-a) H,

() HCL{@I[P - q H,

@6 HCLg- (p -0 (MP) de (14) et (15)
7)) HCLGp-(P-0)-(@-CP-0) - (PR - E-0a) H

@ HCLCE@-(p-09)-((-pL@-(-01) (MP) de (13) et (17)
(t9) HC [CGhp @) > (p - Q) (MP) de (16) et (18)

On voit dans cette preuve que de nombreuses étapes intermédiaires sont nécessaires pour prouver des
phrases a premiére vue ‘triviales’ comme I'équivalence entre Ciek [l - Y [ Les huit premiéres
lignes, par exemple, servent a établir la commutativité de la conjonction ; 4 la ligne 11 on a 'équivalent
de l'affirmation que n'importe quelle phrase s’ensuit d’'une contradiction.

Notre exemple montre aussi qu'il est assez pénible de faire des preuves dans un calcul. Lutilité prin-
cipale de ces calculs ne réside cependant pas dans leur application pour faire des preuves, mais dans
le fait que ces preuves sont parfaitement mécaniques : pour tester, par exemple, que la preuve donnée
pour [(Gho ) - (¢ — ) LCekt correcte il suffit de vérifier que les instances des schémas d’axiomes

24 Linterprétation de “ "domme conjonction, compatible avec H,, poserait des problemes avec H 5 ¢t Hg, mais rien ne nous
garantit qu'il y aura toujours assez d’autres axiomes pour parvenir a une interprétation unique.

2Nous adoptons donc en logique un point de vue structuraliste (cf. p. 75) : aucun théoréme de la logique propositionnelle
saura distinguer une interprétation de “ _domme “ott” d’une interprétation qui lit “p Gl comme “p ou q et soit il pleut soit il
ne pleut pas”.

PEREEIL)

26C’est aussi pour cela qu'on a donné des noms aux différents schémas d’axiomes (comme “réfléxivité” pour Paxiome Hr) —
ces noms ne font pas partie du calcul ‘officiel’, mais nous servent a mieux retenir les schémas et a faciliter leur utilisation.
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en soient réellement des instances et que la régle MP ait été appliquée correctement — c’est un travail
qu'un ordinateur peut faire. Les calculs trouvent donc leur principale utilité dans la wérification. de
preuves.

Un autre point fort des calculs est qu’il est relativement simple d’établir des théorémes métamathé-
matiques qui prouvent qu’un certain calcul a une certaine propriété métamathématique. Un théoréme
métamathématique sur HC n’est pas un théoréme de HC, mais un théoréme obtenu par des méthodes
de preuves ‘ordinaires’ en mathématique qui parlent de. HC et en établissent des propriétés. En faisant
ces preuves, nous opérons dans un métalangage par rapport au langage de HC et nous mentionnons
ses formules.

Par exemple, nous pouvons prouver (dans le métalangage) que si HC peut prouver (dans le langage-
objet) deux implications matérielles telles que le conséquent du premier est antécédent du deuxiéme,
alors HC peut également prouver 'implication matérielle du conséquent du deuxiéme par 'antécédent
du premier (cf. 2 en bas). On peut également prouver que s'il y a deux preuves pour deux phrases, il
y aura aussi une preuve pour la phrase complexe qui est leur conjonction (cf. 3). La premiére preuve
établit la transitivité de la relation de déductibilité [dk HC, la seconde que I'on peut combiner deux
preuves dans une seule preuve.’’

Théoreme xx1. Soient.Q, P, X des formules propositionnelles :

) HCLC@E-y & HCLH-x =-C_HCLC@E- Xx*
3 HC C@ & HC C{ =-[CHC Cq@ [

PrEUVE
Preuve de (2) : Lantécédent de (2) signifie qu'il y a des nombres N1 et Ny tels que
HC (Mg - Y HC (MAy - X

Un des deux nombres Ny et Ny est plus petit que l'autre. Supposons que N1 < ny. Nous devons
démontrer qu'il existe un nombre N3 tel que

HC ™l - X

Par H,, nous savons que
HC {9 - ¥) - (W - X) ~ (® - X))

Avec (MP), nous pouvons donc dériver a partir de “HC Q- P
HC T (W - X) - (@ - X)

Avec (MP), nous dérivons a partir de ceci et de “HC J” ce dont nous avons besoin pour
prouver (2) :

HC Mg - x

*’Dans la lecon 3 (p. 64), nous avons établit un résultat similaire pour la relation sémantique | de conséquence logique. Nous
reviendrons sur ce parallélisme dans le chapitre 7.

*8Notez 'utilisation des signes “&” et “= IEIJppartiennent au métalangage.
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Preuve de (3) : Lantécédent de (3), “HC @& HC [1”, signifie qu’il y a des nombres n; et Ny tels
que

HC (Mg HC ™y
Supposons que Ny < ny. Nous devons démontrer qu’il y a un nombre N3 tel que
HC ™o [

Par H,, nous savons que

HC o O - (¢ CH

Par H ;> lous savons également que

HC (¢ L) - (¢ CW) — (¢ — (¥ ~ (¢ L))

En appliquant (MP) a ces deux théorémes, nous obtenons :

HC % - (¥ — (¢ L)

A partir de cette ligne et de “HC ®”, nous dérivons par (MP) :
HC 7 ¢ — (¢ [
A partir de cette ligne et de “HC ”, nous dérivons par (MP) :
HC ™" @ [
L1

Cette preuve n'est pas faite dans le calcul HC : elle explique comment nous pouvons manipuler des
preuves de ce calcul pour en obtenir d’autres. Elle établit ainsi un résultat en métamathématique :
elle ne prouve pas de théoréeme (de HC), mais montre que si des phrases de telles formes sont des
théorémes, alors une autre phrase d’'une autre forme I'est également. Elle nous montre ce que nous
pouvons achever avec notre outil purement syntaxique HC.

En nous montrant comment combiner les deux preuves de @ et ) en une preuve de [@QIJIT dotre preuve
en métamathématique profite du fait que les preuves a I'intérieur de HC sont purement mécaniques.
C’est parce qu’elles se font toujours de la méme maniére que nous pouvons les généraliser.

Points a retenir

I. Mis a part la méthode sémantique des tables de vérité, il existe une méthode syntaxique, qui
ne fait pas seulement abstraction des significations des phrases, mais aussi de leurs valeurs de
vérité.

2. Il est possible de définir la syntaxe de la langue L de la logique propositionnelle de maniere
rigoureuse.

3. Tous les connecteurs de la logique propositionnelle sont définissables par un seul, la barre de
Shefter.

4. Lalogique moderne pris sa source dans les travaux de Frege (Idéographie , 1879) et les travaux de
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Russell et Whitehead (Principia Mathematica, 1910).

Cette révolution en logique a rendu possible d’importants progrés en mathématiques (axio-
matisation de I'arithmétique et de la géométrie) et leur a ajouté deux nouvelles branches, les
métamathématiques (étude des calculs formels, Hilbert) et la théorie des ensembles (Cantor,
Zermelo).

Dans la premiére moitié du 20eme siécle, les trois grands courants en philosophie des mathé-
matiques étaient le logicisme de Frege (les mathématiques comme partie de la logique), le for
malisme de Hilbert (les mathématiques comme manipulation des symboles) et I'intuitionnisme
de Brouwer et Heyting (constructivisme, rejet du tiers exclu).

Un calcul consiste en des axiomes et des regles d’inférences qui permettent de déduire des
théorémes a partir des axiomes.

Il est possible de définir de maniére purement syntaxique ce qu’est une preuve (dans un certain
calcul).

La logique propositionnelle peut étre axiomatisée de différentes maniéres.

I1 faut distinguer les preuves dans le calcul (qui se font par les régles d’inférences et des substi-
tutions dans des axiomes) et les preuves sur le calcul (qui parlent, par exemple, en général de
lexistence de certaines preuves) qui se font par les méthodes mathématiques ‘ordinaires’.



Chapitre 5

La méthode des arbres

5.1 Lasémantique de lalogique propositionnelle

Nous avons introduit dans la lecon 4 une méthode purement syntaxique de faire des preuves, laquelle
nous a permis de déduire des phrases a partir de quelques axiomes d’un calcul. Il nous fallait faire
abstraction non seulement des significations de ces phrases, mais aussi de leurs valeurs de vérité.
Bien que nous n’ayons aucunement utilisé ce fait, les phrases ainsi prouvées étaient des tautologies
(ce que l'on peut aisément prouver par des tables de vérité). On peut donc se demander quelle est
la relation entre la méthode des tables de vérité qui nous permet de vérifier si une phrase donnée
est une tautologie et la méthode des calculs hilbertiens qui nous permet de dériver, a 'aide de MP,
des théorémes a partir des axiomes H_ a H . Pour pouvoir répondre a cette question, nous devons
introduire une sémantique rigoureuse pour le langage L de la logique propositionnelle, dont on a défini
la syntaxe dans la lecon 4 (cf. p. 70).

Comme la logique propositionnelle obéit au principe de vérifonctionnalité (cf. p. ??), sa sémantique
nous permet d’attribuer des valeurs de vérité, v (“vrai”) ou f (“faux”), a des formules complexes sur la
base des valeurs de vérité des phrases atomiques dont elles sont composées.”

Définition 12 (Interprétation propositionnelle atomique). Une interprétation propositionnelle ato-

J

mique | “dst une fonction qui assigne & toute phrase atomique “Pi”, i LN lune des valeurs de vérité v

ouf: 15 {7 | i [N} — {v, £}

La définition 12 ne couvre que le cas des phrases atomiques. La définition générale nous montre
comment étendre, par des clauses récursives, une telle interprétation propositionnelle atomique a une
interprétation (attribution de valeurs de vérité) de toutes les formules de notre langage :

Définition 13 (Interprétation propositionnelle). Etant donné une interprétation propositionnelle ato-
mique | S nous définissons une interprétation propositionnelle | (qui est une fonction associant & toute
formule propositionnelle une et une seule valeur de vérité : | : Fml(L) — {v,f}) par des clauses récur-
sives :

Ix  SiQest une phrase atomique “p”, 1(9) = 15(*p”)

! Jutilise “v” et “f” pour indiquer qu’on traite ici les valeurs de vérité comme des ‘objets’, c’est-a-dire des choses qui peuvent
étre valeurs de fonctions. Par contre, I'utilisation de “V ” et “F” dans les tables de vérité pourrait étre paraphrasée de maniére
a ne pas ‘réifier’ les valeurs de vérité (cf. n. ?? a la p. ??). Au lieu de dire, par exemple, que “p — ” recoit“F” comme valeur de
vérité dans la deuxiéme ligne de la table de vérité pour cette phrase complexe, on pourrait dire que la phrase est fausse si son
antécédent est vrai et son conséquent faux.
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==t
P— v -
I 1(-9) = £ 1(o)=v
S @Eveiw=v
I 10M= ¢ o) =foui1)=F
_— @) =voulW)=v
I+ MefW:= (@) =Ffet I(Y) =f
S@=faiw=y
Is 10-W= ¢ J@=ve l()=Ff
S w
I6 le-v)= 1(9) E 1(V)

On reconnait, dans la spécification de cette fonction I, le méme raisonnement qui nous a permis
de définir les connecteurs par des tables de vérité. Une interprétation particuliere correspond a une
possibilité logique et a une ligne dans une table de vérité. Une interprétation atomique | “Jui attribue
va ap”, «q” et “r’ et £a%s” et “t” (I @p”) - II__elq”) - II__elr”) =v& Il__elsv) - II%Itv) - ﬂ, par

N

exemple, nous donnera une interprétation | qui attribuerav a “p Cql, a “p CST etc. et fa“p — 57,
“t S] etc. Elle correspond a une possibilité logique dans laquelle “p”, “q” et “r” sont vrais et “s” et
“t” faux. Elle correspond aussi a la quatrieme ligne dans la table de vérité de ces cinq phrases (qui

comporte, au total, 32 lignes) : V-V -V -F-F.

Siune phrase “p” recoit la valeur v sous une interprétation I, nous pouvons dire que cette interprétation
satisfait.1a proposition : elle nous montre comment le monde pourrait étre si “p” était vrai.

Définition 14 (Satisfaisabilité). Une formule propositionnelle © est satisfaisable si et seulement si elle
est ‘vrate sous au moins une interprétation de ses constituants simples’

Si une phrase @ recoit la valeur v sous une interprétation |, nous pouvons dire que cette interpréta-
tion nous montre comment construire un zodéle de cette proposition : un modele est une structure
(normalement mathématique) dont @, sous une certaine interprétation de ses constituants simples, est
une description correcte. La théorie des modéles est cette branche de la sémantique formelle qui étudie
les interprétations d’un systéme formel.

Puisqu’une interprétation correspond a une possibilité logique et réciproquement, on arrive également
a une définition de ce que sont une tautologie et une contradiction :

Définition 15 (Tautologie). Une formule propositionnelle @ est une tautologie si et seulement si elle est.
wraie sous toutes les interprétations. Q est une contradiction si et seulement si elle nest vraie sous aucune
interprétation (elle est donc fausse sous toutes les interprétations)?

Bien que toute tautologie (ainsi que toute formule de notre langage) soit composée d'un nombre fini
de phrases simples, il y a non seulement une infinité de formules bien formées, mais également une

2Ecrit formellement :

(63) @ est satisfaisable O OxI(e) =v)

3Ecrit formellement :

@ @ est une tautologie OO O(i(e) =v)
3 @ est une contradiction T X1 () =)
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infinité de tautologies:* Puisqu’elles sont de grande utilité pour faciliter les preuves, il convient tout

de méme d’en mentionner quelques-unes en particulier :

T F Y- - (0-y) LW - @) analyse de “”

T2 k0 - ) - (-e LWL analyse de “ -7

T3 F 0O - ) « ~(p =) analyse de “-”

T4 F e L) o (- C=lp) ] De Morgan

Ts F e L) « (-o [=lp) ] De Morgan

T F @ LW X)) -~ ((¢ O [ ) distributivité

T7 k0@ LW X)) - (o W) L@ X)) distributivité

T8 F 3 - V) o (~¢ - —@)[] conversion

To F e - ) P - —Y)) « - réduction a 'absurde

Tio F 09 - =) - -] réduction a I'absurde

Tix [ 3¢ - @) o o[ ‘conséquence miraculeuse’
Tz F M- (¢ - ) verum sequitur ad quodlibet
T3 F - (o -y ex falso sequitur quodlibet
T4 [ e - ¥) L) - w1 modus ponendo ponens
Tis F e - ) (=) - -] modus tollendo tollens
Ti6 F [(F(e ) [@) - -] modus ponendo tollens
Try; F e [0 =) - g modus tollendo ponens
T8 F e - ) @ - X)) - (¢ - x) transitivité de 'implication
Tig [ [@- o] ‘identité’

T20 [ [q@ (- tiers exclu

T2x [ =g =) non-contradiction

Quelques-unes de ces tautologies ont une trés longue histoire’

Dans le cas ou une équivalence matérielle est tautologique, on parle d*“équivalence sémantique”. Deux
formules qui sont sémantiquement équivalentes peuvent étre substituées 'une a 'autre dans n'importe
quelle formule sans affecter sa table de vérité. Nous constatons ainsi que la définition de I'équivalence
matérielle en terme d’implication matérielle et la définition de I'implication matérielle en terme de
négation et disjonction, ou de négation et conjonction, sont correctes : les tautologies Tx, T2 et T3
nous assurent que nous pouvons universellement substituer le definiendum. au definiens (‘annulant’ ainsi
notre définition). De méme, T4 et T5 nous assurent de la correction des lois de Morgan, ainsi que T6
et T7 la correction des lois de distributivité.

Les implications matérielles tautologiques sont des implications formelles, c’est-a-dire des relations
de conséquence sémantique. Elles nous garantissent la correction des régles d’inférence : le fait que
[ - ) C@) - YLsbit une tautologie (T14), par exemple, nous montre que la régle modus ponens
(MP) ne produit des vérités qu’a partir de vérités — qu’il ne peut pas étre le cas que les prémisses
de ce schéma d’inférence soient vraies et la conclusion fausse et, par conséquent, que le schéma
d’inférence est valide. De méme, les autres implications formelles nous assurent de la correction des
régles d'inférence dérivées (‘dérivées’ parce qu’elles n’étaient pas mentionnées dans notre définition
initiale du calcul). C’est grice a (T8), par exemple, que nous pouvons passer de [@] -  [Al - =pL]

4Pour comprendre cela, il suffit de remarquer que [{¢] [=lp) [ClCesdt une tautologie pour n'importe quelle formule Y.

SNotamment la réduction a I'absurde : “Si tu sais que tu es mort, alors tu es mort (car on ne peut savoir une chose fausse) ; si
tu sais que tu es mort, alors tu n’es pas mort (car un mort ne sait rien) ; donc, tu ne sais pas que tu es mort.” (un stoicien, rapporté
par Origéne ; d’aprés Blanché (1996: 70—71)). La ‘conséquence miraculeuse’ (‘consequentia mirabilis’) se trouve, d’aprés Blanché
(1996: 71), déja chez Aristote : “S’il ne faut pas philosopher, il faut philosopher (pour prouver qu’il ne faut pas philosopher) ;
donc il faut philosopher.” (Protreptique)
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ce que nous pouvons adopter comme la régle d'inférence dérivée ‘conversion’ (CP) :

@ LoV op

HIJ—»ﬁ(p

e telles regles d’inférence dérivées facilitent les preuves dans le calcul parce qu’elles épargnent la pénible
tiche qui consiste a chercher les substitutions adéquates dans les axiomes.

Bien que, par exemple, la tautologie T14 et la régle MP (et T8 et CP) soient intimement liées (dans la
mesure ol la premiére nous assure de la correction de la deuxiéme), il faut tout de méme les distinguer.
Les tautologies sont des phrases du langage-objet qui (quoique dénuées de contenu d’aprés certains
philosophes) parlent des objets (dans le sens dans lequel “Soit Socrate est mort, soit il ne l'est pas” parle
de Socrate). Les regles, en revanche, sont des énoncés métalinguistiques : MP nous dit, par exemple,
que de deux formules [@] - Y Cek @ nous pouvons inférer une troisiéme, a savoir (.

I1 a été dit que les implications formelles nous permettent de faciliter les preuves a l'aide de régles
d’inférence dérivées. Mais est-ce vraiment le cas? Qu’est-ce qui nous assure que notre méthode pure-
ment syntaxique respecte les relations sémantiques ? Afin de répondre a ces questions, il faut traiter
de la relation entre “ [”dt “F” plus en détail.

5.2 Les relations entre conséquence sémantique et déducti-
bilité

Nous avons vu que la logique traite de la relation de conséquence et cherche a déterminer quelles
phrases s’ensuivent de quelles autres. Nous avons développé des notions précises de conséquence
sémantique (F) et de déductibilité syntaxique (J_IMaintenant, nous devons nous demander quelles
sont les relations entre ces deux ‘types’ de ‘conséquence’. Quel est le rapport entre “Q EY” (‘P est une
conséquence sémantique de @”) et “@ LU (“y peut étre dérivé de @ dans un certain calcul”) ?

Pour notre calcul HC, deux théorémes importants en métamathématiques (des preuves sur le calcul)
nous assurent que les deux notions sont équivalentes. D’une part, HC est correct : HC ne prouve
aucune phrase qui n’est pas une tautologie ; d’autre part, HC est aussi complet : HC prouve toutes les
tautologies :

théoréme de correction: HC est correct : tout théoréme est une tautologie.
théoréeme de complétude : HC est complet : toute tautologie est un théoréme.

Nous avons donc la relation suivante (soit Th une théorie et ¢ une formule propositionnelle) :
HC CTh ¢ [CTIHC CThEke

La direction ‘= [”_estlassurée par le théoréeme de correction et signifie que HC ne prouve pas #rop,
C’est-a-dire ne prouve pas plus que les vérités logiques. La direction inverse ¢ [="ebt assurée par le
théoréeme de complétude : HC prouve assez — en d’autres termes, il n’y a pas de vérités logiques qui ne
soient pas prouvables dans HC.

Pris ensemble, les théorémes de correction et de complétude nous assurent que notre axiomatisation
de la logique propositionnelle par le calcul HC est adéquate : on a réussi a prouver toutes les phrases que
I'on voulait, et pas plus. Ils nous montrent que le calcul syntaxique est en harmonie avec sa sémantique.
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Théoréme 16 (Correction de HC). Soit. Thune théorie et.Q une formule propositionnelle :

) HCLCThC@ = 1Thkg

PreuVE Par induction sur tous les nombres naturels n,® nous prouvons que :
HD HCLTh [™» =L_"ThfFo

(1) Sin =0, alors soit @ est un axiome de HC, soit un élément de Th.” Par les tables de vérité, nous
prouvons que tous les axiomes H a H_ ; sont des tautologies. Dans le cas ou @ est un élément de
Th (@ CTh), il est évident que Th [ ©.

(i) Hypothese d’induction : Supposons que HC CTh [™1p et que (HI) est vraie pour tous les nombres
naturels V< n. Si @ est un axiome ou un théoréme, “Th f @” est vrai (par (D). La seule autre
possibilité est que I'on ait obtenu @ par I'application de MP a deux autres théorémes. Dans ce
cas, il y a une formule | et des nombres naturels n“et n™(es deux < n) tels que :

(® HCLCITh[™y - ¢
( HC CTh Iy
(3 HC LTh ™I

Par ’hypothése d’induction, nous savons que (HI) est vrai pour les lignes (1) et (2). Nous avons :

ThiEy - @
ThEy

Puisque nous savons que MP est une régle d’inférence valide, nous pouvons inférer a partir de (3) :

ThEo
1

Pour une preuve de correction il suffit de prouver que les axiomes sont des tautologies et que les regles
d’inférence sont valides. Par la définition de la validité, il s’ensuit que tous les théorémes sont des
tautologies.

La complétude d’un calcul est, en général, beaucoup plus difficile a prouver que sa correction. Nous
nous limitons donc ici a énoncer le théoréme :*

Théoreme 17 (Complétude de HC). Soit. Thune théorie et.Q une formule propositionnelle :

6 Thke =-[C_HC CThLCq

Les tautologies sont les formules propositionnelles logiquement valides de la logique propositionnelle.

%Une preuve par induction sur les nombres naturels montre qu’une certaine phrase est vraie de o (“base de linduction”) et
que, si elle est vraie pour n (“hypothése d’induction”), alors elle est aussi vraie pour N + 1 (cette deuxieéme étape s’appelle le
“pas de linduction”). En montrant ainsi que la phrase est vraie de o et qu’elle est héritée par tous les successeurs de o, nous
démontrons que la phrase est vraie de tous les nombres (cf. p. 8o.

7Ceci s’ensuit de la notion méme de preuve dans HC.

8Nous donnerons une preuve de la complétude de HC dans la lecon 7 (cf. p. 135). La méthode des arbres que nous introduirons
par la suite nous facilitera cette tiche.
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Etant donné que toute interprétation assigne soit v soit £ a une phrase donnée, une contradiction est
une phrase dont la négation est une tautologie (et vice versa).

La plus grande partie de nos formules propositionnelles et toutes les phrases (traitées comme) simples
ne sont ni des contradictions ni des tautologies. Une tautologie étant une nécessité logique et une
contradiction, une zmpossibilité logique, il s’agit donc de phrases contingentes, vraies sous quelques
interprétations (et dans quelques mondes possibles), mais fausses sous d’autres.

Les théorémes de correction et de complétude nous montrent que ces notions sémantiques de tau-
tologie, contradiction et contingence ont des contreparties purement syntaxiques. Dans le calcul HC,
nous pouvons dire qu'une phrase est prouvable si elle peut étre dérivée des axiomes a I'aide de la regle
d’inférence MP. Cette condition limite ce que nous pouvons prouver par le calcul : elle signifie que
seules les tautologies peuvent étre prouvées, que le calcul ne prouve pas trop. Linverse, cependant, est
également vrai : comme nous allons voir dans la lecon 7 (p. 135), le calcul HC prouve assez : pour toute
tautologie, il nous permet de déduire une contradiction a partir de la négation de cette tautologie.

Nous pouvons formuler ces observations de la maniére suivante : disons que la c/oture déductive d'une
formule propositionnelle @ est 'ensemble de toutes les formules qui peuvent étre déduites de @ a 'aide
des axiomes et la regle d’inférence de HC.? Adoptons la définition suivante :

Définition 18 (Consistance). Une phrase @ est consistante si et seulement si la cloture déductive © ne
contient pas une phrase \D et sa négation. [

Comme toute phrase fait partie de sa cloture déductive et parce que, si [@ICITappartient a une cloture
déductive, alors @ et I y appartiennent également, une contradiction sera inconsistante d’apres notre
définition. Parce que MP ne nous permet pas de déduire une contradiction a partir d’'une phrase qui
n’est pas elle-méme sémantiquement équivalente a une contradiction, seulernent. des contradictions
seront inconsistantes.

Nous pouvons facilement étendre notre définition a des ensembles de phrases : la cloture déductive
d’'un ensemble de phrases est 'ensemble de toutes les phrases qui peuvent en étre déduites; un en-
semble de phrases est consistant si et seulement si sa cloture déductive ne contient pas une phrase
et sa négation. La cléture déductive des axiomes de HC est 'ensemble des théorémes. Une contradic-
tion, nous I'avons vu, nous permet de déduire n’'importe quelle proposition : [{(¢p [=lp) — P Cekt un
théoreme pour n’'importe quelle formule . Au lieu de définir une phrase inconsistante comme phrase
dont la cléture déductive contient une phrase et sa négation, nous aurions aussi pu la définir comme
phrase dont la cloture déductive est triviale , c’est-a-dire contient toute proposition.’

Griéce aux théorémes de correction et de complétude, la notion purement syntaxique de consistance
correspond 2 une notion sémantique : dire qu'une formule propositionnelle est consistante (notion
syntaxique) revient a dire qu’elle n’est pas une contradiction (notion sémantique); dire que deux
formules sont consistantes revient a dire qu’elles ne sont pas contraires, c’est-a-dire qu’elles peuvent
étre vraies ensemble. La notion syntaxique de consistance correspond donc a la notion sémantique de
satisfaisabilité :

Théoreme 19 (Adéquation). Une théorie Th est consistante si et seulement sil y a une interprétation.
qui rend vrates toutes les formules propositionnelles © UTh. Autrement,elle est inconsistante (cest-a-dire si et.
seulement si aucune interprétation ne rend vraies toutes les formules propositionnelles @ LTh).

9Nous avons déja utilisé cette notion dans lan.2 ala p. 71

°Les dialétheistes, qui acceptent des contradictions vraies, remplacent le principe de non-contradiction par un principe de
non-trivialité : au lieu de dire qu’'une phrase est prouvable si et seulement si sa cloture déductive est non-contradictoire, ils
disent qu’elle I'est si et seulement si sa cléture déductive est non-triviale — c’est-a-dire deux conditions ne coincidant pas dans
une logique qui n'accepte pas le principe de lexplosion déductive (ou : ex falso quodlibet) qui dit que n'importe quoi s’ensuit
d’une contradiction.
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La consistance est une relation entre des (ensembles de) phrases : on dit qu'une phrase @ est consistante
avec deux autres phrases, Y et X, si et seulement s’il y a une interprétation qui rend vraies les trois
phrases @, I et X. La consistance est intimement liée a la relation de conséquence sémantique : une
phrase @ est une conséquence sémantique d’une théorie Th si et seulement si sa négation Celst
inconsistante avec Th. Dans ce cas, toute interprétation qui rend vraie (¢t qui donc rend fausse
@), doit aussi rendre fausse au moins une des prémisses dans Th.

Définition 20 (Conséquence sémantique). Une formule propositionnelle @ est une conséquence (sé-
mantique) d’une théorie. Th (crit.:“Th |k @) si et seulement si toute interprétation qui rend vraies toutes
les formules propositionnelles dans Thrend vrai .

Si @ est une conséquence de la théorie vide (Th = [kt s’ensuit donc seulement des axiomes d’un
certain calcul, nous écrivons “E @” au lieu de “LH@”. “k @” veut donc dire que toute interprétation
rend vraie @, c’est-a-dire que @ est valide ou est une tautologie.

Etant donné que la notion de consistance s’applique a une phrase si et seulement si la négation de
cette phrase n'est pas une tautologie, nous avons les relations suivantes :

correction | tout théoreme est une tautologie | toute phrase satisfaisable est consistante

complétude | toute tautologie est un théoréme | toute phrase consistante est satisfaisable

11 s’agit ici d’'une application métalogique du principe de conversion : si tout théoréme est une tau-
tologie, tout ce qui n'est pas vrai sous toutes les interprétations (n’est pas une tautologie, donc a une
négation satisfaisable) ne peut pas étre prouvé (n’est pas un théoréme, donc a une négation consis-
tante) ; si toute tautologie est un théoréme, tout ce qui ne peut pas étre prouvé (a une négation
consistante) n’est vrai sous aucune interprétation (a une négation satisfaisable).

Lharmonie entre la syntaxe et la sémantique de la logique propositionnelle nous donne une corres-
pondance parfaite entre les notions sémantiques et syntaxiques :

@ est une conséquence syntaxique de Th =L__q s’ensuit de Th
@ est satisfaisable =Ll est consistant
0 est une contradiction =[__@ est inconsistant
@ est une tautologie =L[__Thip [ekt inconsistant
[pldonc Y Cekt un argument valide =L__Tkpl [Cebt inconsistant

5.3 Lanature de lalogique

Nous avons introduit la négation “=” par la table de vérité suivante :
g p

P || P
\ F
F |V

"Pour Iécrire formellement :

0] Thio OO OacTh (@) =v - 1(9) =v)
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Cette table de vérité montre que la valeur de vérité d’'une phrase formée d’une négation (comme
connecteur principal) et d’une autre phrase plus simple est l'inverse de la valeur de vérité de cette
autre proposition. Selon le principe de vérifonctionnalité (cf. p. ??), cette table de vérité détermine
completement la signification de “=”. Il y a, cependant, une autre maniére de spécifier cette significa-
tion, que ceux qui ne pensent pas que la logique est I'étude de quelques vérités (les ‘vérités logiques’),
mais plutot qu’elle est I'étude des inférences, préféerent. Selon eux, une logique n’est pas caractéri-
sée par ses tautologies, mais par la relation de conséquence qui rend valides certaines inférences. Les
connecteurs propositionnels ne sont pas caractérisés par leurs tables de vérité, mais par les regles
d’introduction et d’élimination qui gouvernent leur comportement inférentiel.

Parmi les philosophes qui se sont interrogés sur la nature de la logique, on peut en effet distinguer
deux courants : selon un premier courant, la logique essaie de trouver, d’expliquer et de systématiser
les tautologies :'* selon un second courant, elle essaie de formaliser les inférences valides.”> Le pre-
mier camp maintient souvent, avec Wittgenstein, que les vérités logiques sont dénuées de contenu
(“sinnlos”), mais qu’elles ne sont pas dénuées de sens (“unsinnig”) : quoiqu’elles ne nous informent pas
sur le monde (car elles n’excluent aucune possibilité), elles font, en tant que cas limites, partie du
langage sensé — “Elles font partie du formalisme.” (Wittgenstein 1921: §4.4611).

La premiére approche consiste dans I’élaboration d’un calcul qui axiomatise un certain nombre de
phrases, appelées “théoremes”. La seconde approche formalise certaines inférences, des transitions de
quelques phrases a d’autres. La premiére approche réussit si et seulement si les théorémes (les phrases
axiomatisées) sont des tautologies (et il ne reste aucune tautologie qui ne soit pas axiomatisée par
le calcul), c’est-a-dire si le calcul est complet et correct; la seconde approche réussit si et seulement
si les inférences formalisées sont valides et suffisent pour capturer tout le raisonnement ‘logique’ en
question.

Les deux projets de recherche peuvent étre entrepris de maniére sémantique ou de maniére syntaxique.
Silon s’intéresse principalement aux vérités logiques, on cherchera i les axiomatiser a I'aide d’un calcul
et a prouver que ce calcul est correct et complet (en bref : adéquat) par rapport a 'ensemble des phrases
que l'on voulait axiomatiser.'# Dans la seconde perspective, qui s’intéresse a la validité des arguments
(et a la correction des inférences) plutot qu'aux vérités logiques (bien que les deux questions soient
étroitement liés), on essaie de développer une méthode syntaxique et structurelle de déduction. C’est
la méthode de la ‘déduction naturelle’, que 'on abordera dans la lecon 6. Une autre méthode est
celle des tableaux analytiques, également appelée la ‘méthode des arbres’. Ces deux méthodes sont
syntaxiques : la différence principale entre ces trois techniques et le calcul hilbertien c’est qu’elles
comportent de nombreuses ‘régles d’inférence’, tandis que le calcul hilbertien n’a normalement qu'une
seule régle d’inférence (le plus souvent modus ponens), mais de nombreux axiomes.

La méthode de la déduction naturelle a été introduite, d’une part par Jaskowski (1934) et d’autre part
par Gentzen (1934). Simultanément, Gentzen a défini un calcul des séquents. Vingt ans plus tard,
Beth (1955) a formulé sa méthode des tableaux analytiques et Hintikka (1955) a proposé la méthode
des ‘ensembles de vérité’ (‘truth sets’) qui, dans la systématisation de Smullyan (1968), est devenue la
méthode des arbres que nous présenterons a la maniére de Lepage (1991). Ce nest que récemment
qu’il a été prouvé que le calcul des tableaux analytiques et le calcul des séquents sont équivalents,
C’est-a-dire que tout ce qui peut étre prouvé par I'une des méthodes peut étre également prouvé par
lautre et vice versa.

2 Ainsi Blanché, dans son introduction a la logique, dit que la logique (propositionnelle) est la recherche des tautologies
(Blanché 1996: 65). Les figures les plus célebres de ce groupe sont Quine, Tarski et Wittgenstein.

3Pour ce camp 13, nous nous devons surtout de nommer le logicien allemand Gerhard Gentzen.

4Nous parlerons de la correction et la complétude des calculs en général dans la lecon 7.
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5.4 Lanormativité de lalogique

Les deux courants se distinguent aussi par leurs positions vis-a-vis la question de la normativité de la
logique.. Comment devons-nous interpréter un schéma d’inférence valide ?

5.5 Laméthode des arbres

La méthode des arbres est une méthode syntaxique pour prouver certaines phrases. Elle est cependant
‘moins’ syntaxique que la méthode des calculs hilbertiens parce qu’elle utilise des regles qui se prétent
a une interprétation en termes de tables de vérité. Rappelons les neuf faits suivants :

F1 Siune négation Cebt fausse, alors @ est vrai.

F2 Siune conjonction [@ Cill"ekt vraie, alors @ et P sont vrais.

F3 Siune conjonction [@ CYlCekt fausse, alors soit ¢ soit Y est faux.

F4 Siune disjonction [@l ekt vraie, alors soit @, soit ) est vrai.

F5 Si une disjonction L@l [l ekt fausse, alors @ et Y sont faux.

F6 Siune implication [@ - ) Cekt vraie, alors soit @ est faux soit  est vrai.

F7 Siune implication [@ - ) Cekt fausse, alors @ est vrai et | est faux.

F8 Siune équivalence [@] ~ | Cekt vraie, alors soit @ et Y sont vrais, soit ¢ et ) sont faux.

Fo9 Siune équivalence [@]~ Y Cebt fausse, alors soit @ est vrai et Y faux, soit @ est faux et | vrai.

De ces neuf faits, nous dérivons des régles pour construire des arbres. F2, par exemple, nous dit que
nous pouvons décomposer [@] CYICdn ¢ et en Y et les placer sur la méme branche : si [Ql CICsk
trouve sur un chemin de l'arbre, alors @ et Y devront se trouver sur ce méme chemin, car si [l C{I]
est vraie, @ et Y le sont aussi. F3 nous dit que si [={¢ 1) Csk trouve sur un chemin, alors soit 1
soit Cdevrait se trouver sur le méme chemin. Construire un arbre correspondant 4 une expression
complexe consistera a construire des chemins a partir de I'expression initiale en utilisant les regles
de construction d’arbres. Les chemins ainsi obtenus dans 'arbre (considérés de bas en haut) seront
des ‘chemins de vérité’ : ils représentent des maniéres dont les phrases initiales peuvent étre vraies
ensemble. La méthode des arbres nous fournit ainsi un test de consistance, respectant la composition
d’'une phrase complexe a partir de ses constituantes simples. Les neuf faits F1 4 F9 mentionnés nous
assurent la correction de quelques régles d’'inférence. Ils correspondent a neuf régles de construction

d’arbres :
Sho ]
0]
I01) W1 . =(e Ly ]
111
11
¢ i
0 Sp] =Y
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L@l Q] = (O
m
.
T =]
¢ U] =
(@l - ¢ =e - )
o |
1
i ¢
(=1 W [=lp 1
(@l Y[ = - )]
[
1 .
i i
0 (=ip ] [0 =ip[]
Y =l ] 5 R

Nous appliquons ces régles de maniére itérative, jusqu’a ce qu’aucune des regles ne soit applicable —
cela n’est le cas que si les seules phrases non-traitées sont des phrases simples ou des négations de
phrases simples. Nous pouvons ‘fermer’ une branche si et seulement si elle contient n’'importe quelle
formule propositionnelle, par exemple “p” (ou “p [(q L)), ez. sa négation “—p” (ou “~(p L(g L))"
Pour le faire, il n’est pas nécessaire que I'arbre soit entierement développé : dés que nous trouvons une
phrase et sa négation sur une méme branche, nous pouvons la fermer.

5.6 L’interprétation syntaxique de la méthode des arbres

Comment interpréter ces arbres ? Leurs régles de construction correspondent a des régles d’inférence.
Dans notre nouveau calcul, la régle d’'inférence MP, par exemple, correspondra a I'arbre suivant :
p-q
p
1
[ -
A==,

II est aisé d’'interpréter cet arbre de maniére sémantique : Une implication peut étre vraie de deux
maniéres : parce que son antécédent est faux ou parce que son conséquent est vrai. En présence de “p”,
cependant, nous pouvons exclure la premiére possibilité — ce que nous faisons en fermant la branche
gauche. Le seul chemin de vérité qui reste contiendra “q” : “q” doit étre vraie si “p — q” et “p” le sont.

5Seules les paires de phrases de la forme [q), [Cdomptent comme contradictoires. Il ne serait pas permis, par exemple,
de considérer “—~p [(3q [=F)” comme négation de “p [{d CE)’, méme si la formule est sémantiquement équivalente a cette
négation. Dans un calcul syntaxique, tel que I'est la méthode des arbres, seule la forme (syntaxique) des phrases peut entrer en
considération.
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Voici un autre exemple. Nous commencons par une conjonction de trois phrases complexes, appli-
quons la regle de conjonction et développons ensuite la disjonction qui est le deuxiéme conjoint :

[p - o) [(d L) [(3 [=h)

P-9
—1 p 1
s [=h

RN
[ |

p r

Apres avoir appliqué une régle a une formule dans une branche, nous la marquons par le signe “ "1
Apres chaque application de régle, nous déterminons si nous pouvons déja fermer une branche. Ici
nous ne pouvons pas encore le faire.

En voici une interprétation sémantique : Nous avons commencé avec trois formules qui étaient peut-
étre toutes vraies. Ce que notre arbre nous apprend, c’est que les trois formules pourraient étre vraies
de deux maniéres : la premiére serait que “p - q”,“s [=h” et “p” soient vrais, et la deuxieme que

“p > ”,“s [l et “r” soient vraies.

N

Nous pouvons donner une motivation ‘dialogique’ a cette interprétation : un arbre représente les choix
dialogiques d’un défenseur de la phrase initiale. En défendant la vérité d’une disjonction, par exemple,
je peux me contenter de ne défendre que 'un des disjoints ; pour défendre une conjonction, cependant,
il faut défendre les deux conjoints etc. Dire qu’'une branche se ferme revient a dire que 'argument qui
a pris le ‘chemin de vérité’ correspondant a échoué : la défense n’a pas pu montrer que la phrase initiale
pouvait étre vraie.

Nous distribuons maintenant la conjonction “s [=(” sur les branches (et marquons la troisieme formule
comme ‘traitée’) :

C—p ~ ) (A [} L9 [=h)

P-q
L1 pLrl
1 s

1

1
p r
S S
—q —q

Etant donné que la régle de conjonction nous dit de continuer avec les deux conjoints, il nous faut
ajouter “s” et “~q” dans chacune des deux branches.

Nous vérifions a nouveau si nous pouvons ‘fermer’ une branche : nous ne le pouvons pas. Nous appli-
quons maintenant la régle de l'implication 2 la premiére de nos trois formules initiales ('implication
est la seule formule complexe qui nous reste, et donc la seule a laquelle nous pouvons appliquer une
régle pour développer davantage l'arbre). Cette régle d’implication nous dit d’ouvrir deux nouvelles
branches : I'une avec la négation de 'antécédent et 'autre avec le conséquent. Nous obtenons donc :
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Cette fois, nous pouvons fermer quelques-unes de nos quatre branches. Celle de gauche contient “—p”
et “p”, la deuxiéme en partant de la gauche “q” et “=(”, et celle qui se trouve tout a droite contient
également “q” et “=0”. Nous indiquons le fait qu'une branche ait été fermée par le signe “ [”:1

C—p ~ ) [(A [} [(9 [=h)

A ce stade, nous ne pouvons plus développer le tableau, puisque toutes les formules non-précédées du
signe “ [sbnt soit des phrases simples, soit des négations de phrases simples, et que les régles dont
nous disposons ne s’appliquent qu’a des phrases complexes. Il ne nous reste donc plus rien a faire.

Il est important de se rappeler que la méthode des arbres est une méthode syntaxique : il ne s’agit
que de I'application mécanique des régles de construction d’arbres et de fermeture des branches qui
contiennent une formule propositionnelle simple avec sa négation. La méthode des arbres nous fournit
donc un test de consistance. Comme I'arbre d’'une phrase correspond a sa clottire déductive, la phrase
intitiale est inconsistante si et seulement si chaque branche de I'arbre se ferme.

5.7 L’interprétation sémantique de la méthode des arbres

Bien que la méthode des arbres soit un ca/cu/, donc une méthode purement syntaxique de prouver
des théorémes, son avantage principal réside dans le fait que son interprétation sémantique est facile
et naturelle. Par 'adéquation entre la syntaxe et la sémantique de la logique propositionnelle, les
théorémes de correction et de complétude de la méthode des arbres nous permettent de donner une
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interprétation sémantique aux régles de construction d’arbres.®

En effet, le fait que nous ayons fermé trois des quatre branches de 'arbre précédent signifie que ces
branches ne représentent pas des maniéres dont les formules initiales pourraient étre vraies ensemble.
Elles ne correspondent pas a des interprétations qui rendent vraie la formule initiale.

Le tableau nous montre donc qu’il n’y a qu’une seule maniére pour les formules initiales d’étre vraies
ensemble : il faut que les formules sur la seule branche ouverte soient toutes vraies, en d’autres termes
que “r”,“s”,“-q” et “=p” soient vrais. Dans une table de vérité, cette possibilité logique correspondrait
a la ligne F-F-V-V du tableau. Cette ligne représente la possibilité logique sous laquelle la formule

initiale est vraie — elle décrit le modéle dans lequel elle est vraie.

Si nous avions fermé toutes les branches, nous saurions que la ou les formule(s) initiale(s) ne pouvai(en)t
) q p

pas étre vraie(s) : il s’agissait d’une contradiction (dans le cas d’'une proposition) ou d’'un ensemble de

phrases insatisfaisables.

Nous voyons ainsi que la méthode des arbres peut nous servir de test de satisfaisabilité : si une des
branches reste ouverte, il y a une possibilité logique pour les phrases initiales d’étre vraies ensemble
et elles forment donc un ensemble satisfaisable (présupposant la complétude et la correction de la
méthode des arbres). Puisqu’une phrase est une contradiction si et seulement si sa négation est une
tautologie, la méthode des arbres nous sert également de test pour savoir si ou non une phrase est une
tautologie. Si toutes les branches de I'arbre de sa négation. se ferment, alors elle est une tautologie. Si
au moins une branche reste ouverte, il y a une possibilité pour sa négation d’étre vraie, et donc une
possibilité pour elle d’étre fausse. Dans ce cas-la, elle n’est pas une tautologie.

Les arbres nous permettent donc de visualiser les conditions de vérité d’'une phrase complexe. Exami-
nons un deuxiéme exemple :

L1 -(p E(‘ﬂ =)

P
1 —(q =)

111

1

—|q [=4r

-

1

Lapplication des régles nous permet d’interpréter cet arbre de la fagon suivante : “—(p C(g [=l))” est
vrai si et seulement si, soit “—p” et “~q” sont vrais (la branche a gauche), soit “=p” et “r” sont vrais (la
branche a droite). Il y a donc deux ‘chemins de vérité’ complets dans cet arbre, deux maniéres pour la
phrase complexe d’étre vraie.

Considérons I'arbre suivant :

6Les théorémes de correction et de complétude doivent étre établi pour chaque calcul syntaxique séparément. Nous n’avons
montré la correction que pour HC (p. 90) et avons seulement présupposé la complétude. Nous allons prouver la correction de
la méthode des arbres et de la complétude des deux systémes dans la legon 7.
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L1 plLgl
—p
—q
nnn
-

T -

Dans cet arbre, aucun chemin ne reste ouvert : la tentative de trouver une maniere dont les phrases
initiales peuvent étre vraies ensemble échoue — ce qui n’étonne pas, étant donné que la vérité d’une
disjonction exclut la fausseté de ses deux disjoints.

Une contradiction est caractérisée par le fait que chacun des chemins de son arbre contient une phrase
et aussi sa négation. Autrement dit, toutes ses branches se ferment :

L1 =(=(p [q) [(A Ca))

1 -—~(p Cq)
L1 =(p Cq)

L1 plgl

g oo
S

T T

Un des chemins de cet arbre contient “p” et “=p”, lautre “q” et “=q”."7

En tant que méthode syntaxique, la méthode des arbres nous permet de prouver des phrases : on
prouve une phrase en montrant qu'un arbre complet (entierement développé) pour sa négation. ne
contient que des branches fermées. Interprété sémantiquement, le fait que toutes les branches se
ferment signifie quil n’y a aucune possibilité pour la phrase initiale d’étre vraie, c’est-a-dire qu’il s’agit
d’une contradiction. Puisqu’une phrase est une contradiction si et seulement si sa négation est une
tautologie, nous avons une méthode pour tester le caractére tautologique d’une proposition. Il suffit
de faire l'arbre de sa négation. et de voir si toutes les branches se ferment. Si c’est le cas, la phrase
initiale est une tautologie ; sinon, elle ne I'est pas.®

Un arbre dont toutes les branches se ferment est appelé “fermé”. Une phrase est donc une tautologie
si et seulement si sa négation a un arbre fermé.

Les arbres peuvent donc nous servir de critére lors de la détermination du caractére tautologique ou
non-tautologique d’'une proposition. Une inférence est valide si et seulement si 'implication matérielle
de sa conclusion par (la conjonction de) ses prémisses est une tautologie. Nous pouvons donc également
utiliser la méthode des arbres pour tester la validité des inférences. Par exemple, pour tester la validité

7Selon l'interprétation ‘dialogique’ de la méthode des arbres, la fermeture d’'une branche représente le cul-de-sac dans lequel
est tombé un interlocuteur qui a choisi cette stratégie pour défendre sa thése initiale. S’il n’y a que des culs-de-sac, la these ne
peut pas étre défendue.

18 Pexplique ici une méthode syntaxique en termes sémantiques, présupposant déja que la méthode des arbres est correcte et
compléte par rapport a la sémantique de la logique propositionnelle. Nous n’établirons ce résultat que plus tard, dans la lecon 9.
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de largument “p — q;q — r;doncp — r” (vérifier si“{p - 0,4 - r} f p — r” est vraie),
nous déterminons si la négation de sa conclusion est consistante avec ses prémisses — s’il existe une
possibilité logique que les prémisses soient vraies et la conclusion fausse. Si toutes les branches de
I'arbre correspondant a cette implication sont fermées, il n’y a aucune interprétation qui rende vraies
a la fois toutes les prémisses et la négation de la conclusion car la négation de la conclusion est
inconsistante avec les prémisses. En d’autres termes, toute interprétation qui rend vraie 'ensemble des
prémisses rend vraie la conclusion. Par conséquent, I'inférence est valide. Nous construisons I'arbre
suivant :

u[n)
alle
= -

Observant que toutes les branches se ferment, nous concluons qu'il n’y a pas d’interprétation qui rende
vraies “p - 0”,“q - r”et “=(p - )7, cest-a-dire que toute interprétation qui rend vraies “p - q”
et “0 — r” rend également vraie la conclusion de 'argument,“(p — ¢)”. Cargument suivant est donc

valide :

©TQT
ol o]

@® -
S
La méthode des arbres est une méthode efficace permettant de déterminer si un énoncé est une
tautologie ou non. Lapplication d’une régle a une formule a pour résultat de ramener le probleme a
lapplication d’autres régles sur des formules plus courtes. Etant donné qu’au point de départ nous
avons un nombre fini de phrases qui possedent chacune un nombre fini de symboles, aprés un nombre
fini d’étapes, I'arbre sera totalement développé et nous pourrons vérifier si tous les chemins se ferment
ou non.

Comme test de validité d’'un argument, la méthode des arbres a I'avantage supplémentaire de nous
procurer une information cruciale dans le cas ou le test échoue : la branche qui reste ouverte nous
indique de quelle maniére on peut construire un contre-exemple, c’est-a-dire quelle est I'interprétation
propositionnelle qui rend vraies les prémisses et fausse la conclusion.

Néanmoins, il faut faire des choix : dans 'application des régles a certaines phrases plutot que d’autres,
on risque de compliquer I'arbre et de devoir répéter les mémes formules sur différents arbres. En
général, il est conseillé de toujours traiter d’abord les phrases qui n’ouvrent pas de nouvelles branches,
ce qui évite de devoir répéter la méme formule dans des branches différentes. Lordre de I'application
des regles, méme s’il peut étre important d’un point de vue pratique, est immatériel logiquement : si
nous obtenons un arbre fermé par un ordre de procédure, tout autre ordre nous donnera également
un arbre fermé.
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Il est important de ne pas oublier d’introduire les nouvelles formules sur toutes les branches ouvertes.
Supposons, par exemple, que je commence, en développant I'arbre suivant, par la disjonction. Je dois
mettre les conjoints de la conjonction sur toutes les branches successives :

1 —(p C0) =4
1

p Lgl
(WE]
[
p q
[ _llq:l

oo
- q
- 0
En guise de résumé, on peut dire que la méthode des arbres met a notre disposition trois tests de fort
utiles :

— Comme test de consistance , elle nous permet d’établir si une phrase ou un ensemble de phrases
est ou non consistant et, dans le cas d’'une réponse affirmative, elle nous permet de trouver une
interprétation pertinente.

— La méthode des arbres nous permet d’établir si une phrase donnée est ou non une tautologie :
elle l'est si et seulement si les branches de I'arbre de sa négation sont toutes fermées.

— La méthode des arbres nous permet également de tester la va/idité. d’'un argument, en vérifiant
si 'implication correspondante est ou non une tautologie.

Points a retenir

1. Une interprétation propositionnelle atomique attribue des valeurs de vérité aux phrases simples.
Elle est la base pour une interprétation propositionnelle qui attribue des valeurs de vérité a toutes
les formules du langage L.

2. Une interprétation propositionnelle correspond a une possibilité logique et a une ligne dans une
table de vérité.

3. Les notions sémantiques “tautologie”, “contradiction”, “satisfaisabilité” et “conséquence séman-
tique” peuvent étre définies en termes d’interprétations propositionnelles.

4. Un ensemble de phrases est satisfaisable si et seulement s’il y a une interprétation qui rende
vraies toutes les phrases de cet ensemble.

5. Un calcul syntaxique (un calcul axiomatique, un calcul d’arbres ou un calcul de la déduction
naturelle) est dit ‘correct’ si tous ses théorémes sont des tautologies.

6. Un tel calcul est dit ‘complet’ si toute tautologie en est un théoréme.

7. Prouver une phrase ¢ par la méthode des arbres revient a montrer que toutes les branches de
l'arbre de sa négation Csk ferment.

8. La méthode des arbres nous fournit un test de consistance : elle nous permet d’établir si oui ou
non un ensemble de phrases est consistant. Si 'ensemble en question est effectivement consis-
tant, elle permet également de trouver une interprétation qui rende vraies toutes les phrases de
cet ensemble.

9. La méthode des arbres nous permet d’établir si une phrase @ est ou non une tautologie : elle I'est
si et seulement si 'arbre de sa négation [de contient que des branches fermées.
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10. La méthode des arbres nous permet également de tester un argument pour sa validité, en vérifiant
le caractere tautologique de I'implication correspondante.






Chapitre 6

La déduction naturelle

6.1 Les suppositions

Nous avons rencontré deux maniéres de construire des preuves :

1. le calcul axiomatique HC, ot il faut d’abord trouver les bons axiomes, en faire des substitutions,
et enfin appliquer la régle d’inférence MP dans le bon ordre ;

2. la méthode des arbres (ou : la méthode des tableaux analytiques), oul 'on décompose successive-
ment la formule initiale en cherchant une interprétation sous laquelle elle est vraie.

La méthode de la réduction a 'absurde, que I'on a introduite comme regle d’introduction de la négation,
ne s’insére dans aucune de ces catégories car elle utilise essentiellement la notion de Supposition”. Dans
la langue naturelle, une supposition est I'’énonciation d’'une phrase qui manque de force assertoire. Au
niveau pragmatique, la force assertoire est ce qui distingue une assertion d’'une question ou d’'un ordre :
C’est en vertu de la force assertoire que quelqu'un qui affirme qu'’il pleut s’engage pour la vérité de “il
pleut”. Si son énonciation manque de force assertoire, on ne peut pas le contredire en disant qu’il ne

pleut pas. En effet, il n’a pas affirmé qu’il pleut : il I'a seulement demandé, ordonné ou supposé.

Nous avons dit que la logique s’occupe d’'un langage formel, qui fait abstraction de la dimension
pragmatique du langage ordinaire. Si nous distinguons la force ou le mode d’un énoncé de son contenu
propositionnel et disons que les actes de promettre que p, ordonner que p, prier que p et dire que
p impliquent toutes la méme phrase “p”, ce n’est que de cette proposition, considérée comme étant
vraie ou fausse, dont nous nous sommes occupé maintenant. C’est pourquoi on pourrait penser que
la logique fait abstraction totale sur tout acte de parole. Nous voyons maintenant que ceci n’est pas
entiérement vrai : la distinction entre une affirmation que p et une supposition que p se fait par
référence aux différentes ‘forces illocutoires’ de ces deux actes. Ceux-ci, cependant, resteront les seuls
a considérer.

Nous avons déja fait de nombreuses suppositions tout au long de ce cours. Prenons les exemples
suivants :

— “Imaginons que quelqu’un soutienne qu’il ne faut pas manger de la viande. Il pourrait avoir deux
types de raisons : ...”

- “Quelqu’un qui affirme que “p” et que “p — (” sont vraies, devrait alors affirmer que ¢.”

— “Tout en étant convaincus que —p, supposons que p. Il s’ensuit alors que le numéro 2 n'est pas
égal a la somme de 1 + 1, ce qui, nous le savons, est faux. La supposition que p était donc fausse.
Donc —p.”
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— “Si, comme certains I'affirment, il y a un Dieu, alors ce Dieu est omnipotent. S’il est omnipotent,
alors il peut créer une pierre si lourde que Lui-méme ne peut la soulever. Mais c’est est impossible.
Donc il n’y a pas de Dieu.”

Dans une preuve par la réduction a I'absurde, il serait absurde de reprocher a celui qui la profére de
s’étre contredit en démontrant (et donc en affirmant) que la phrase de départ est fausse. Ceci montre
que l'on a affaire a une supposition : c’est en supposant “p” et en montrant qu’une contradiction s’ensuit
que 'on démontre que —p.

C’est 'usage des suppositions qui caractérise la méthode de la déduction naturelle que I'on abordera
dans cette lecon.' La déduction naturelle est une maniere intuitive de faire des preuves qui s’apparente
bien aux raisonnements d’une argumentation. Parce qu’elle nous permet de prouver des théorémes
et parce que I'on peut démontrer que ses théorémes sont des tautologies, la déduction naturelle est
de méme une méthode permettant de calculer la validité des arguments : opérant étape par étape,
chacune contenant sa propre reégle pour aller des prémisses a des conclusions intermédiaires, nous
arrivons a la conclusion finale de 'argument.

Méme si 'on ne s’engage pas a la vérité de ce que 'on suppose, on tombe sous une obligation cor-
respondante : celle de tenir compte de ses suppositions. De nombreux raisonnements fallacieux se
produisent en prenant une supposition pour un fait établi. C’est pourquoi il faut toujours marquer les
suppositions dans la colonne a gauche. Considérons le début d’'une preuve que —p a partir des trois
prémisses “p - ¢”,“p - (q - r)” et “~r”:

I P-0ap-(Q-r)-r Cd-q prémisse

2 P-ap-(Q-r),-r Lpg-@-r) prémisse

3 P-0a,p-(Q-r)-r C=r prémisse

4 pP-dp-(Q-r),-rp b supposition

5 p-aqp-(@-r,-rp [ de (1) et (4) par (MP)
6 p-ap-@-r,-rp [CH-r de (2) et (4) par (MP)
7 p-qp-(@-r,-rp [ de (5) et (6) par (MP)

Nous commencgons la preuve a la ligne (1) par une énumeration des prémisses : toutes les autres phrases
de la preuve seront des conséquences logiques des trois prémisses (1), (2) et (3). Nous introduisons une
supposition 2 la ligne (4). Nous la rajoutons a la colonne gauche et marquons le signe “”pour la
relation de déducibilité avec une astérisque : cette astérisque dans [Shous rappelle que nous n’avons
encore rien prouvé sans condition : Les lignes 4 a 7 sont toutes gouvernées par la supposition que p —
on a prouvé “r” sous la supposition que p (indiqué par l'astérisque dans “ (). Pour pouvoir dire que I'on
a réellement prouvé la vérité d’'une certaine proposition, il faut enlever cette supposition et passer de
“ ™3 “[IComment se défaire d’'une supposition ?

Une régle d’'inférence qui nous permet d’6ter une supposition est la réduction a labsurde.. Considérons
la preuve suivante :

I P-04q--p Ld-q prémisse

2 P-0.9 - —p Lg--p prémisse

3 P-09 - —p,p = supposition

4 p-aq--pp [ de (@) et (3) par (MP)

5 p-09--pp [EHp de (2) et (4) par (MP)

6 p-q4--p =p de (3) et (5) par réduction a labsurde

"Pour la formulation des régles et quelques exemples, je suivrai largement I'excellente présentation de Lemmon (1965b), qui,
lui-méme, s’est inspiré de Suppes (1957) et Mates (1965) qui suivaient Fitch (1951).
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Nous avons supposé que p, dans la ligne 3, et montré sous cette supposition que —p (ligne 5). Nous
pouvons donc conclure que —p — sans aucune supposition : si la supposition que p nous méne a une
contradiction, alors —p (ligne 6).

Lintroduction des suppositions nous permet de compléter non seulement notre discussion sur la
négation, mais également celle sur 'implication matérielle. Nous avons vu que la regle d’élimination
pour 'implication matérielle (- E) était la régle d’inférence modus ponens (MP) :

Lpl- q
B B

Lal
Dans la deuxieme lecon, nous n’avions pas les ressources suffisantes pour introduire la régle d’introduction
correspondante (- I, celle de la preuve conditionnelle (PC) :

p b

p [h
A - g

- I ou PC

Cette regle nous permet de remplacer une supposition par une implication matérielle : si “q” a été
prouvé sous la supposition que p, nous avons prouvé, sous aucune supposition, que p — (. Avec cette
régle a notre disposition, continuons notre preuve que - :

7 p-aqp-@-p,-rp [ de (5) et (6) par (MP)
8 p-dp-(-p),-r CA-r de (4) et (7) par (PC)
9 p-qp-(Q-p),-r C3r - —p de (8) par conversion.
10 p-0p-(Q-p),-r C=p de 3) et (9) par (MP)

Dans la ligne (9), nous avons utilisé une régle d’inférence dérivée, appelée “conversion”, dont le schéma
est le suivant (cf. p. 89) :

P-4
@® =q-=p

conversion (CP)

Ce schéma correspond i la tautologie “(p - @) — (=0 — -p)” et est donc valide. Nous pouvons
méme économiser encore une autre ligne en utilisant la régle de modus tollens (MT) :

3 p-0p-(Q-p),-r L prémisse
8 p-ap-(Q-p),-r La-r de (4) et (7) par (PC)
10~ p-aq,p-(q-p)-r Cp de (3) et (8) par (MT)

Nous voyons que dans un calcul de déduction naturelle, il est facile d’introduire des régles d’inférence
dérivées (comme nous l'avons fait avec CP, la régle de la conversion). Dans un calcul hilbertien, on
aurait été obligé de procéder comme suit :

3 pP-0p-(@-p),-r C3r prémisse

8 p-aqp-(@-p)-r Lg-r de (4) et (7) par (PC)
8 p-dqp-(Q-p)-r Co-r1) - (r--p axiome (H )

8 p-aqp-(@-p)-r L4r - —p de (8) et (8a) par (MP)

9" p-ap-(q-p)-r C3p de () et (8b) par (MP)
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La nouvelle régle d’inférence (MT) nous permet d’épargner les lignes (8a) et (8b).

6.2 Lesregles d’introduction et d’élimination

Lutilisation d’une langue formelle pour la logique propositionnelle nous oblige d’expliquer ce que
nous voulons dire par les symboles introduits a ce propos : nous devons fixer leur signification. Une
maniére sémantique de le faire est de donner des tables de vérité, exploitant ainsi le principe de
vérifonctionnalité.

Outre les tables de vérité, il existe une autre méthode qui permet de déterminer la signification des
connecteurs propositionnels : les régles d’introduction et d’élimination déterminent le comportement
‘inférentiel’ de ces connecteurs — ce qui, pour ceux qui congoivent la logique comme systématisation
d’inférences, comprend I'essentiel de leur signification. Complétant notre discussion des connecteurs
dans la lecon 2 (p. 37 et suivants) , nous postulons les régles suivantes comme régles d’introduction et
d’élimination pour les connecteurs propositionnels :

Clgl- (11 CIsholl
CIp )
= o o
T o R cyp
=t ]
Co C g L]
—  _ 11 —— 1[I — ' T T[EI]
gl L) g L) 0
0 Sy 9
Clipl - g )
I - ]
Clgl- Clgle O Clgle g1
Cligl -y Cligi =~y - o0

La régle d’introduction pour la négation (=I), comme nous I'avons vu a la p. ??, utilise “ [, ine
abréviation pour n'importe quelle phrase contradictoire.

Ces regles, avec quelques modifications, seront les regles de la déduction naturelle

Ces régles, comme les régles d'inférence, sont schématiques : la régle (=E), par exemple, nous dit

que nous pouvons prouver une phrase “p” a partir de sa double négation “~—p” (et que nous pouvons

également prouver “p [ a partir de “~—(p Cq)l”,“(p — q) [1a partir de “-—((p - q) CE)” eto).

I1 est important de noter que ces régles reviennent a une spécification syntaxique des connecteurs
propositionnels (puisqu’on n’a pas encore prouvé la validité de ces régles). Comment est-ce possible ?
Pour donner une ‘spécification syntaxique’ de la signification d’un connecteur, nous formulons des
reégles qui permettent de manipuler des formules qui le contiennent. Nous déterminons ainsi le com-
portement inférentiel de ce connecteur, en lui donnant une définition implicite : quelle que soit la

>On fera une modification pour la régle d’introduction de la négation : la régle =X sera remplacée par les régles de modus
tollens MT et de la réduction a I'absurde RAA. Une modification correspondante s’appliquera a la regle d’élimination de la
disjonction [EI
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signification de “ [, tlle est telle qu’elle permet I'introduction de ce signe selon la régle [13

I existe différentes facons de fournir une définition implicite des connecteurs propositionnels : par
un systéme d’axiomes comme I'est le calcul HC, par des régles de construction d’arbres et également
par des régles d’élimination et d’introduction. Ces derniéres sont de loin les plus intuitives et c’est sur
elles que la méthode de la déduction naturelle est basée.

6.3 Lesregles deladéduction naturelle

Nous avons déja montré qu’il y a des théor'mes du calcul axiomatique qui correspondent a des régles
d’inférences de la déduction naturelle : la régle dérivée de conversion CP, par exemple, correspond
au théoréeme “(p - q) - (=g - -p)” de HC. Il s’agit d'un phénomeéne général : normalement,
les calculs axiomatiques consistent en de nombreux axiomes et une seule régle d’inférence — modus
ponens (MP). Les calculs de la déduction naturelle — comme celui de la méthode des arbres — n’ont pas
d’axiomes, mais de nombreuses régles d’inférences pour déduire des théorémes a partir des prémisses.
Nous allons discuter maintenant de quelques régles d’inférences en détail. Prises ensemble, ces régles
nous permettent de démontrer toute tautologie de la logique propositionnelle : elles forment un calcul
correct et complet par rapport a la sémantique donnée de la logique propositionnelle.

La regle des suppositions

A n’importe quel stade de la preuve, nous avons le droit d’introduire une supposition, a condition que
nous la marquions dans la deuxi¢me colonne a partir de la gauche :

n (0] (= ) supposition

Modus ponens (modus ponendo ponens)

La régle de modus ponens (abrégée ‘(MP)’ ou ‘(- E)) nous permet de passer d’'une implication maté-
rielle et de son antécédent a son conséquent :

m m
n [&
;) .Ijﬂl de (M) et () par (MP)

3Une définition explicite en revanche, consiste en des conditions nécessaires et suffisantes d’'une paraphrase (cf. p. 66) : elle
permet de re-écrire tout contexte contenant la nouvelle expression définie en n’utilisant que les expressions qui ont servi a sa
définition — le definiens est universellement substituable pour le definiendum.
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Modus tollens (modus tollendo tollens)

La régle de modus tollens (abrégée ‘(MT)’) nous permet de passer d’une implication matérielle et de la
négation de son conséquent a la négation de son antécédent :

n TR O]
0 TR de (m) et (1) par (MT)

La régle de modus tollens remplace la régle de conversion. Si on a prouvé “p - q” et “~q”, la conversion

» )

de la premiére nous donne “~q — —p” et “=p” s’ensuit par (MP). Avec (MT), nous pouvons en déduire
“—p” sans aucune étape intermédiaire.

Preuve conditionnelle

La regle de la preuve conditionnelle (abrégée (-~ I)’ ou ‘(PC)’) nous permet de transformer une sous-
preuve (une preuve gouvernée par une supposition) en une preuve d’une implication matérielle ; elle
nous permet de déduire une implication si et seulement s’il est possible de prouver par d’autres moyens

que le conséquent de 'implication peut étre dérivé de son antécédent.

m ¢ =0 supposition

n ¢ A= U

o (- g de (m) et (n) par (PC)
Dans la ligne (0), nous déchargeons la supposition @ par laquelle nous avons commencé la sous-preuve
de (M) a (n) et nous conditionalisons le résultat intermédiaire Y qui était gouverné par la supposition @.

L’introduction et I’élimination de la double négation

La regle de I'élimination de la double négation ((=E) ou (DN)) est la suivante :

m [T ]

;1 I__(pl de (m) par (DN)
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De la méme maniére, nous pouvons introduire une double négation (par exemple pour une application
éventuelle de (MT)) :

m L@l

n [Thhe [ de (m) par (DN)

La réduction a I’absurde (reductio ad absurdum)

La régle de la réduction a 'absurde ((RAA) ou (=) nous permet de convertir une sous-preuve parti-
culiére (qui part de la supposition que p et qui en dérive une contradiction) en une preuve que —p :

m (0] = 0) supposition
n ¢ BV
o 0] = 1

.P 'E[ELO (I de (m), (n) et (0) par (RAA)

Sous la supposition @ (ligne M), nous avons démontré Y (ligne n) et [igne 0). Or Y et (.
ne peuvent pas étre vraies ensemble. Nous pouvons donc conclure que la supposition initiale ¢ était
fausse et écrire A 1a ligne p. Nous avons ‘réduit a 'absurde’ la supposition @ et donc prouvé sa
négation.

D’aprés cette régle, si votre interlocuteur pose une hypothése (“p”) dont on peut prouver qu’elle nous
meéne a une contradiction (“q0 [=h”), alors cette hypothése doit étre rejetée et sa négation “—p” peut
étre affirmée

4Ce contraste entre la permission. d’affirmer une conséquence logique de ce qu’on a affirmé auparavant et linterdiction. d’en
affirmer la négation a déja été constaté ala p. 95.
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L’introduction et I’élimination de la conjonction

La régle d’introduction de la conjonction ([Mnous permet d’inférer “p [ si on a déja prouvé que p
etqueq:

m Cq
n &
0 [STT de () et () par ([T

Lélimination de la conjonction se fait en inférant un des conjoints de la phrase conjonctive :

m Tl (]
.n .ijl de (m) par (CE)
m [CTip! 1

;1 .Ijﬁl de (M) par (CE)

L’introduction et I’élimination de la disjonction

Les regles d’introduction de la disjonction sont ‘duales’ aux régles d’élimination de la conjonction :5

m Lq
n ‘D][II Cqd de (M) par (11
m ()
n 'IZI];II Ll de (M) par ([11

Si Louis XVI a été guillotiné, alors soit il a été guillotiné, soit il a été pendu. Cette phrase est vraie,
méme si 'on sait tres bien qu’il n’a pas été pendu.

5Nous appelons “dual” la transformation d’'une conjonction en une disjonction niée ou d’une disjonction en une conjonction
niée, suivant les lois de Morgan.
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Lélimination de la disjonction est un peu plus complexe et présuppose la régle des suppositions.
Considérons le schéma de preuve suivant :

m [T Cqi]

n ¢ =0 supposition

P U] Sy supposition

" X de (M), M), ©), () et @ par (FE)

Lidée qui motive cette régle d’inférence est la suivante : si une disjonction “p Cq7la été établie, et qu'on
montre que de “p” il s’ensuit “r”, et que de “q” il s’ensuit également “r”; alors, de la disjonction “p [q7,
il s’ensuit que r. Si nous avons, 4 la ligne m, prouvé la disjonction, on a prouvé que r. Ce qui s’ensuit
a la fois des deux disjoints s’ensuit de la disjonction méme. Nous pouvons donner une interprétation
graphique de ([E) comme suit :

5 E
i

0
05 M8
0
O <O-

o
;

Si je veux rejoindre mon ami et je sais qu'il est soit a I'université, soit en ville, mais si je sais également
que s’il est a I'université, il sera a la féte de Maurice et aussi que s’il est en ville, il sera également a la
féte de Maurice, alors je sais qu’il sera a la féte de Maurice — mon ignorance concernant la question
lequel des disjoints rend vraie la disjonction est ‘annulée’ par mon savoir que dans les deux cas, il sera
a la féte.
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L’introduction et ’élimination de I’équivalence matérielle

Puisque 'équivalence matérielle est simplement I'implication matérielle ‘réciproque’, on a comme
regle d’introduction :

;1 .EI]]ﬂa(plil
.o .I:I];—LIH (]! de (M) et () par (o D)

Les regles d’élimination nous montrent que I'équivalence est simplement la conjonction des deux
implications matérielles :

;1 .EI]\(—LI—> (]! de (M) par (- E)
m [THl o @]
;1 .I:EIEI—. o[ de (M) par (- E)

6.4 Les preuves par déduction naturelle

Mis a part 'usage des suppositions, une deuxi¢éme caractéristique de la méthode de la déduction natu-
relle est qu’elle nous permet d’incorporer des prémisses. Dans un calcul axiomatique, il faut distinguer
ce qui est dérivable (les théorémes) de ce qui est dérivable d’une théorie. Les théories, dans les cal-
culs axiomatiques, jouent un role comparable a celui des prémisses dans la déduction naturelle. On
marquera les prémisses dans la deuxiéme colonne a gauche, avec les suppositions. Contrairement aux
suppositions il ne faut pas les supprimer pour obtenir une preuve : la preuve elle-méme sera ‘condi-
tionnelle’ : on montrera qu'une certaine phrase peut étre dérivée a partir de certaines autres. Toutes
nos regles sauf PC et RAA présupposent que I'on ait déja démontré une ou plusieurs phrases et nous
servent donc a établir des phrases a partir de certaines prémisses.

Lusage des prémisses nous permet d’éviter des substitutions. Pour montrer, par exemple, la commu-
tativité de la conjonction, une simple preuve de quatre lignes nous suffit :

I p [ql g [ql prémisse

2 p Col (5| de () par ([E)

3 p Cql g de (1) par (LE)

4 p Cd g pl de (2) et (3) par (I
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On remarque, cependant, que mémes les prémisses doivent étre introduites dans la preuve.

PC et RAA nous permettent de démontrer des tautologies, c’est-a-dire des phrases dont les preuves ne
nécessitent pas de prémisses. Pour démontrer “[Cpl - p”, par exemple, nous procédons comme suit :

I p S supposition
2 p S de (1)
3 CAl- p de () et (2) par (PC)

Dans la colonne de gauche, on énumére les lignes ; dans la deuxiéme, on met des prémisses (qu'il n’y a
pas dans cet exemple) et des suppositions ; dans la troisieme, soit “ (Z(si on est en train de démontrer
une phrase sous une supposition), soit “ {si on n’a pas fait de supposition ou éliminé toutes celles
que l'on a faites) ; dans la quatriéme colonne, la phrase principale ; dans la cinquiéme, la maniére dont
on est arrivé a la phrase principale : s'il s’agit d’'une prémisse, d'une supposition ou de la conclusion
d’une régle d’inférence.

Si on a des prémisses, on commence par les incorporer dans la preuve. Supposons que nous voulions
prouver “p — r” a partir des deux phrases “p — q” et “q — r”. Nous commengcons avec 'énonciation
de ces prémisses comme suit :

p-0q0q-r Ld-q prémisse
2 p-0,q-r Cg-r prémisse

Cette régle correspond au fait que I'on a, dans un calcul axiomatique, HC [CTh C@pour toute formule
@ CTh. Puisque que nous cherchons a établir une conclusion conditionnelle (a savoir “p — r”), nous
supposons son antécédent :

I pP-0q.q->r Ld-q prémisse
2 pP-0Qq-r1 Lg-r prémisse
3 pP-0Qq-rp b supposition

Cette supposition nous permet d’appliquer (MP) : nous obtenons ainsi “q” — ce qui, avec la deuxiéme
prémisse, nous permet la dérivation de “r”:

I P-0.q-r LA-q prémisse

2 P-0.04-r Lg-r prémisse

3 pP-0904-rp S supposition

4 p-09-rp [ de (@) et 3) par (MP)
5 p-0.q-rp = de (2) et (4) par (MP)

En appliquant de la regle de la preuve conditionnelle, nous avons établi notre conclusion sous aucune
supposition a partir des deux prémisses originales :

I P-0.0q-r Ld-q prémisse

2 pP-0Qq-r Ld-r prémisse

3 pP-94-rp [ supposition

4 P-0,9-r1p [y de (D) et (3) par (MP)
5 p-a.9-rp (S de () et (4) par (MP)
6 P-0,9-r Lag-r de (3) et (5) avec (PC)

La derniére ligne nous assure maintenant que I'on peut prouver “p — r” des deux prémisses “p - ”
et“q - r’.



116 6. Ladéduction naturelle

Examinons une preuve qui utilise la régle de la réduction a I'absurde et essayons de déduire “=(p Cq)”
a partir de “p — —q”. Nous commengons par 'énonciation de la prémisse et supposons la négation de
la conclusion désirée :

I p - —Q Cd- g prémisse
2 p - —q,p Cad S supposition

Sous cette supposition, nous cherchons a déduire une contradiction : (RAA) nous permettra alors de
conclure que la supposition est fausse et que par conséquent sa négation est vraie :

I p - —q Ld-—q prémisse

2 p - —q,p Lal h [ supposition

3 p - —q,p Lol b de (2) par (LE)

4 p - —q,p Ll [H-q de (1) et (3) par (MP)

5 p - —q,p Ly B de (2) par ([E)

6 p - —q CH(p Cq) de (2), (4) et (5) par (RAA)

Il est souvent crucial de bien se servir de la regle des suppositions : elle nous permet de ‘sortir’
I'information que contiennent les prémisses. Pour pouvoir utiliser, par exemple, “q — r” dans une
preuve quia “p - (4 — r)” comme prémisse, on suppose “p”. Le choix des régles est non seulement
motivé par les prémisses qui sont a notre disposition, mais également par la conclusion désirée : si
la conclusion désirée a par exemple la forme d’une implication, on se servira de la régle de la preuve
conditionnelle (PC). Dans le cas ot la conclusion est une phrase simple ou une négation, on utilisera
la réduction a 'absurde (RAA).

La regle de supposition nous permet de ‘conditionaliser’ n’importe quelle ligne de notre preuve : si
on a prouvé que (, par exemple, il suffit de supposer “p” pour dériver “p — q” par la régle (PC). Il est
donc aussi possible d’utiliser la méme phrase plusieurs fois, par exemple pour prouver “p - (p - q)”
a partir de “q” :

I q Cd prémisse

2 a,p b supposition

3 q LAd-q de (1) et (2) par (PC)
5 q LA-(p-0) de () et (2) par (PC)

La régle d’élimination d’une disjonction ([E) semble un peu compliquée, mais correspond a un prin-
cipe de raisonnement naturel. A partir d’'une prémisse disjonctive, on peut démontrer n'importe quelle
phrase dont la vérité ne dépend pas de notre choix du disjoint : méme si nous ignorons quel disjoint
est vrai, nous pouvons dans tous les cas étre certain d’'une phrase qui s’ensuit des deux. Si je sais que
Marie fait sa féte aujourd’hui ou demain, mais que, de toute facon, je ne serai pas invité, alors je sais
que je ne serai pas invité. Si vous étes d’accord que soit il pleut, soit il fait beau et que, s’il pleut, nous
n’'allons pas faire de sport aujourd’hui et que, s’il fait beau, il fait trop chaud et donc nous n’allons
pas faire de sport aujourd’hui, alors on est d’accord que nous ne ferons pas de sport aujourd’hui. En
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utilisant la régle (CE), nous démontrons la commutativité de la disjonction comme suit :

I p Cd [ Cgl prémisse

2 p Calp S supposition

3 p Lalp [ ol de (2) par (1N

4 p Calq S supposition

5 p Cqlg Sy Cpl de (4) par (1)

6 p Cql (s de (1,2,3,4,5) par (LE)

Ce dernier exemple nous montre comment nous servir de la régle (RAA) pour établir une conclusion
positive :

I =(=p =) L 3(=p (=) prémisse

2 =(=p =h), -(p Cq) [(H(p Cq) supposition

3 =(-p C=h),-(p L) p [ supposition

4 —(=p [=h), ~(p Cq),p [Cdp [ de (3) par (D]

5 ~(-p =), ~(p Ca),p  C-(p L) de ()

6 =(=p [=h), ~(p CQ) [S-p de (3), (4) et (5) par (RAA)
7 —(=p =), =(p L), q Sy supposition

8 =(-p [=h),-(p [g),q b Cql de (6) par ([

9 ~(-p C=0),~(p o), C-(p L) de ()

10 ~(=p [=h), =(p Cq) S de (7), (8) et (9) par (RAA)
Ix —(=p [=hy), =(p L) [S-p de (5) et (8) par (1N

12 =(=p (=), ~(p L) [-(-p C=h) de (@)

13 =(=p [=h) -(p [} de (2), (1) et (12) par (RAA)
14 —(-p [=h) Ld gl de (13) par (DN)

Nous répétons la ligne (2) aux lignes (5) et (9) et la ligne (1) a la ligne (12) pour permettre des applications
de (RAA) a des lignes qui partagent leurs supposition : ceci est permis parce que ce qui est prouvé
sans supposition reste prouvé méme si nous ajoutons d’autres suppositions. La double application de
(RAA) aux disjonctions introduits aux lignes (4) et (11) nous permet de déduire une contradiction a
la supposition de la négation de la conclusion voulue. Nous omettrons cette complication dans les
preuves qui suivent.

6.5 Une heuristique pour la déduction naturelle

La déduction naturelle est une méthode beaucoup moins ‘mécanique’ que la méthode des arbres;
elle est, cependant, plus intuitive que le calcul axiomatique HC. Surtout avec des régles dérivées, elle
correspond assez bien a notre maniére ‘naturelle’ de raisonner, Il est peut-étre utile, cependant, de
mentionner quelques conseils pratiques.®

Essayez de ‘faire sortir’ le contenu de ce que vous avez déja démontré. Si vous avez des prémisses ou
des phrases déja démontrées de la forme [QI CIC itilisez (CE). Si vous avez des prémisses ou des
phrases déja démontrées de la forme [l Il dssayez de prouver la conclusion a partir de @ et a partir
de Y et utilisez ([E). S’il y a une prémisse ou une phrases déja démontrée de la forme [=(¢ ) L1
essayez de prouver ¢ ou de prouver Y et utilisez ((Ipour obtenir une contradiction.

Essayez de ‘simplifier’ le plus possible. S’il y a deux prémisses ou des phrases déja démontrées de la

%Je suis ici d’assez pres Lepage (2001: 149).
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forme @, [@] -~ Y Ltilisez (MP). S'il y a deux prémisses ou des phrases déja démontrées de la forme

CIql > @ Catilisez (MT).

Laissez-vous guider par la forme de la conclusion envisagée. Si elle a la forme d’une implication [@]—
W [2] supposez que @, prouvez que Y et utilisez (PC). Si elle a la forme [@I[IT, prouvez que @, prouvez
que Y et utilisez ([T}

Utilisez (RAA) pour obtenir des conclusion négatives ou atomiques. Si la forme L3upposez que
@, prouvez, sous cette supposition, que | et que Cét utilisez (RAA). Si vous voulez prouver “p”,
supposez “—p”, prouvez, sous cette supposition, que J et que Cek utilisez (RAA).

Attention avec les disjonctions! Si la conclusion a la forme [@ CQILTly a trois possibilités :

@ essayez de prouver @,
(i) essayez de prouver Y ou
(iii) essayez de réduire [(=(¢ 1) (Al labsurde.

La méthode de la déduction naturelle consiste essentiellement en les douze regles suivantes :

supposition : je peux supposer ce que je veux (si jen tiens compte par la suite)
MP : sijai déja “p — ” et aussi “p”, je peux écrire “Q”.
MT :sijai déja “p — q” et aussi “~q”, je peux écrire “—p”.

£«

PC : sijai supposé “p” et montré ensuite“q”, je peux écrire “p — Q.

DN : si j’ai déja “——p”, je peux écrire “p”; si j’ai déja “p”, je peux écrire “——p”.

RAA : si j’ai supposé “p” et montré qu'il s’ensuit “q” et aussi “=0”, je peux écrire “—p”.

[X1si j’ai déja “p” et “q”, je peux écrire “p L.

[EL sijai déja “p L], je peux écrire “p” et aussi écrire “q”.

[Xdsi j'ai déja “p”, je peux écrire “p Lq7; si j’ai déja “q”, je peux écrire “p L.

[EL sijai montré “p L@ et que “r” s’ensuit de “p” et que “r” s’ensuit de “q”, je peux écrire “r”.
o I:sijaidéja“p - q”et“q — p”, je peux écrire “p « q”.

- E:sijaidéja“p - 7, je peux écrire “p — (” et aussi écrire “q - p”.

Ces régles nous disent comment nous pouvons manipuler des séquences de symboles de la forme
“@ [, en composant une preuve d’un certain théoréme (“ () ou d’une phrase a partir de quelques
prémisses (“¢ (). Il est important de noter que ces régles nous donnent que des permissions. Elles
ne nous obligent a rien. La seule ‘obligation’ dont on peut parler en logique est celle d’éviter des erreurs
dans l'application des regles données. Les régles elles-mémes nous donnent la permission de passer de
certaines phrases a certaines autres.

C’est en ce sens-la que la logique ne s’occupe pas de vérités, mais de connexions, surtout de connexions
inférentielles, entre des phrases. Elle ne se préoccupe pas de savoir comment est le monde, mais
cherche a déterminer comment il peut ou doit étre a partir d’autres phrase dont la vérité est consi-
dérée comme acquise. Par conséquent, 'usage des suppositions n’est pas seulement important pour la
déduction naturelle, mais il est essentiel a la nature-méme de la logique.

6.6 Une notation en termes de déductibilité

Nous verrons a p. 126 du chapitre 7 que nous pouvons prouver Y a partir de @ (¢ [ si et seulement
si nous pouvons prouver 'implication de § par ¢ : [Tl - P[]

Méme en présence d’un tel ‘théoréme de déduction’, il est important de distinguer les conclusions
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conditionnelles des théorémes. Une conclusion conditionnelle a la forme suivante :

@ 91,02,...,0n W

La conclusion Y est ‘conditionnelle’ parce qu’elle dépend des prémisses @1, @2, .. ., @n. Nous appelle-
rons toute expression de la forme (2) un “séguent” Un séquent est un schéma d’une inférence; (2) dit
qu’a partir des prémisses @1, @2, ... Qn, on peut déduire Y. Un théoréme, cependant, est un séquent
qui manque de prémisses :

3) Cq

(3) dit que Y peut étre prouvé sans aucune prémisse et que, par conséquent, I est un théoréme. Ce
sont des théorémes qui, en premier lieu, sont appelés “(logiquement) vrais” ou “(logiquement) faux”
et les séquents qui sont proprement dits “valides” ou “invalides”. Notre test sémantique de validité
correspond donc maintenant a un test syntaxique de déductibilité. Nous avons dit qu'un argument
de la forme “p; q; r; donc S” est valide si et seulement si I'implication matérielle correspondante
“(p CgdCX) - S” est une tautologie. Etant donné le théoréme de déduction, ceci revient a dire qu’un

séquent “@ [I” peut étre prouvé si et seulement si 'implication correspondante est un théoréme :

[l — @[

6.7 Lesregles dérivées

Un avantage majeur de la méthode de la déduction naturelle est I'usage des regles dérivées. Examinons
un exemple :

Au lieu de (CE), nous aurions aussi pu choisir le syllogisme disjonctif (SD) pour éliminer la disjonction
“ d’une formule :

m [ TH) (]
n Ty

0 T de () et () par (SD)
m T (]

n Y]

0 g de (M) et (n) par (SD)

Le syllogisme disjonctif correspond a un cas spécial de la régle (LE). Voici comment nous déduisons
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un cas particulier du syllogisme disjonctif, a savoir “-p, p CalCqT.

I —p,p gl C1-p prémisse

2 =p,p ] C1p Cd prémisse

3 —p,p Lglp p supposition

4 =p,p La.lp -p gl de () par (11

5 -p.p Calp. p = p supposition

6 —p,p Lalp,p L=k, —p -p supposition

7 =p,p Cqlp, —p =(p 5h)  de (5),3) et (6) par (RAA)
8 —p,p Lglp,p L=, q q supposition

9 =p,p [qJp,p =k, q —=q de (5) par (CE)

10 =p,p Cqlp, g  —(p [=) de (5), (8) et (9) par (RAA)
II —-p,p Cqlp -(p =) de (4, 6, 7, 8, 10) par ([E)
12 -p,p Lalp,p = p supposition

13 —p,p Lalp,p, —q —q supposition

14 —p,p Cqlp,p,—q = p de (12) et (13) par (I

15 =p,p Cqlp,p - de (13), (14) et (1) par (RAA)
16 -p,p Cqlp,p [ q de (15) par (DN)

7 —p,p Cglp p—q de (12) et (16) par (PC)

18 —p,p Lglp g de 3) et (17) par (MP)

19 —p,p Ldlq q supposition

20 -p,p Lg] g de (2,3, 18, 19, 19) par ([E)

On remarquera que les preuves par la déduction naturelle ne sont pas forcément simples. Etant donné
cet effort, il serait légitime d’espérer pouvoir réutiliser un résultat prouvé, c’est-a-dire avoir a notre
disposition la régle dérivée du syllogisme disjonctif en toute généralité. Nous prouverons un méta-
théoréme qui nous donne le droit de procéder ainsi.

Avant cela, il est nécessaire de définir ce qu’est une instance de substitution :

Définition 21 (Instance de substitution). Si @ est une formule bien formée de L, @ est une instance
de substitution de @ si et seulement si Q“bst le résultat d’une substitution uniforme d’une ou de plusieurs
phrases dans @ par dautres phrases.Un séquent “©5 U™ est une instance de substitution d'un autre séquent.
“© TV si et seulement si @“et. Yrésultent de @ et. Y par une substitution uniforme d'une ou de plusieurs
phrases dans © ou dans Y par dautres phrases.

Une substitution uniforme d’une expression dans une autre et le remplacement de I'une par l'autre
a toutes ses occurrences : si nous nous décidons de remplacer “~p” par “q”, par exemple, nous devons
remplacer 'un par l'autre & tous les endroits ou le premier se trouve.

Parmi les instances de substitution de “p [=p”, par exemple, on trouve les suivants :

I' “q ”’

2.0 -r) =g - 1),

3. “(p [=p) [=lp [=h)” etc.
“(r CS)l - (p [={~(r L)Y LP)))” est une instance de substitution de “p - (q C={—p L))" (substituant
“(rsa“p’et“p”a“q”et“p - (q Crl- =s),p,~~s [3(q COP est une instance de substitution de
“p - (@ - r),p,~r C=q” (substituant “(q CE)” 4 “q” et “~s” 2 “r”), méme si “~s - q [=(s Cq)” ne

Pest pas (puisque “~s” remplace “p” et “s” remplace “—p” et la substitution n’est donc pas uniforme).
oici le méta-théoréme qui nous donne droit aux régles d’inférence dérivées :
Voici | ta-th d droit les d’infe d

Théoréme 22 (Substituabilité). Sz Q est un théoréme de la déduction naturelle toute instance de sub-
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stitution de © peut étre prouvée. Si (@) LI Lelt un séquent prouvé,toute instance de substitution de

L@l CqICpkbut étre prouvée.

Preuve Il est évident que les regles d’inférence appliquées ne concernent que cette partie de la struc-
ture de @ et de P qui reste invariables sous la substitution. La preuve originale du théoréme ou du
séquent peut, par conséquent, étre transformée en une preuve de son instance de substitution. L1

Grice a ce théoréme, nous pouvons désormais utiliser la régle du syllogisme disjonctif comme régle
dérivée : Chaque fois que nous avons

m p Caql-p Lrl
ou une instance de substitution de ce séquent, nous pouvons écrire pour la ligne suivante :

n p Cg]-p Cal de (m) par (SD)

La méme chose vaut pour la conversion : comme suite de
o p-q [l
ou d’une instance de substitution de ce séquent, nous pouvons écrire :
P P - ( =g - —-p de (p) par (CP)

puisque “p — g 39 - —p” peut étre prouvé.

Une autre regle dérivée utile est I'application des lois de Morgan, dont nous prouvons un cas particulier
comme suit :

I =(p L) L1 =(p Ca) prémisse

2 =(p Cq), ~(-p [=h) =(-p [=h) supposition

3 =(p L), ~(=p C=h), —p -p supposition

4 —(p [g), ~(-p [=b).—p =p de (3) par ([

5 =(p Cg), ~(=p =) [ —-p de (3), (2) et (4) par (RAA)
6 =(p Lq), ~(-p [=h) p de (5) par (DN)

7 =(p Q) ~(=p [=),~qg T —g supposition

8 =(p ), =(-p [=k).-q —p de (7) par (D1

9 =(p Lg), ~(=p [=h) [ ——q de (7), (@) et (8) par (RAA)
10  —(p L), ~(-p [=h) q de (9) par (DN)

X =(p Lq), ~(-p [=h) p Lol de (6) et (10) par (I

12 —(p Q) 1 ==(-p ) de (2), (0 et (11) par (RAA)
13 —(p g} L 1-p de (12) par (DN)

Nous avons donc prouvé le séquent “~(p Cq) [—Hp [C=h”. Pour prouver le séquent converse, nous



122 6. Ladéduction naturelle

procédons comme suit :

I -p = C1-p prémisse

2 -p [=b, —p C1-p supposition

3 —p [=b, —p,p L] C1p Cqd supposition

4 —p [=b, —p,p [l C1p de (3) par (LE)

5 —p [=ly, —p C1=(p Cq) de (3), (2) et (4) par (RAA)
6 -p =, —q [1-q supposition

7 -pC=h-qpLgl  ClpLg supposition

8 —-p [=h,~q,p CH g de (7) par (LE)

9 —p =, -q CI-(p @ de (), (6) et (8) par (RAA)
10 -p = C1-(p Cq) de (1, 2, 5, 6, 9) par (LE)

Nous avons démontré l'interdéductibilité des deux phrases, c’est-a-dire établi que “~(p [q) [
—p [=h” ce qui nous donne le droit d’utiliser cette loi de Morgan dans de futures preuves.

Il est a noter que l'application des regles dérivées présuppose la preuve des séquents ou théorémes
correspondants.

Les douze régles données n’étaient pas toutes indépendantes les unes des autres : voici comment nous
dérivons la régle MT de MP et RAA :

I p-0q LA-q prémisse

2 p-q,~q L g prémisse

3 p-0qp = supposition

4 p-0,-q,p B de (1) et (3) par (MP)

5 P -0, L p de (3), @) et (4) avec (RAA)

Une axiomatisation utilisant les onze autres régles sauf MT serait donc également correcte et complete.

Points a retenir

1. La caractéristique de la méthode de la déduction naturelle est I'usage des suppositions. La regle
des suppositions nous permet d’introduire n'importe quelle supposition a n'importe quelle étape
de la preuve ; les régles PC, RAA et [Elnous permettent de nous en décharger.

2. Les regles de la déduction naturelle sont des régles d’introduction et d’élimination des connec-
teurs propositionnels.

3. La méthode de la déduction naturelle consiste en les régles suivantes :

supposition : je peux supposer toute phrase (si j’en tiens compte ensuite)

MP : si j’ai déja [@ - Y Cek aussi @, je peux écrire .

MT :sijai déja L@l -  Lek aussi L je peux écrire L]

PC : sijai supposé @ et montré ensuitel, je peux écrire [@l - Y L]

DN : si jai déja [5h@Ljk peux écrire @ ; si jai déja @, je peux écrire [=h@ ]

RAA : si j’ai supposé @ et montré qu'il s’ensuit ) et aussi Lje peux écrire L]
[X1si jai déja @ et |, je peux écrire L@l L]

[EL sijai déja [@l CIL e peux écrire @ et aussi écrire .

[Xdsi jai déja @, je peux écrire L@l LIS bi jai déja P, je peux écrire L@l Cll—]

[Et si j’ai montré [@] ek que X s’ensuit de @ et également de Y, je peux écrire X.
o~ I:sijaidéja [l - P LCek [ » QLT peux écrire [@ o Y[

~ E:sijai déja [@l o Y Lje peux écrire [@] - Y Cek aussi écrire [ -~ @[]



6.7

Les régles dérivées 123

ey

R N

I0.

Lapplication de ces régles nous permet d’écrire des preuves des théorémes (“ C@) et des séquents
(p LUD).

Pour avoir prouvé un théoreme ou un séquent, il faut avoir déchargé toute supposition.

Pour établir une conclusion implicative, il convient d’utiliser PC.

Pour établir une conclusion négative ou une conclusion simple, il convient d’utiliser RAA.

Le théoréme de déduction nous assure de la validité de la régle de la preuve conditionnelle.

La méthode de la déduction naturelle nous permet d’utiliser des regles dérivées.

La déduction naturelle est une méthode syntaxique qui est correcte et compléte : tout séquent
déductible correspond a une relation de conséquence sémantique et toute conséquence séman-
tique peut étre déduite comme séquent.






Chapitre 7

Propriétés métalogiques de la
logique propositionnelle

7.1 Les propriétés métalogiques

Dans la legon 5 (p. 87), nous avons introduit une sémantique formelle pour le langage de la logique
propositionnelle et défini la relation de conséquence sémantique k. “@ |k {J” est vrai si et seulement si
toute interprétation qui rend vrai “@” rend également vrai “”. Dans les lecons 4, 5 et 6, nous avons
introduit trois méthodes syntaxiques permettant de prouver des théorémes : un calcul axiomatique,
la méthode des arbres et la méthode de la déduction naturelle. Ces trois méthodes définissent trois
relations syntaxiques de déductibilité [ ]

La conséquence sémantique E est une relation sémantique étudiée dans la théorie des modéles. La
déductibilité syntaxique [ _duant a elle, est une relation syntaxique et fait partie du domaine de la
théorie de la preuve. La théorie des modéles définit la notion de validité, la théorie de la preuve celle
de la déductibilité ou de la démontrabilité. Il existe différentes manieres d’établir des relations entre
la syntaxe et la sémantique d’un systeme logique. Un calcul syntaxique peut étre appelé :

— “satisfaisable” s’il ne permet pas la déduction d’une contradiction.
— “correct”si tous ses théoremes sont des tautologies.

- “complet”s’il permet la déduction de toutes les tautologies.

- “adéquat”s’il est a la fois correct et complet.

La premiére propriété est la moins exigeante : qu'une méthode syntaxique soit satisfaisable revient a
dire qu’elle ne permet pas la déduction d’'une phrase et de sa négation. Puisqu’une contradiction n’est
jamais une tautologie, tout calcul correct est satisfaisable. Dans la logique classique, un calcul insatisfai-
sable est dénué d’intérét : si une seule contradiction est un théoréme, toute formule propositionnelle
peut en étre déduite en conséquence (puisqu’une inférence ayant une prémisse contradictoire est tou-
jours valide) — par conséquent, le calcul ne fera plus de distinction entre théorémes et non-théorémes
et permettra la déduction de n'importe quelle proposition.

Nous démontrerons par la suite que le calcul axiomatique HC, la méthode des arbres et la méthode
de la déduction naturelle sont corrects et complets (et donc adéquats). Ces résultats n’établissent pas
seulement que les trois méthodes de preuves sont équivalentes, mais également qu’elles correspondent
a la sémantique de la logique propositionnelle que 'on a donné dans la lecon 5.
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Consistance, correction et complétude ne sont que trois des propriétés que 'on recherche dans la
construction d’un calcul. Il est également désirable de pouvoir prouver un théoréme de déduction sur
le calcul : un tel théoréme nous assure que @ [l si et seulement si [IIpl - Y L_C’est ce théoreme
qui justifie notre application de la regle de preuve conditionnelle PC dans la méthode de déduction
naturelle.

D’autres propriétés métalogiques désirables sont sémantiques : elles ne caractérisent pas un calcul,
mais une relation de conséquence sémantique ou un ensemble de tautologies :

— Une logique est dite “décidable”, s'il existe une procédure mécanique permettant de déterminer
’
si une phrase est une tautologie.
— Une logique est dite “compacte” si toute conséquence sémantique d’'un ensemble infini de
prémisses est une conséquence sémantique d’'un ensemble fini de prémisses.

Nous démontrerons que la logique propositionnelle est décidable et compacte.

Mis a part les caractérisations syntaxiques et sémantiques, une logique peut aussi étre décrite comme
une structure mathématique : la logique propositionnelle, par exemple, correspond a un certain type
d’algebre, a savoir une algébre Booléenne. Apres avoir introduit cette notion, nous montrerons de
quelle maniére les connecteurs propositionnels correspondent a des opérations algébriques.

7.2 Le théoreme de déduction

Nous remarquons I'importance cruciale de la régle de la preuve conditionnelle PC dans la déduction
des théoremes avec une forme implicative ou conditionnelle. La validité de la regle de la preuve
conditionnelle correspond a une propriété importante de la logique propositionnelle :

Théoréme 23 (Théoréme de déduction). Y peut étre déduit de @ si et seulement si [Q] » Y Let un.
théoréme.

PrEUVE' Nous prouvons les deux directions de I'équivalence.

= [_Colmme le théoréme est évident pour la méthode de la déduction naturelle, nous le démontrons
pour le calcul HC. Supposons donc que nous avons une preuve de

HC {9}

Cette preuve consiste en une séquence finie de formules propositionnelles Y1, 2, ... Yn, telle
que pour Y, = Y et que pour tout nombre i < N, YPp, soit est un axiome ou @, soit s’ensuit de
deux autres formules Y;j et Pj (i,j < n) par MP. Nous transformons cette preuve de | en une
preuve que @ — U en faisant les modifications suivantes :

(@ Si Yk = @, nous remplagons

HC {9} [k

par
HC X - ¢

ce qui est un axiome (H).

"La preuve suivante, qui se termine par le signe “ gour “quod erat demonstrandum” (“c.q.f.d.”) peut étre omise par ceux
qui sont peu intéressés par les subtilités des calculs axiomatiques.



7.2 Lethéoréme de déduction 127
(b) Si Y est un axiome, nous remplagons la ligne
HC [0} [

par les cinq lignes suivantes (cf. exercice (7b) de la quatriéme série 16.4 a la p. 236) :*
k, ~ HC [k axiome
k, HC Lk [@) - W) - Wk ~ (@ - i) H,
k, HC [l [G) - Uk Hy
k, HC [k - (¢ - k) (MP) de (ko) et (k3)
k, HC C@l - Wk (MP) de (k1) et (ka)

(c) Si Yy a été obtenu a partir de deux formules Y et Y; (= O} - Yy D, j < k), on applique
I'hypothese d’induction pour obtenir :

i HC L@ - i
j HC Cal- (§i - W)

Nous remplagons ces deux lignes par les suivantes :

i HC L@l - y;

j.  HC L@ - (i - W)

j, HC L - (Wi - W) - ((0 CH) - i)

j, HC L@ Cdl) - Wi

j, HCLd-o

j;, HC LW - ¢) - (¢ - i) - (¢ ~ (¢ L))
jo HC L@ - wi) - (¢ ~ (¢ CHD))

j, HC L@ - (¢ Cq)

js HC L(® - (o L)) - (((@ L) - Wk) - (¢ - Wk))
j, HC e CW) - i) - (@ - W)

jo HC L@ - i

[=dYona

HC B -

on ajoute

HC o} <1t @

afin d’obtenir

HC L9} 2 y

avec une application de (MP).

H,
(MP) de 1) et (2)
H

I

HIO

(MP) de () et (s)
(MP) de () et (g)
H2

(MP) de (j7) et (g)
(MP) de (3) et (o)

L1

Par le théoréme de déduction, trouver une déduction “p L’ consiste a prouver “L_d — ¢”. En
pratique, cependant, cette réduction ne facilite que rarement le travail du logicien. D’oui 'utilité de la

2Nous supposons que Kq

ks < K, ce qui est toujours possible aprés une re-numération des lignes.
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méthode de la déduction naturelle, qui ne nécessite pas une telle réduction mais qui permet de traiter
“p Ca¥ ‘directement’.

7.3 Correction et complétude de la méthode des arbres

Nous avons présenté la méthode des arbres a travers son interprétation sémantique, c’est-a-dire en
termes de valeurs de vérité des phrases traitées. Cependant, les régles que nous avons proposées dans
la lecon 5 sont des régles purement syntaxiques : elles ne considérent que la forme syntaxique des
phrases. Nous avons déja présupposé la correction et la complétude de cette méthode syntaxique et
C’est ce que nous devons prouver dans la section qui suit. A cette fin, nous suivons la présentation de
Smullyan (1968: 25 et seq.).

Pour prouver la correction et la complétude de la méthode des arbres, nous devons introduire quelques
nouvelles notions. Nous observons d’abord que nos régles pour les équivalences matérielles ne sont pas
basiques, mais peuvent étre obtenues par deux applications successives des régles pour I'implication
matérielle. Les sept autres régles de construction d’arbres tombent sous deux catégories : certaines
nous amenent a développer I'arbre avec une seule nouvelle branche, d’autres, avec deux nouvelles
branches. Nous faisons donc une distinction entre les formules que 'on appellera “du type o” ([=h¢ L]
[ WL T=(¢ CWLI=(¢ — WY)D Hui ‘continuent sur la méme branche’, et les formules que 'on
appellera “du type B” ([=(¢ Q)L Tql C@lCde [@ - YD Hui nous obligent a créer au moins une
nouvelle branche. On adoptera la terminologie suivante pour les formules que ces régles nous obligent
a écrire sur les branches consécutives :

a (o1 a2
=heL] 0 )

B B1 B2
@Ol | ¢ W =l [ ) =l ) = )

= () 1| Syl =yl @EEDD DL"
- 9o | EpOl o~ ¥ L

Nous pouvons maintenant définir ce qu’est un arbre et un tableau :

Définition 24 (Arbres binaires). Un arbre binaire est une structure composée de ‘noeuds’ (points) et de
branches’ (lignes) telle que chaque noeud,mis a part l'origine,se trouve a la fin d'une branche et telle que
tous les noeuds se trouvent au début dau maximum deux branches3

Nous appelons “point extréme” un point qui n’a pas de successeurs sur sa branche.

Définition 25 (Tableaux). Un tableau est un arbre binaire dont les noeuds sont des formules proposition-
nelles construites a partir d'une formule propositionnelle comme suit.: si X est une formule propositionnelle
dont le tableau T a déja été construit et que ( en est un point extréme, nous élargissons T par une des
méthodes suivantes :

3Cette définition utilise la notion vague de “structure”. Une définition plus précise serait la suivante : Un arbre est un triple

@, 1, RCdomposé de

1. un ensemble P d’éléments appelés “points”;

2. une fonction 1 qui assigne a tout point un nombre naturel appelé son “niveau”;

3. une relation R entre des points appellée “X est le prédecesseur de y”.
Ce triple doit satisfaire aux conditions suivantes :

1. Un seul point (appellé “I'origine”) est de niveau 1.

2. Tout autre point que l'origine a un seul prédecesseur.

3. Pour toute paire de points [X, y [3i X est le prédecesseur de Y, alors 1(y) = 1(x) + 1.
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(A) Si une formule du type O a une occurrence sur le chemin.Bg (le chemin de X jusquia { dansT ), nous
ajoutons soit. Oy soit. Oy comme successeur unique a .

(B) Si une formule du type B a une occurrence sur le chemin. Bz, nous ajoutons B1 comme successeur
gauche et.[3 comme successeur de droite a (.

Nous appelons un tableau T une ‘extension directe” d’un autre tableau T 5si nous I'obtenons a partir de
T Upar une seule application de (A) ou de (B). Nous disons d’'une branche B, d’un arbre qu’elle est
“fermée” si elle contient des occurrences d’une formule propositionnelle et également de sa négation.
Un tableau T est appelé “fermé” si toutes ses branches sont fermées. Nous appelons une “preuve” d'une
formule propositionnelle ¢ un tableau fermé qui a [Cdomme formule initiale. Une formule @ est
appelée ‘prouvable” s’il existe une preuve pour Q.

Pour la preuve de la correction, nous définissons ce qu’est une interprétation rendant vrais une branche
ou un tableau :

Définition 26 (Interprétations d’un tableaw). Une interprétation propositionnelle. | rend vraie une
branche. By d'un tableau sémantique ssi elle rend vraies toutes les formules propositionnelles qui ont des
occurrences sur cette branche.| rend vrai un tableau ssi elle rend vraie au moins une branche de ce tableau.

Nous disons d’'une branche ou d’un tableau qu’ils sont “satisfaisables” s’il y a une interprétation qui
les rend vrais. Nous pouvons maintenant prouver le théoréme le plus important pour la preuve de la
correction :

Théoreme 27. Si Ty est une extension directe d’un tableau T1, toute interprétation qui rend vraie Ty
rend également vraie T).

PreUVE Supposons que | rende vrai T1. Il y a donc une branche By dans T1 rendue vraie par I. T, se
distingue de Ty par 'addition d’'un ou de deux successeurs a une branche By, de Ty. Si By, est différente
de By, alors By est toujours une branche de T; et la conclusion désirée s’ensuit. Si By a été obtenue
de B¢ par l'opération (A), alors il existe une formule O sur By, telle que By, est ou bien By + a3 ou bien
By + 0o. Si 0 est rendu vrai par |, cependant, 01 et O3 le sont également. Alors T> contient au moins
une branche rendue vraie par I. Si By a été obtenue de By par l'opération (B), alors une formule 3 a
une occurrence sur By telle que et By + 31 et By + 3 sont des branches de T. Si B est rendu vrai par
I, alors soit la premiére, soit la seconde de ces deux branches est également rendue vraie par |. Donc
T2 est rendu vrai par 1. —1

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la correction de la méthode des arbres :

Théoréme 28 (Correction de la méthode des arbres). La méthode des arbres est correcte : toute phrase
prouvable est une tautologie.

PreuVE Le théoréme (27) nous permet de prouver par induction mathématique que, pour tout tableau
T, si l'origine @ est rendu vrai par une interprétation I, alors T est également rendu vrai par cette
interprétation, assurant I'étape d’induction. Supposons alors que T prouve @. Cela signifie que T
est un tableau qui a Cdomme origine et qui n’est rendu vrai sous aucune interprétation. Toute
interprétation I, par conséquent, rend faux [Slp[Gi elle rendait vraie Porigine, elle devrait aussi
rendre vrai le tableau qui en est I'extension) : [est vrai sous aucune interprétation : c’est une
contradiction. ¢ est donc une tautologie. —1

Par rapport a la complétude de la méthode des arbres, il faut distinguer deux questions :

— Pouvons-nous déduire, du fait qu'un tableau fermé existe pour @, que @ est une tautologie ?



130 7. Propriétés métalogiques de lalogique propositionnelle

— Pouvons-nous étre siirs qu'un tableau fermé existe pour toute tautologie ?

Les deux questions sont indépendantes et seule la seconde correspond a celle de la complétude* La
question de complétude est la question de savoir si nos régles de construction d’arbres sont suffisam-
ment puissantes pour prouver toutes les tautologies de la logique propositionnelle.

Nous appelons une branche By, “compléte”si ces deux conditions sont remplies :

— pour toute formule 0 qu’elle contient, elle contient a la fois 04 et Oz;
— pour toute formule B qu’elle contient, elle contient 31 et/ou By.

Nous appelons un tableau “complet”si toute branche de ce tableau est soit fermée, soit compleéte. Notre
but est de démontrer que

(C) SiT estun tableau complet et ouvert, la formule 4 'origine de T est satisfaisable.

(C) veut dire que la formule d’origine d’'un tableau complet qui reste ouvert est rendu vraie par au
moins une interprétation — c’est-a-dire que (C) nous garantit qu'aucune table ne se ferme ‘trop tot’. Si
nous réussissons a prouver (C), nous obtenons la complétude de la méthode des arbres comme suit :

Théoréme 29 (Complétude de la méthode des arbres). La méthode des arbres est compléte : toute
tautologie est prouvable.

PreUVE Supposons que @ soit une tautologie. Si ¢ ne pouvait pas étre prouvée par la méthode des
arbres, nous pourrions construire un tableau complet pour [Cqui resterait ouvert. Par (C), (I
serait satisfaisable et ne serait donc pas une contradiction. Par conséquent, ¢ ne serait pas une tauto-
logie. Puisqu’on a présupposé que @ est une tautologie, cette supposition doit étre rejetée. @ est donc
prouvable. 1

Pour prouver (C), nous démontrons le théoréme ci-dessous. (C) s’ensuit du théoréme suivant (30),
puisque la satifaisabilité de toute la branche implique la satisfaisabilité de son origine.

Théoreme 30. Toute branche ouverte et compléte d'un tableau est satisfaisable.

PrEUVE Supposons que By soit une branche ouverte et complete d’un tableau T et que E soit
I'ensemble de toutes les phrases qui ont des occurrences sur By. Puisque By est une branche ouverte
et grice a nos régles de construction d’arbres (A) et (B), 'ensemble E satisfait les trois conditions
suivantes :

(@) Iln’est pas le cas que E contient une phrase simple “p” et sa négation “-p”.
(b) Sia [E]alors oy [Ekt o, [E]
(c) SiB [EJalors soit By [E])soit B, [E]

On appelle un ensemble qui satisfait ces trois conditions un ‘ensemble de Hintikka’. Nous prouvons
maintenant que tout ensemble de Hintikka est satisfaisable > Nous argumentons que tout ensemble
de Hintikka peut étre élargi a (est un sous-ensemble d’) un ensemble saturé. Un ensemble E Fest dit
‘saturé’ $'il satisfait les conditions suivantes :

(@) Pour toute phrase @, soit @ [E¥ soit [TEY mais pas les deux.
(b) Pour toute phrase du type o, o CET5i et seulement si 0y [EFet o CET
(¢) Pour toute phrase du type B, B [E'5i et seulement si B; [Etou B, [ET

4Pour le comprendre, il suffit d'imaginer que nous renongons a quelques-unes de nos régles de construction d’arbres. Méme
si la méthode devenait ainsi incomplete, la réponse a la premiére question serait toujours affirmative.

SPour nos besoins, il suffirait de montrer la consistance de tout ensemble de Hintikka qui est fini.
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Pour montrer qu’il y a un ensemble saturé Etel que E [CE'}' nous devons ajouter assez de phrases a E

® pour que les implications dans (b) et (c) puissent étre transformées en des équivalences dans (b)
et ()
(i) et pour que (a) soit vraie non seulement pour les phrases simples mais pour toutes les phrases.

Supposons que E est un ensemble de Hintikka. Nous devons trouver une interprétation qui rende
vraies toutes les phrases dans E. Nous la définissons ainsi pour le cas particulier d’'une phrase simple :

1
“p” I:B

I(“p”) :: “_lp” I:B
I_—f_lun devetf “p” [E] Chp” [E

Par la condition (a), il n’arrive pas que | attribue deux valeurs de vérité différentes a une seule et
méme phrase atomique. Comment pouvons-nous montrer que | rend vraie toute phrase dans E ? Par
la méthode de I'induction mathématique, que nous avons déja rencontrée a la p. 8o. Nous attribuons
a chaque phrase un degré selon la définition suivante :

Définition 31 (Degré d’'une phrase). Le degré d'une phrase @ est le nombre naturel déterminé par les
régles suivantes :

(1) Si@Qest une phrase atomique,alors son degré est.0.

(2) SiQest une phrase niée Cet que le degré de ) est.n, alors son degré est.n + 1.

() SiQest une conjonction. WXL dne disjonction. WLX dne implication. 0 — X Lok une équivalence
L « XLet 57 le degré de \p est.Net que le degré de X est.m, alors le degré de @ est.n+m+ 1.

Lutilité principale de cette définition® est qu’elle nous permet de prouver des méta-théorémes déja
établis pour des cas particuliers pour toutes les formules propositionnelles par induction mathéma-
tique.

Nous démontrons alors par induction mathématique que | rend vraies toutes les phrases dans E :

base de 'induction : Nous avons déja vu que | rend vraies toutes les phrases simples (de degré o) dans
E.
pas de I'induction : Supposons que | rende vraie toute phrase ¢ dans E de degré inférieur a n. Si @ est
d’un degré supérieur a o, @ doit étre soit une formule a, soit une formule f3 :
a: Si@ est du type 0, alors 07 et O sont aussi dans E. Mais ces formules sont d’'un degré
inférieur a n, donc elles sont rendues vraies par I. ¢ doit également étre vrai.
B: Si@ est du type B, alors soit 1, soit 32 est un membre de E. Quelle qu’elle soit, elle doit
étre rendue vraie par | (puisqu’elle est d’'un degré inférieur a n). @ est également rendu vrai
par I.
Nous avons donc défini une interprétation qui rend vraies toutes les phrases dans E et, plus
généralement, toutes les phrases dans un ensemble de Hintikka. Comme les phrases sur une
branche ouverte et compléte d’un tableau forment un tel ensemble de Hintikka, nous avons
démontré le théoréme.

1

%Voici quelques exemples : “p [{q [=I)” est de degré 3,“p (@ LY est de degré 2,“p [{d (A [=3))” est de degré 4 etc.
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7.4 Correction et complétude de la déduction naturelle

Pour montrer la correction et la complétude de la méthode de la déduction naturelle il faut prouver
que tout séquent déductible “¢Q [Ul” correspond a une relation de conséquence sémantique “@Q F §”
(correction) et que toute instance d’une telle relation correspond 4 un séquent déductible a I'aide de nos
douze régles de déduction naturelle (complétude). Nous ignorerons par la suite les régles d’introduction
et d’élimination de I'équivalence, traitant [@] o [Cdomme abréviation de [(¢p - @) C(P - @)L]
Nous suivons la procédure dans Lemmon (1965a: 75 et seq.).

Théoréme 32 (Correction de la déduction naturelle). La méthode de la déduction naturelle est cor-
recte : tout séquent déductible est une conséquence sémantique.

Preuve Nous avons remarqué que toute preuve par la méthode de la déduction naturelle (en bref :
toute déduction naturelle) doit commencer par une application de la régle de suppositions. C'est
pourquoi nous pouvons prouver la correction par une induction par rapport a la longueur n d’une

preuve de [@ QL]

base de I'induction Sila preuve a la longueur 1, il s’agit d’'une application de la régle de suppositions.
Le séquent en question a donc la forme [@ C@Cek nous avons appris 2 la legon 2 (cf. p. 65) que
la relation de conséquence sémantique est réflexive.

pas de I'induction Supposons que nous avons montré la correction de toutes les étapes d’une preuve
jusqu’a la n-eme étape et considérons 'étape numéro N + 1. Pour montrer la correction de cette
étape n+1, il suffit de montrer la validité des neuf différentes régles d’inférence que nous aurions
pu utiliser pour y arriver.

MP : Supposons le contraire de ce que nous voulons prouver : que F @, - , mais
pp q P q
ElY. Par conséquent, il existerait une interprétation | rendant vrai @ et [@]l - ) Cet rendant
faux . Par la table de vérité de “ - ”, nous savons que cela serait impossible.

MT : Lhypothése d’'induction s’ensuit également de la table de vérité de “ - ”.
PC: Supposons que {@1, @2, ..., 0n, Pn+1} F U, mais que {@1, @2, ..., ¢n} B [@h+1 - Y[ dly

aurait donc une interprétation | qui rendrait vrais tous les membres de {@1, @2,...,¢n},
mais faux [@h+1 — WLl s’agit d'une contradiction puisqu’l, par la table de vérité de
“ 7, devrait rendrait vrai Qn+1 et rendre faux et servirait donc comme contre-exemple

a “{(pla (921 e i(pnl (pn"'l} i= qJ”’
DN : Lhypothese d’induction s’ensuit de la table de vérité de “-”.

RAA: Supposons que nous avons {@1, 92, ..., 0n, Pn+1} E U, {@1,92,...,0n, On+1} E L1
mais {Q1, 2, ...,Pn} E [=pn+1 [l y aurait donc une interprétation | qui rendrait vrais
tous les membres de {@1, @2, ..., On}, rendrait faux [Slpn41 Cet donc rendrait vrai Qp+1.
Elle devrait donc rendre vrai et | et [¢e qui est impossible.

X4 Si toute interprétation rendait vrais ¢ et ), alors toute interprétation rendrait également
vrai L@l QL]

[Et Sitoute interprétation rendait vrai [l YL dlors toute interprétation rendrait également
vrais @ et .

X4 Si toute interprétation rendait vrai @, alors toute interprétation rendrait également vrai

L] L]

[Et Supposons le contraire de ce que nous voulons prouver : f [@ CQIL & E X, ¥ E X, mais
EIX. Il y aurait donc une interprétation | qui rendrait faux X, mais vrai [QILUIT Elle devrait
donc rendre vrai I'un des disjoints. Or, puisqu'on a @ E X et Y E X, elle devrait rendre vrai
X, ce qui est contraire a notre supposition initiale.
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L1

La complétude de la déduction naturelle nous assure que toute conséquence sémantique est déductible
en tant que séquent. Pour le prouver, il nous faut le lemme suivant :

Théoréeme 33 (Lemme). Soit. Q une formule qui contient les phrases simples p1, ... ,Pn et | une inter-
prétation. Nous définissons des formules 1, . . ., U, ainsi :
:(‘I 2 a3 2
= Cpi”) I(pi") =v

(=pi") 1P =f
Nous pouvons alors montrer par la méthode de la déduction naturelle :

1. i 1(Q) = v, alors nous pouvons déduire Dy, ... ,Un CqQ;

el

2. si V(@) = £, alors nous pouvons déduire Py, . .. ,Yn CThHpL]

PrEUVE

Nous le démontrons par une induction mathématique, utilisant la notion de degré déja introduite :

base de 'induction Soit @ de degré o (et donc une phrase atomique). Si | (¢) = v, nous avons = @
et P C@lpar la regle de supposition. Si I (¢) = £, nous avons | = Cek également Y [=p par
la regle de suppositions.
pas de 'induction Soit ¢ de degré n.
1. Si@ = [=EL & est de degré < net
= si 1(@) = v, alors 1 (§) = f et donc (par I'hypothése de I'induction) Y, ... Y CTHEL]
- si 1(9) = £, alors 1(§) = v et donc (par 'hypothése de l'induction) Yy, ... Yn I
Nous obtenons Yy, ... Yn [TERE Cpar une application de (DN).
2. Si@ = 1KLL et X sont de degré < n et
= si 1(@) = v, alors 1 (§) = 1(X) = v. Nous avons donc, par I'hypothése de I'induction :

W1, . Om (I
Wm+1,--+, Un LX

et nous devons montrer que
quy LR (pn Eﬂﬂlj—l:l

qui s’ensuit par une application de ([T1
= Si (@) = £, alors 1(§) = fou I (X) = £ Voici les trois cas :

I Y1,...,0m (I prémisse

2 Wi,..-,Yn =i prémisse

3 Wi, ...,Pn, BT CHEICKT supposition

4 W1, . .., Yn, I CEY de (3) par ([E)

5 Wi,...,0n CI=(E )] de (3), (2) et (4) par (RAA)
1 Wi,y Um ] prémisse

2 Wi,...,Pn [ § prémisse

3 P, ..., Yn, E1OA ] CHEICXT] supposition

4 W1, ..., Un, EICXIT (Y de () par (LE)

5 Wi,...,0n CI=(E 50 [ de (3), (D et (y) par (RAA)
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I Wi,y Om || prémisse

2 Wi, ...,Wn = prémisse

3 Y1, ..., Pn, 1A EEII__)QEI supposition

4 W1, ..., Pn, E1CAI de (3) par ([E)

5 W1,...,Pn CI=(E ) de (3), @) et (4) par (RAA)

3. Si@ = 1K, § et X sont de degré < n et
= si 1(@) =, alors 1(€) = v ou I (X) = v. Dans les trois cas, nous utilisons (1]
— si 1(@) = £, alors 1(§) = 1 (X) = £ La déduction sera la suivante

1 Wi,- oy Om [T=E [ prémisse

2 Wi,...,Yn =i prémisse

3 P1,..., P, Bl EHEIGI supposition

4 Pr,..., 0, EBIAE K supposition

5 W1,...,Un, § CH=(E g de (3), (O et (4) par (RAA)
6 W,...,Un, EIA X X supposition

7 Wi,...,Pn, X [ = (g va || de (3), (@) et (6) par (RAA)
8 Pr,..., P, B EHEE Y de G, 4, 5, 6, 7) par ([E)
9 Pr,...,Pn CI=A& ) [ de (3), 3) et (8) par (RAA)

4. Si@ = [§1- XL et X sont de degré < net
= si 1 (@) = v, alors 1 (§) = fou I (X) = v. Si I(X) = v, nous supposons § et appliquons
(PC). Dans l'autre cas 1(§) = 1(X) = f, nous supposons X et &, appliquons (PC) et
enlevons la supposition que X par (RAA).
- si 1(@) = £, alors 1(§) = vet 1(X) = £ Nous supposons [£1- XL Appliquons (MP) et
utilisons (RAA) pour nier la supposition.
5. Sip = [Elo XL et X sont de degré < n et
= si 1(@) = v,alors 1(§) = I(X) = voul(§) = I(X) = £ Dans ce cas, nous utilisons
(PO et puis (- D.
= sil(@) =f alors 1(§) =fet 1 (X) =voul(§) =vetl(x) =f Nous supposons £l
X Lappliquons (- E), appliquons (MP) et utilisons (RAA) pour nier la supposition.
Nous avons donc prouvé le lemme, c’est-a-dire démontré que : Si | est une interprétation des phrases
simples contenues dans une phrase complexe, nous pouvons déduire, par la méthode de la déduction
naturelle, que Y1, ... ,Pn C@si (@) =vetPq,...,Py CIHEPLCSE 1(@) = £, pour n'importe quelle
phrase . 1

Le lemme nous assure que nous pouvons ‘modeler’ chaque ligne d’une table de vérité par les mé-
thodes de la déduction naturelle. Nous sommes maintenant en mesure de prouver la complétude de la
déduction naturelle :

Théoréme 34 (Complétude de la déduction naturelle). La méthode de la déduction naturelle est.
compléte : 5i ) est une conséquence sémantique de @, alors “© TN est déductible.

Preuve Nous prouvons d’abord la complétude sous une forme plus ‘classique’:
(Compl) Toute tautologie est déductible par la méthode de la déduction naturelle.

Pour démontrer (Compl), nous utilisons le lemme. Supposons que @ est une tautologie et que @
contient les phrases simples “p1”, ..., “pn”. Nous pouvons donc déduire tous les 2" séquents de la
forme Y1, . .. ,Pn @ Pour déduire @, nous procédons ainsi :
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1. Nous démontrons toutes les n disjonctions [} [=lp; [(kn supposant qu’elles sont fausses et
appliquant ([Met (RAA)).

2. Nous faisons 2n suppositions : Y1, (=l G, Sl L. Y, S L

3. Nous répétons les 2" preuves de @ pour toutes les différentes interprétations possibles (ce qui
est possible donné me).

4. Nous appliquons - 2' fois ([EE) et obtenons une preuve de @ sous aucune supposition.

Comme ¢ était une tautologie arbitraire, nous avons prouvé (Compl). Pour passer des théorémes [l
a des séquents arbitraires ¢ [Ul, supposons que Y est une conséquence sémantique de {@1,...,@n}-
Nous devons donc montrer que nous pouvons prouver le séquent @1, ... @ [l Par la définition de
la conséquence sémantique, nous savons que [@} — (@2 - (... (¢n — U))...)Lest une tautologie.
Etant donné (Compl), nous pouvons le déduire également par la méthode de la déduction naturelle.

Le théoréme de déduction nous dit alors que nous pouvons également prouver le séquent en question.
1

Voici un exemple pour illustrer le fonctionnement de la ‘preuve canonique’ décrite ci-dessus. Soit @ la
tautologie “(p Cq) - p”.

1. Premiére étape : nous prouvons les disjonctions des atomes concernés :

I P déja prouvé
2 Cd déja prouvé

2. Deuxiéme étape : supposons tous les atomes et leurs négations :

3 p p supposition
4 -p [H-p supposition
5 q (= supposition
6 -q [ supposition

3. Troisiéme étape : comme @ est une tautologie, le lemme nous montre comment dériver les quatre
lignes suivantes des quatre lignes précédentes :

7 p.q Kp [q) - p lemme
8 p, —q S @) - p lemme
9 =P, g (SHp L) - p lemme
10 =p, 0q CSHp @) - p lemme

4. Nous pouvons donc appliquer [Elpour terminer la preuve :

I q SHp Cq) - p de (1,3,7,4,9) par (LE)
12 —( CSp L) - p de (1,3,8,4,10) par (LE]
13 Ch[Q-p de (2,5,11,6,12) par (LEJ

7.5 Correction et complétude du calcul HC

Nous avons déja démontré la correction de HC dans la lecon 4. Sila méthode des arbres est compleéte et
donc suffit a prouver toute tautologie, le calcul HC y suffit également. Le calcul HC hérite la complétude
de la méthode des arbres.
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7.6 Décidabilité et formes normales

Le probléeme de la décidabilité est le suivant : comment savoir si une formule donnée @ est une
tautologie ? Comment savoir si une formule [Cdst satisfaisable ? Pour répondre a ces questions,
il nous faut une procédure de décision, c’est-a-dire un algorithme déterminant s’il existe ou non une
interpétation qui rend vraie la phrase donnée.

Les tables de vérité nous fournissent une méthode ‘brute’ permettant de trouver une telle interpré-
tation, si elle existe. Pour savoir si une phrase donnée est une tautologie, il suffit de faire sa table de
vérité et vérifier si on ne trouve que des “V ” dans la colonne de son connecteur principal. Le théoréme
suivant est donc trivial :

Théoréme 35 (Décidabilité de la logique propositionnelle). La logique propositionnelle est décidable :
7l existe une procédure mécanique permettant de déterminer si une formule propositionnelle est ou non une
tautologie.

Preuve Toute formule propositionnelle ne contient qu'un nombre fini de phrases simples. Pour dé-
terminer si () est ou non une tautologie, il suffit de faire la table de vérité des phrases simples qu’il
contient et vérifier s’il y a des “F” dans la colonne de son connecteur principal. S’il y en a pas, @ est
une tautologie. 1

Linconvénient de cette méthode est que les tables de vérité peuvent devenir trés grandes. Pour une
phrase complexe construite a partir de n atomes différents, il faut considérer 2" lignes (4 pour 2, 8
pour 3, 16 pour 4, 32 pour §, 64 pour 6 etc.). Pour une phrase contenant dix phrases simples, il faudrait
faire une table de 1024 lignes!

On appelle cela le “probléme de 'explosion combinatoire” que 'on rencontre lorsqu’on utilise directe-
ment la définition de la validité et qu’on vérifie, pour tout I, si 1 (¢) = v. En ne considérant que les n
phrases simples apparaissant dans @, le nombre de vérifications est exponentiel en n (la table de vérité
pour @ aura 2" lignes). Cependant, les tables de vérité suggérent une autre méthode. Considérons la

phrase complexe : ((-p Cq) - r) C(Gr - s) [{(#p - (q CO)) C@ - p). Choissisons A, B, C, D

pour les quatre conjoints, nous obtenons la table de vérité suivante (cf. p. ??) :

p g r s -p|-pLdl A -r|B| -p|qgld C| D| AL[BLCACD
vV V V V F F \Y F |V F \ V||V v
vV V V F F F \ F |V F \ vV ||V v
vV V F V F F Vv vV |V F Vv V||V \Y
vV V. F F F F Vv vV | F F \ V||V F
vV F V V F F \Y F |V F Vv V||V v
vV F V F F F \Y F |V F \ vV ||V v
vV F F V F F \ vV |V F F V||V \Y
vV F F F F F Vv vV | F F F V||V F
F v V V Vv \Y \ F |V \ Vv \Y F F
F VvV V F Vv \Y \Y F |V \Y \ v F F
F V F V V V F \ \Y V \Y \ V F
F V F F Vv Vv F vV | F \ \Y V||V F
F F V V Vv F \Y F |V \Y Vv \ F F
F F V F Vv F \ F |V Vv \Y Vv F F
F F F V Vv F \Y vV |V \Y F F |V F
F F F F \ F \ vV | F \% F F |V F

Chaque ligne de cette table nous apprend que la phrase complexe prend la valeur “V ” ou “F” selon la
valeur des atomes sur la ligne en question. Lexpression “A [CCl [IF est donc vraie si et seulement
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»

si“p”,“q”,“r” et “s” sont tous vrais (1ére ligne) ou si “p”,“q” et “r” sont vrais et “s” est faux (2¢me ligne)
ou si “p” et “q” sont vrais et “r” et “s” faux (3¢me ligne) ou si “p”, “r” et “s” sont vrais et “q” faux (5¢me
ligne) ou si “p” et “r” sont vrais et “q” et “s” sont faux (6eéme ligne) ou si “p” et “s” sont vrais et “q” et

“r” sont faux (7éme ligne). En traduisant cette observation en langue formelle, nous obtenons :

0 (p COCECS) [ COCACSS) [ CHC=r 0S) L (= CES)
(@ (=l CEC=k) L@ (= [=F 0S)

Cette expression a une forme particuliére :

— les négations n'apparaissent que devant des phrases simples;
— Texpression est une disjonction de conjonctions;
— chaque disjoint correspond a une ligne de la table de vérité ou la phrase entiére est vraie.

On appelle des phrases ayant cette forme des formes normales disjonctives.

Si nous considérons un grand ensemble de formules bien formées d’une certaine langue et que nous
essayons de déterminer des propriétés communes a ces formules (par exemple : nous voulons savoir si
toutes les formules dérivables dans un certain calcul sont valides), il est important de savoir si on peut
présupposer quelque chose sur la forme de ces formules. Ainsi se justifie 'intérét de ce qu'on appelle
des “formes normales”. Ces formes normales sont définies de maniére syntaxique.

Pour définir des formes normales, nous utilisons l'interdéfinissabilité des connecteurs (cf. p. 65). Com-
mengons par la forme normale négative. Une formule @ est de forme normale négative si et seulement
si soit elle est de la forme p ou —p pour une phrase atomique P, soit elle est une disjonction ou une
conjonction des formules de forme normale négative. Pour former la forme normale négative d’'une
formule, on ‘pousse’ la négation ‘a I'intérieur’ de la formule en appliquant, successivement, les régles
suivantes :

régle 1 ¢y L - v) W - 9)

regle 2 o - Y [ Ho Q1
régle 3 =(e [ L_do
régle 4 =(e [ L_do
régle 5 () —d

Le résultat obtenu par I'application de ces régles est équivalent (sémantiquement) a la formule initiale,
c’est-a-dire qu’il a la méme table de vérité.

Théoreme 36. SiQest une formule propositionnelle,il existe une formule \) de forme normale négative
qui est sémantiquement équivalente a .

PrEUVE Par une application des régles données, ne passant a la regle suivante que lorsque la régle
antécédente nest plus applicable. 1

Un exemple d’une telle transformation en forme normale négative est la chaine d’équivalences sui-
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vante :
(Peoq-r
(p-9)C@-p)-r régle 1
=((p -~ q) @ - p)) regle 2
—((-p @) @ - p)) [ regle 2
~((-p Q) C(Fq Cp)) 1 regle 2
—(=p Q) [=(~q [p) [T regle 3
(==p =) [(=(~q [P ] regle 4
(==p [=t) C(EF~q [=p) [] regle 4
(p =) (@ C=p) L] regle 5

Le résultat est en forme normale négative car tous les signes de négations se trouvent devant des
phrases atomiques.

La forme normale négative nous permet de construire des formes normales conjonctives :

Définition 37. Une formule est en forme normale conjonctive si elle est une conjonction de disjonctions
de phrases atomiques et de négations de phrases atomiques?

Limportance de cette notion vient du fait que toute formule propositionnelle est équivalente a une
formule de forme normale conjonctive :

Théoreme 38. SiQest une formule propositionnelle,il existe une formule ) de forme normale conjonc-
tive sémantiquement équivalente a .

PreUVE Pour transformer une formule de forme normale conjonctive, on applique successivement les
regles suivantes :

régles1— 5 (0] [ fbrme normale négative de @
réegle 6 (o) O Cp ) W )

regle 7 X L@ 0P [k C@) LGP

regle 8 GLrW X  C(p W) [N

regle 9 oL@ O X

Il est évident que le résultat obtenu par 'application de ces régles est équivalent (sémantiquement) a
la formule initiale, c’est-a-dire qu’il a la méme table de vérité. 1

7Voici la notation formelle :

AN

@i = @1 ). Coh
i=1

pour des ensembles finis de formules {@1, ... , @n}. On appelle alors un ‘littéral’ une formule qui est soit une phrase atomique
(= de la forme “p”), soit la négation d’une phrase atomique (= de la forme “=p”). On a pour une formule @ :
(o) 1
e nj
@ est de forme normale conjonctive : I @ est de la forme @— LijA
i=1 j=1

pour des nombres naturels M et N1, ... Nm et des littéraux Lj j telsque L= i=metl<j=n;.
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Un exemple d’une telle transformation en forme conjonctive est la chaine d’équivalences suivante :

((p [=h) ~ ((r Cs) CT) [=b

(=(p [=hy) CLOr Cs) CE) regle 2
((=p [=ho) C(@r Cs) L) regle 4
((=p Cg) C(@r Cs)y L1 regle 5
((=p Cg) C(@r [1) L9 CD)) regle 6
((=p C(0r CIN (8 1)) [(d CCr [3) 0(d CD)D)) regle 6
((=p [(d [D) [(Fp [(8 1)) 09 C(0r [IN (8 [1))) =L regle 7
((=p (0 ) C(p L8 0) C(Qy L CH) 09 @ ) = regle 7
((=p Cr) [CH) [(#p (8 1)) C(Qy L L)) (9 [(d ) [=b regle 8
((=p Cr) CO) C((~p Cs) C)) LG C(d D) (g [(d 1)) [=l regle 8
((=p CX) [D) C((-p CS) 0T)) [0y Cr) CE) (g L8 (1)) (=l regle 8
((=p Cr) [D) L((-p [S) 0)) [0y L) [ C( Cs) CH) [=l regle 8
((=p [y CE) C((Hp Cs) [ [ Cr) D) [(H Cs) CH (= regle 9

Nous voyons que les régles 8 et 9 ne servent qu’a grouper les conjonctions ou disjonctions de maniére
uniforme du c6té gauche de telle sorte qu’on puisse, selon notre convention, omettre les parentheses.
Le résultat final de notre transformation est donc la formule :

(=p CXICE) C(Fp CsICE)) L9 CrCE) (g CsICE) =L

Lintérét des formes normales conjonctives vient du fait qu'il est tres facile de tester — mécaniquement
— si une formule de forme normale conjonctive est valide : il suffit que tous ses conjoints soient valides ;
mais ces conjoints sont des disjonctions — et pour qu'une disjonction soit valide, il faut qu’au moins
une phrase atomique soit a la fois affirmée et niée dans la disjonction. La formule considérée n’est
donc pas valide, mais cette autre I'est :

(-p CXiCp) (3t CsICE)) [(g [=h CE) (G [SIC=6)

Il est également possible de définir une forme normale disjonctive : une formule est en forme normale
disjonctive si elle est une disjonction de conjonctions de phrases atomiques et de leurs négations® La
forme normale disjonctive d’'une formule revient a énumérer, en les ajoutant les uns aux autres par la
disjonction, les cas de vérité de la phrase complexe en question, comme sa table de vérité I'indique. Par
exemple, la table de vérité d’'une implication matérielle indique que celle-ci est vraie si et seulement si
I'on a “p” et “q” vrais, ou “p” faux et “q” vrai, ou encore “p” et “q” les deux faux — la forme disjonctive

8Voici la notation formelle :

n
T = @ C. Cah
i=1
Alors on a, pour une formule @ :

O 1
m 7~

@ est en forme normale disjonctive : 11 @estdelaforme ~ @ Lij A
i=1 j=1

Dans les régles, il faut remplacer les régles 6 et 7 par les suivantes :

(o M) 1 T (¢ 1) LW LX)
X [ 1 (x Cp) CX C4)
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d’une implication “p — q” sera donc “(p Cq) C(GEp [q) C(GEHp [=h)”.

7.7 La compacité de lalogique propositionnelle

Nous avons défini la conséquence logique et la déductibilité avec des ensembles de prémisses qui
sont potentiellement infinis. Nous pouvons donc maintenant nous demander si la consistance d’'un
ensemble infini de phrases peut étre réduite a celle d’'un sous-ensemble fini. Le théoréme de compacité
répond par l'affirmative a cette question :

Théoréeme 39. La logique propositionnelle est compacte : T |k Qsi et seulement s’il existe un sous-ensemble
Sfini TE el que THE @.

Par conversion, ce théoréme nous apprend que si tous les sous-ensembles “d’un ensemble I" sont
satisfaisables, alors I" sera également satisfaisable. Les différentes interprétations qui rendent vraies
les différents sous-ensembles finis peuvent étre combinées en une interprétation qui rende vraies
toutes les phrases dans 'ensemble infini. Pour la preuve du théoréme de compacité par la méthode
de tableaux analytiques, nous prouvons, suivant Lemmon (1965a: 30 et seq.) d’abord un résultat qui
s’applique a des arbres quelconques.

Nous disons d’un arbre qu’il est “généré de maniére finie” si et seulement si chaque noeud dans I'arbre
n’a qu'un nombre fini de successeurs. Tous les arbres binaires, par exemple, sont donc des arbres
générés de maniére finie. Une branche est dite “infinie” si et seulement si elle contient un nombre
infini de noeuds. Nous démontrons le théoréme suivant :

Théoréme 40 (Le lemme de Konig). Si un arbre qui est généré de maniére finie contient un nombre
infini de noeuds, il contient une branche infinie.

PreUVE Appelons un noeud ‘sympa’ si et seulement s’il y a un nombre infini de noeuds comme suc-
cesseurs et ‘méchant’ dans le cas inverse. Par I'antécédent de I'implication, il y a un nombre infini de
noeuds et ils sont tous des successeurs de l'origine. Lorigine est donc sympa. Nous observons aussi
que si tous les successeurs d’un noeud sont méchants, alors ce noeud doit aussi étre méchant (puisque
larbre est généré de maniére finie). Par conséquent, 'origine doit avoir un successeur sympa, qui, a
son tour, a un successeur sympa et ainsi de suite. Puisque tout noeud sympa doit avoir un successeur
sympa, nous générons ainsi une branche infinie. —1

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la compacité de la logique propositionnelle :

PrEUVE Soient tous les sous-ensembles finis d’un ensemble I" satisfaisables. Supposons que I" nous soit
donné comme une séquence (et non seulement comme un ensemble) de formules propositionnelles
{01, 92,...,0n, ...} étant telle que, pour tout N, 'ensemble {1, ..., Pn} est satisfaisable. Cela est
possible parce qu’il s’agit d’'un sous-ensemble de I'. Construisons le tableau analytique pour @;. Ce
tableau ne peut pas étre fermé puisque @1 est satisfaisable. Nous ajoutons maintenant @, a chaque
branche ouverte et continuons le tableau. Cette procédure nous donne un tableau qui doit également
étre ouvert, puisque {@1, P2} est satisfaisable. Nous ajoutons @3, puis @4 et ainsi de suite. Nous ob-
tenons un arbre généré de maniére finie qui contient un nombre infini de noeuds (toutes les phrases
dans M. Cet arbre doit contenir une branche infinie, par le lemme de Konig. Cette branche doit étre
ouverte et elle contient toutes les phrases dans I'. 1

9Pour les arbres non-ordonnés (qui sont tels que les successeurs d’'un noeud ne forment pas une séquence mais seulement un
ensemble) nous avons besoin de 'axiome de choix de la théorie des ensembles.
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Points a retenir

I0.

Un systéeme d’axiomes ou une théorie sont satisfaisable s’ils ne permettent pas la déduction d’'une
contradiction.

Un calcul ou une méthode de preuve syntaxique est correct si tout théoréme est une tautologie.
Un calcul ou une méthode de preuve syntaxique est complet si toute tautologie est un théoréme.
Le calcul axiomatique HC, la méthode des arbres et le systeme de déduction naturelle sont tous
corrects et complets.

Nous avons les correspondances :

@ est une conséquence syntaxique de Th LL T ¢ s’ensuit de Th

@ est satisfaisable [T 1¢ est consistant

@ est une contradiction [I_T1¢ est inconsistant

@ est une tautologie L 11 [Cekt inconsistant
[@ldonc Y Cebt un argument valide (I I W oY Cekt inconsistant

Par rapport a nos calculs syntaxiques, nous pouvons prouver un théoréme de déduction : ) peut
étre déduit de @ si et seulement si l'implication [@l - ( Cekt prouvable.

La logique propositionnelle est décidable : il existe une procédure mécanique qui permet de
déterminer si une phrase est ou non une tautologie.

Toute formule de la logique propositionnelle est sémantiquement équivalente a des formules en
forme normale négative, conjonctive et disjonctive. La forme normale disjonctive d’'une formule
‘encode’ sa table de vérité : chaque disjoint correspond a une ligne ou elle recoit la valeur de
vérité “V”.

La logique propositionnelle est compacte : toute conséquence sémantique d’'un ensemble infini
de phrase s’ensuit déja d’'un ensemble fini.

La compacité s’ensuit du lemme de Konig qui dit qu’un arbre qui n’a que des branchements finis
ne peut étre infini que s’il contient une branche infinie.






Chapitre 8
La syllogistique

8.1 Les syllogismes classiques

Nous avons vu que la logique propositionnelle ne nous permet pas de reconnaitre la validité des
inférences comme

Tous les hommes sont mortels.
6)) Tous les philosophes sont des hommes.

Tous les philosophes sont mortels.

La premiére étape vers une formalisation des inférences comme (1) a été faite dans la logique tra-
ditionnelle, appelée “syllogistique”, dérivée des oeuvres d’Aristote, en particulier de son traité De
Uinterprétation. (Aristote 2000a). La syllogistique a dominé la logique pendant plus de 2000 ans." Kant
pensait que la logique était sortie “close et achevée” (“geschlossen und vollendet”, Critique de la raison.
pure 1786 (Kant 2001), B VIII) du cerveau d’Aristote et ce ne fut qu'avec Frege que I'on eut la preuve

de son erreur.

La syllogistique distingue quatre formes de phrases dites “catégorielles”, une phrase catégorielle étant
composée d’un sujet, d’'une copule et d’'un prédicat.

SoP
“Quelques S ne sont pas P”

SeP
“Aucun S n'est P”

«

SiP
“quelques S sont P”

SaP
“tous les S sont P”

ucun homme n’

“tous les philosophes

sont mortels”

“quelques chats sont

des animaux”

est blanc.”

“Quelques chats ne
sont pas jolis.”

jugement affirmatif

jugement affirmatif
jugement particulier

jugement négatif
jugement général

jugement négatif
jugement particulier

jugement général

Les quatre types a, i, 0, e (qu'on peut s'imaginer dérivés de “affirmo” (“je maintiens”) et “nego” (“je
conteste”)) se distinguent par les relations qui subsistent entre les objets tombant sous le concept
de sujet “S” (son extension) et ceux qui tombent sous le concept de prédicat “P” : dans le cas d’'un
jugement général affirmatif (“SaP”), cette relation est celle d’inclusion; dans le cas d’'un jugement
particulier affirmatif (“‘SiP”) celle ’intersection ; dans le cas d’'un jugement général négatif (‘SeP”), les
extensions sont disjointes ; et dans le cas d’'un jugement particulier négatif (“SoP”) la relation est celle

"Il y avait néanmoins d’autres traditions. Par exemple, les Stoiciens, Petrus Hispanus et Duns Scot ont étudié la logique
propositionnelle.
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de non-inclusion? Il importe peu, en conséquence, que nous utilisions ordinairement le pluriel pour
exprimer les jugements des types i et 0 : pour que “quelques pingouins sont heureux” soit vraie, par
exemple, il suffit qu’un seul pingouin soit heureux.

Nous voyons donc que seules les extensions comptent : d’autres maniéres d’exprimer une phrase
catégorielle du type SaP (“tous les S sont (des) P”) seraient “tout ce qui est S est P”, “chaque S est
un P”,“les S sont P sans exception”, “seulement des P sont des S”. Pour exprimer une relation du
type SiP (“quelques S sont (des) P”), on peut dire “quelque chose est etun S et un P”,“il y a des S
qui sont P”,“il y a des P qui sont des S, “il y a des SP” (des pingouins heureux, par exemple). Pour un
jugement général négatif (SeP) (“aucun S n’est P”) , on peut dire “aucune chose est etun S et un P”,

“rien de S est P”,“aucun P n’est S”,“les SP n’existent pas” (les pingouins heureux, par exemple).

Afin de formaliser le maximum de phrases sous une forme catégorielle, on peut souvent se servir
de re-formulations. “Je ne vais nulle part en avion ou je peux aller en train”, par exemple, peut étre
reformulée comme ayant la forme SeP : “aucun endroit ot je vais en avion est tel que j'y puisse aller
en train”. La phrase “tout le monde dans la salle parle frangais” devient “toutes les personnes dans la
salle sont des locuteurs du frangais” (SaP), “je veux aller ou tu vas” devient “tout endroit ou tu vas
est un endroit ou je veux aller aussi” (SaP) et “quand il pleut, la rue est mouillée” devient “tous les
instants pendant lesquels il pleut sont des instants pendant lesquels la rue est mouillée” (SaP). Parfois
cette transformation est loin d’étre évidente, comme le montre la transformation de “je I'ai connu
avant qu’il ne se soit ruiné” en “quelques instants avant qu’il ne se soit ruiné sont des instants ot je l'ai
connu”. Il n’y a pas non plus de regle générale, comme le montre le fait que “Un chevalier est présent”
est clairement de la forme SiP, bien que “Un irlandais est roux” émette probablement un jugement
du type SaP.

Les quatre types de jugements catégoriels se trouvent dans un carré d’oppositions :

28i nous utilisons “ext(S)” pour désigner 'extension de “S”, nous pouvons représenter ces quatre relations ainsi :

SaP [TT1 ext(S) [exit(P)“inclusion : S est un sous-ensemble de P”

SiP [T ext(S) n ext(P) & [Fhtersection : ily a des SP”

SeP [T ext(S) n ext(P) = [don-intersection : il n’y a pas de SP”

SoP [T ext(S) MCexit(P) [CIekil(S) n ext(P) & ext(S)non-inclusion : “il y a des S qui ne sont pas des P”

Il est également possible de définir les relations d’identité, d’inclusion, d’intersection et d’'union entre des ensembles par des
formules logiques :

A=B [T 11 xX{x CAl- x [B)

A Bl [T 11 X{x Al x [B)
A [BI=C [T 11 X{x [Tl (x CAl X4 [B))
AnB=C 1 [X{x [Tl (x CAl X [R))

Nous pouvons définir une ‘négation’ comme suit (strictement, on devrait présupposer qu'il y ait un ensemble X dont tous les
ensembles considérés sont des sous-ensembles) :

A=B 11 X{x [Bl x[A)
Nous avons alors un équivalent des lois de Morgan :

A [Bl [ I11ANB
AnB 11 A B

Nous remarquons une similarité entre cette forme dite “algébrique” de ces lois et la notation de Boole (cf.n. 8 ala p.73
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SaP SeP
omnis omnis non (= nullus)
[ 1 contraire £§J
contr ire —1
1
subalterne subalterne
contdadictbire |
1
Esspeontraire L1
SiP SoP
non omnis non non omnis (= aliquis non)

(= aliquis = nonnullus)

Comme dans le cas des carrés d’oppositions pour la logique propositionnelle, la relation de contra-
diction implique que I'une des phrases qu’elle relie est la négation de l'autre. Les phrases contraires,
cependant, se distinguent par une négation interne : elles ne peuvent pas toutes les deux étre vraies,
mais elles peuvent étre toutes les deux fausses; il n’est pas possible que tous les S soient P et qu’il ne
soit pas le cas que tous les S soient des P (au moins s’il y a des S), mais il est possible qu’il y ait des
S qui soient des P (et donc que “tous les S ne sont pas des P” soit fausse) et des S qui ne soient pas
des P (et donc que “tous les S sont des P” soit également fausse). La relation de subalternation est
simplement la relation de conséquence : si tous les S sont P (et s’il y a des S), alors il n’est pas vrai
qu'il n’est pas le cas qu'aucun S n’est P ; si aucun S n’est P (et s’il y a des S), alors il n’est pas le cas
que tous les S soient P. La sub-contrariété, finalement, correspond a la vérité logique (= validité) de la
disjonction. S'il y a des S (ce qui est présupposé tout le long), alors un exemplaire particulier de ces S
est ou bien P ou bien il n’est pas P. S’il est P, alors il n’est pas vrai qu’aucun S ne soit P ; s’il n’est pas
P, alors il n’est pas vrai que tous les S soient P. Alors au moins une des deux possibilités “non omnis
non” ou “non omnis” est vraie.

Nous pouvons symboliser les quatre types de phrases catégorielles par des diagrammes appelés “dia-
grammes de Venn”, introduit par John Venn (1880). Les diagrammes de Venn nous permettent de
symboliser des relations entre des extensions :

Ce diagramme nous montre une répartition de toutes les choses en quatre classes : les choses qui sont
S et P se trouvent dans l'intersection des deux cercles, les choses qui sont S mais qui ne sont pas P
se trouvent dans la partie du cercle de gauche qui a une forme de lune, choses qui sont P mais qui
ne sont pas S se trouvent dans la partie droite du cercle droit et enfin les choses qui ne sont ni S ni
P se trouvent en dehors des deux cercles. Un diagramme de Venn a deux cercles représente ainsi une
catégorisation de tout ce qui existe en quatre catégories : les SP,les =S et P, les S et =P et les -S—P.

Dans ce diagramme, les quatre formes catégorielles sont représentées comme suit :

S P S P
SaP SeP
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SiP SoP

Le grand “O”signifie que la partie dans laquelle il se trouve est vide : il n’y a rien qui n’est S mais qui
n’est pas P dans le cas SaP ; il n’y a rien qui n’est S et a la fois P dans le cas SeP. Le grand “X”signifie
que la partie dans laquelle il se trouve n’est pas vide : il y a des choses qui sont S et P dans le cas SiP ;
il y a des choses qui sont S mais pas P dans le cas SoP.

Que SaP et SoP, et également SiP et SeP, forment des paires contradictoires se montre par le fait
que le diagramme du premier a un “X” ot celui du deuxiéme a un “O” et vice versa. La contrariété de
SaP et SeP vient du fait que le cercle S devient vide si on combine les deux”O” dans un diagramme ;
et la sub-contrariété de SiP et SOP réside dans le fait qu’il n’y a aucun S si les deux sont fausses. Dans
la syllogistique classique, il est toujours présupposé que les extensions des termes généraux considérés
ne sont pas vides.

La syllogistique ne distingue les phrases catégorielles que par leur qualité (affirmative ou négative) et
par leur quantité (générale ou particuliére). Néanmoins, elle est capable de formaliser un bon nombre
d’inférences intuitivement valides.

8.2 Encore un peu d’histoire

8.3 Les formes valides du raisonnement syllogistique

La syllogistique distingue les inférences directes des inférences indirectes. Les inférences directes
n’ont qu'une seule prémisse. Les voici :

AiB AeB
“Conversio simplex” BiA BeA
AaB AeB
“Conversio per accidens” BiA BoA
AaB AoB
“Conversio per contrapositionem” (B)a(A) (B)o(A)
AaB AeB
“Réduction de quantité” AiB AoB
AaB AiB AeB AoB
“obversio” Ae(B) Ao(B) Aa(B) Ai(B)

Lexpression “A” dénote la ‘négation’ du terme général “A”, c’est-a-dire 'expression qui a comme
extension le complément de I'extension de “A” : tout ce qui n’est pas A est A et tout ce qui n’est A est
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A. “pingouin”, par exemple, a comme extension tous les non-pingouin, c’est-a-dire toutes les choses
qui ne sont pas des pingouins (le complément de I'ensemble de tous les pingouins).

La validité de ces inférences directes (toujours sous la supposition que le terme sujet et le terme prédicat
soient vraies d’au moins une chose et donc que les cercles entiers ne sont jamais entiérement vides)
peut étre vérifiée a 'aide de diagrammes de Venn. La ‘conversio simplex’, par exemple, correspond au
fait que les diagrammes pour SiP et SeP sont symétriques (on peut changer les dénominations “S”
et “P” sans changer ce que nous dit le diagramme), la ‘rtéduction de quantité’ au fait qu’aucun cercle
ne devient jamais vide, etc.

Les inférences indirectes consistent en deux prémisses — une prémisse majeure (‘praemissa maior’) et
une prémisse mineure (‘praemissa minor’) — et une conclusion qui contiennent au total trois termes
généraux : le sujet “S” de la conclusion (= ‘terminus minor’), le prédicat “P” de la conclusion (= ‘terminus
maior’) et le concept ‘moyen’ “M”. Elles se distinguent en quatre ‘figures’:

premiére figure

deuxi¢me figure

troisiéme figure

quatriéme figure

praemissa maior
praemissa minor
conclusio

M P
SM
SP

P M
SM
SP

M P
M S
SP

PM
M S
SP

Puisqu’on a quatre possibilités pour relier “S” a “P” (et “M” 4 “S” etc.) — 4 savoir @, i, 0 et € —, on
obtient pour chaque figure 64 (= 4 - 4 - 4) ‘modes’. De ces 256 modes (64 par figure), tous ne sont pas
valides ; il n’y a que 24 modes qui sont valides, 19 dits ‘forts’ et § dits ‘faibles’ (un mode est appelé ‘faible’
si la conclusion est plus faible qu'elle ne devrait 'étre par rapport aux prémisses). Pour la premiére
figure, on a 4 modes forts valides :

a-a-a
“Barbara”

Tous les hommes sont mortels.

e-a-e
“Celarent”

Aucune martre n’est un ours.
Tous les philosophes sont des hommes. Toutes les outres sont des martres.

Tous les philosophes sont mortels. Aucune outre n’est un ours.

a-i-i
“Darii”

Tous les ours polaires sont blancs.

e-i-o
“Ferio”

Aucun griffon n’est un basset.
Quelques ours sont des ours polaires. Quelques chiens sont des griffons.

Quelques ours sont blancs. Quelques chiens ne sont pas des bassets.

Les noms comme “Barbara” (pour l'inférence qui correspond au schéma a-a-a) ont été inventés au
Moyen Age. Pour la deuxie¢me figure, on a également quatre modes forts qui sont valides :

e-a-e a-e-e

“Cesare” “Camestres”

Aucun mammifére n’est un oiseau. Tous les vautours sont des oiseaux.

Tous les vautours sont des oiseaux. Aucun mammifére n’est un oiseau.

Aucun vautour n’est un mammifére. Aucun mammifére n’est un vautour.

e-i-o a-o-o

“Festino” “Baroco”

Aucun vautour n’est un basset. Tous les bassets sont des chiens.

Quelques chiens sont des bassets. Quelques chats ne sont pas des chiens.

Quelques chiens ne sont pas des vautours.

Quelques chats ne sont pas des bassets.
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Ily a six modes forts valides pour la troisieme figure :

a-a-i
“Darapti”

e-a-o
“Felapton”

Tous les bassets sont mortels.
Tous les bassets sont des chiens.

Quelques chiens sont mortels.

Aucune martre n’est un ours.
Toutes les martres sont des chiens.

Quelques chiens ne sont pas des ours.

i-a-i
“Disamis”

a-i-i
“Datisi”

Tous les ours polaires sont blancs.
Tous les ours polaires sont des ours.

Quelques ours sont blancs.

Tous les chiens sont mortels.
Quelques chiens sont des griffons.

Quelques griffons sont mortels.

0-a-o
“Bocardo”

e-i-o
“Ferison”

Tous les chiens sont des animaux.

Quelques chiens ne sont pas des griffons.

Quelques animaux ne sont pas des griffons.

Aucun chien n’est un oiseau.
Quelques chiens sont des griffons.
Quelques chiens ne sont pas des oiseaux.

Ily a cinq modes forts valides pour la quatrieme figure :

a-a-i
“Bamalip”

a-e-e
“Calemes”

Tous les bassets sont des chiens.

Tous les chiens sont des mammifeéres.

Quelques mammiferes sont des bassets.

Toutes les martres sont des chiens.
Aucun chien est un poisson.

Aucun poisson est une martre.

i-a-i
“Dimatis”

e-a-o
“Fesapo”

Quelques chiens sont das bassets.
Tous les bassets sont des mammifeéres.

Quelques mammiferes sont des chiens.

Aucun basset n’est un vautour.
Tous les vautours sont des oiseaux.

Quelques oiseaux ne sont pas des bassets.

e-i-o
“Fresison”

Aucun chien n’est un oiseau.
Quelques oiseaux sont des vautours.

Quelques vautours ne sont pas des chiens.

Nous voyons maintenant que l'inférence (1) était du type a-a-a (“Barbara”), (2) du type e-i-o (“Ferio”)

et (3) du type e-a-e (“Cesare”).

Les noms des modes forts valides étaient combinés en des ‘poémes’ mnémotechniques :

Barbara, Celarent primae, Darii Ferioque.
Cesare, Camestres, Festino, Baroco secundae.
Tertia grande sonans recitat : Darapti, Felapton,
Disamis, Datisi, Bocardo, Ferison. Quartae sunt :
Bamalip, Calemes, Dimatis, Fesapo, Fresison.

Comme la ‘réduction de quantité’ est une inférence directe valide qui nous mene des jugements géné-
raux aux jugements particuliers correspondants, on a pour chaque mode fort valide qui a une conclu-
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sion générale un mode faible correspondant : pour la premiére figure, ceci nous donne “Barbari” et
“Celaront”, pour la deuxieme “Cesaro” et “Camestros” et pour la quatrieme “Calemos”.

Pour tester la validité de ces syllogismes, nous pouvons encore utiliser les diagrammes de Venn, cette
fois avec trois cercles. Pour e-a-e, par exemple, nous obtenons par cette méthode :

Aucun P n’est M.
Tous les S sont M.

Aucun S n’est P.

Nous remarquons dans ce diagramme que la conclusion “Aucun S n’est P ” s’ensuit, puisque 'intersection
entre les extensions de “S” et de “P” est vide. Par la méme méthode, nous pouvons vérifier les autres
inférences, par exemple e-i-o :

Aucun M n’est P.
Quelques S sont M.

Quelques S ne sont pas P.

Du fait que nous avons fait un “X” en dehors de I'extension de “P ”, mais a l'intérieur de I'extension de
“S”, nous voyons que la conclusion s’ensuit.

8.4 Leslimites de la syllogistique

Nous avons déja remarqué quelques limites de la syllogistique : elle ne nous procure aucune méthode
mécanique pour déterminer la validité ou non-validité d’'une inférence donnée sinon celle de vérifier
si ou non l'inférence correspond a 'un des 24 modes valides® et elle nous oblige a trouver des re-
formulations alambiquées pour beaucoup de phrases du langage naturel.

Bien que les diagrammes de Venn nous donnent une méthode simple et intuitive pour vérifier la validité
des syllogismes, ils nous montrent aussi d’autres limites de la syllogistique. Considérons I'inférence
suivante :

pingouin

vive dans la mer A
Tous mes animaux préférés sont soit des pingouins, soit vivent dans la mer.
Mes animaux préférés ne vivent pas tous dans la mer. A

uelques pingouins ne vivent pas dans la mer. . otz ‘
Quelques ping p animal préféré w

Le diagramme montre que I'inférence est valide, bien qu’il n’y ait pas de syllogisme correspondant.
C’est pourquoi la méthode des diagrammes de Venn dépasse les limites de la syllogistique : elle nous
permet d’établir la validité des inférences qui sont considérées non valides par la syllogistique. Une
petite modification de la méthode des diagrammes (modification apportée par Lewis (1918)) nous

3C’est en raison de I'absence d’une telle méthode que les logiciens médiévaux se sont servi d’une série de régles générales
telles que :
— Tout syllogisme valide a une prémisse universelle.
— Tout syllogisme valide avec une prémisse particuliere a une conclusion particuliere.
— Tout syllogisme valide avec une prémisse négative a une conclusion négative.
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permet d’élargir cette classe d’inférences. Nous utiliserons une ligne pour signifier qu’au moins I'une
d’un certain nombre de parties d’'un diagramme de Venn n’est pas vide — une ligne reliant deux parties
correspond donc 4 un jugement existentiel et disjonctif.

mon ami
philosophe,
Tous mes amis genevois sont des philosophes.
Quelques-uns de mes amis sont soit des philosophes, soit des genevois.
Quelques-uns de mes amis sont des philosophes. .
£enevois

La ligne horizontale reliant les extensions de “philosophe et genevois et ami” et de “philosophe et
ami” veut dire qu'une de ces deux régions n’est pas vide — il y a au moins une chose qui est ou bien
ami-philosophe-genevois ou bien ami-philosophe. Parce que la ligne se trouve dans I'intersection des
extensions de “philosophe” et de “ami”, la conclusion s’ensuit.

Un désavantage commun 2 la syllogistique et aux diagrammes de Venn est que les deux méthodes sont
limitées 2 un nombre treés restreint de prédicats : la syllogistique ne se concerne que de trois (abrégés
par “S”,“M” et “P”) et il est impossible de représenter plus de trois cercles qui se recoupent tous
les uns les autres (essayez). La syllogistique, reconnaissant que quatre types de phrases, nous oblige
souvent de donner une forme ‘logique’ peut intuitive a des phrases ordinaires : “Nous avons visité le
musée, mais il était fermé”, par exemple, devient “tous les instants pendant lesquels nous avons visité
le musée sont des instants pendant lesquels il était fermé”. Pour rendre valide des inférences comme,

Tous les hommes sont mortels.
0] Socrate est un homme.

Socrate est mortel.

la syllogistique nous force a reconnaitre des concepts sujet et prédicat tel que “chose identique a
Socrate” (la prémisse mineure est alors du type SaP). Nous pouvons nous demander si de telles
concepts correspondent réellement a des propriétés d’objets?

Un autre désavantage est le suivant : il est impossible en syllogistique ou par des diagrammes de Venn
de représenter des arguments qui mélanges des quantificateurs et des connecteurs propositionnels
comme le suivant :

Si tous mes amis sur MSN sont en philo, quelques amis ne sont pas sur MSN.
Soit tous mes amis sont sur MSN, soit tous mes amis sont en philo.

Si tous mes amis en philo sont sur MSN, alors quelques amis qui ne sont pas en philo y sont aussi.

Cette inférence a la forme suivante (‘F (...)” abrége “... est un ami”,“G(...)” abrége®... est en philo-
sophie” et “H(...)” abrége “... est inscrit sur MSN”) :

Tous les F qui sont H sont G - Quelques F ne sont pas H.
Tous les F sont H [Tlous les F sont G.

Tous les F qui sont G sont H — Quelques F qui ne sont pas G sont H.

Nous pouvons nous convaincre de sa validité : supposons que tous les F qui sont G sont aussi H, mais
quaucun F qui n’est pas G soit H (fausseté de la conclusion). Nous savons donc que tous les F qui
sont H sont aussi G, ce qui établit 'antécédent de la premiére prémisse. Son conséquent, par contre,
doit étre faux. Par la deuxi¢me prémisse, nous savons que soit tous les F sont H, soit tous les F sont
G. Dans le premier cas, quelques F sont H est le conséquent de la premiere prémisse est donc faux.

4Nous avons vu en philosophie de langage que Quine se sert de prédicats similaires pour résoudre le probléeme posé par
Iintelligibilité d’assertions contenant des noms propres vides comme “Pégase”.
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Dans le deuxiéme cas, tous les F sont G, et donc aussi H, par 'antécédent de la conclusion. Dans la
logique des prédicats, nous formalisons cette inférence comme suit :

X{(Fx [Hx) - GX) - [X({Fx [=HX)
X(FXx - Hx) CIX{Fx - GXx)
X{(Fx [GX) - HX) - X{Fx [=Gx [[HX)

En utilisant les équivalences “ IX{Q(X)) <« —IX{—@(X))” et “[=(¢ [=ip) 4 [@l - Y [Zlnous pouvons

transformer les formules en :

X{(Fx [HX) - GxX) - -IX{Fx - HX)
X(Fx - Hx) [CIX(Fx - GXx)
X{(Fx [GX) - HX) - = IX{(Fx [HX) - GX)

A présent, nous n’avons encore aucun moyen de combiner les méthodes de la logique propositionnelle
”» «

avec notre analyse des phrases quantifiées (contenant des expressions comme “tous”, “quelque” ou
“aucun”).

Le diagnostic de ces défauts communs a la syllogistique et a la méthode des diagrammes de Venn est
le suivant :

1. Elles ne reconnaissent pas la distinction cruciale entre les prédicats et les noms et ne nous
permettent pas de formaliser des inférences telles que “Marie est mon amie ; donc j’ai une amie”
ou “Tous les philosophes sont heureux; Sam est un philosophe ; donc Sam est heureux”.

2. Elles ne s’appliquent qu’a des prédicats ‘unaires’ (qui résultent d’une phrase par le remplacement
d’un seul nom par des points) et non pas a des prédicats a plusieurs places.

Lavantage principale de la logique moderne des prédicats est qu’elle nous permet de surpasser ces
deux restrictions artificielles.

Un autre désavantage de la syllogistique est qu’elle ne nous permet pas de traiter explicitement d’un
phénomene trés commun du langage ordinaire : dans la plus grande partie des assertions générales, la
généralité est implicitement restreinte. Formulé en termes de quantification, on parle d’une restriction
implicite du domaine de quantification. Quand je dis, par exemple, que tous parlent anglais, je ne veux
pas parler d’une table ; je n’accepte pas le fait que la table ne parle pas anglais comme objection a mon
assertion. Quand je dis qu’il ne reste plus de biére froide, je ne parle que des biéres de mon appartement,
et non pas de toutes les bieres du monde. Cette restriction du domaine de quantification est souvent
intégrée dans le quantificateur.

8.5 Les phrases ouvertes et leur satisfaction

Le concept fondamental qui caractérise la logique moderne a été introduit par Gottlob Frege : c’est
celui d’'une fonction.. Frege était insatisfait avec l'analyse de la grammaire classique pour plusieurs
raison, dont par exemple son incapacité de rendre compte de la vacuité de la transformation de “Marc
aime Marie” a “Marie est aimée par Marc” — méme si ces deux phrases affirment la méme chose, elles
le font par deux prédications différentes’ Il a substitué, aux notions traditionnelles de prédicat et de
sujet, des notions plus larges : celles de fonction et d’argument. Considérons les expressions suivantes :

5Nous allons, le long des prochaines le¢ons, rencontrer d’autres raisons de ne pas nous laisser guider par la forme grammaticale
superficielle des énoncés quand nous essayons de les formaliser dans le langage de la logique des prédicats.
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(Fr 15-12+1
(F2 15-22+2
(F3 15-32+3
(Fp) 15-42+4
(Fs) 15.52+5

Dans toutes ces expressions, nous reconnaissons facilement la méme fonction, que nous pouvons
représenter comme suit :

F~ 15.x%2+x
FT 15.(..)2+(.)

Largument (chacun des nombres 1,2, 3, 4 et 5 dans les exemples donnés) n’appartient pas, 2 proprement
parler, a la fonction qui en a besoin pour former un tout complet. Lidée principale de Frege était de
voir les prédicats comme un certain type de fonction, fonction qui prend un nom pour en faire une
proposition.

Nous avons remarqué que nous obtenons des prédicats en effacant des noms d’une phrase et que nous
pouvons effacer plusieurs noms d’'une méme phrase. Dans ces cas, cependant, il faut tenir compte
de la diversité des noms effacés. Si nous obtenons “... aime ---” de “Julie aime Marc” et nous nous
demandons si ce prédicat est vrai de Julie et Marc, 'ordre des noms de ces deux personnes est crucial,
puisqu’il est tout a fait possible que Julie aime Marc sans que Marc aime Julie. C’est pourquoi il faut
distinguer les positions des arguments, par exemple, en ajoutant des indices aux trois points : “...; aime

» «

.27, %...1 est entre ..o et ..3".

Une maniére plus simple et plus efficace d’obtenir le méme effet est de remplacer les trois points par
ce qu'on appelle des “variables”, représentées par des lettres “X”, “y”, “z”, “w”, etc. Nous adoptons la
convention que “X” représente toujours la premiére insertion possible dans la phrase,“y” la deuxiéme
etc. Nous pouvons donc dire que le prédicat (il ne s’agit pas d’'une phrase!) “X aime y” est vrai de Julie
et Marc (dans cet ordre), mais peut étre faux de Marc et Julie. En d’autres termes, le prédicat est vrai
de la paire CJulie, Marc [dmais ne I'est peut-étre pas de la paire [Marc, Julie [ 1Une paire se distingue
d’'un ensemble de deux membres par le fait qu’il est ordonné, c’est-a-dire qu'on peut parler de son
premier et de son second membre.®

Comme une phrase (en logique en tout cas) peut étre d’'une longueur arbitraire (bien que finie), il n'y
a pas de limites au nombre de noms qu’elle peut contenir. Nous obtenons ainsi des prédicats d’une
adicité (ou valence) arbitraire, 'adicité d’'un prédicat étant le nombre de noms qu'il lui faut pour former
une phrase. C’est pourquoi nous ne pouvons pas nous contenter des paires, mais devons parler des
séquences arbitraires (la différence entre séquences et ensembles est que les premiéres viennent avec
un ordre et non pas les secondes). La relation que nous exprimons par “... est vrai de...”, cependant,
n’est pas seulement une relation qui subsiste entre des prédicats et des choses, mais entre des prédicats
et des séquences de choses.

Au lieu de dire qu'un prédicat résulte d’'une phrase en effagcant un ou plusieurs noms, nous aurions
b

aussi pu dire qu'un nom (ou, plus exactement : un terme singulier) est ce qui peut se combiner avec un

prédicat pour former une phrase. C’est dans cette perspective-1a que nous appelons un prédicat (dans

» o«

son sens logique) une “phrase ouverte” “... est un philosophe”, par exemple, est une phrase ouverte

%Cela ne veut pas dire que les paires ne sont pas des ensembles. Il existent différentes maniéres de définir des paires comme
des ensembles d’un type particulier. On peut, par exemple, dire avec Kuratowski que la paire [@l bCdst 'ensemble {{a}, {a, b}}
ou avec Wiener que c’est 'ensemble {{a, B]{b}}. La différence importante entre paires et ensembles réside dans les conditions
d’identité : deux ensembles sont identiques s'ils contiennent et seulement s’ils contiennent les mémes membres ; deux paires (ou
plus généralement deux séquences) sont identiques si elles contiennent et seulement si elles contiennent les mémes membres
dans le méme ordre. “{a,b}” et “{b, a}” désignent le méme ensemble, mais [@ bCdt (0] aldont deux paires différentes; {a, a}
est identique a {a}, mais (@] aldst différent de [Al{ke qui se vérifie facilement avec les deux définitions données).
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dans le sens que cette expression contient une lacune (représenté par les trois points) et cette lacune
doit étre remplie pour que I'expression devienne une phrase (qui sera vraie si le nom inséré désigne
un philosophe et fausse autrement).” Une phrase ouverte, malgré son nom, n’est pas une phrase ; elle
est ni vraie ni fausse — elle est vraie ou fausse de. quelque choses. Quand elle est vraie d’'un certain
objets ou de certains objets, nous disons que ces objets satisfont. la phrase. Comme nous allons voir
dans le ch. 9 (a la p. 163), cette notion de satisfaction. est la notion clef de la sémantique de la logique
des prédicats.

8.6 Les propriétés, relations et fonctions

Méme si une variable sous une assignation de valeurs peut étre considérée comme terme singulier, il
faut quand méme distinguer les quantificateurs des noms propres et des descriptions définies. Cabsence
de distinction entre noms et quantificateurs donne facilement lieu a des raisonnements fallacieux :

(a) Tom est venu. Donc quelqu’un est venu.

(b) Personne n’est venu. Donc quelqu’un est venu.

Le premier argument est valide, le second non?

”»

Le probleme avec (b) est lié 4 un autre défaut de la syllogistique : elle est forcée de traiter “... existe
comme un prédicat ordinaire, une thése qui soutient souvent des arguments dits ontologiques pour
Pexistence de Dieu et qui a été critiquée par Kant (1787: 598, 626, 627)2 Une autre raison pour ne pas
traiter “... existe” de prédicat ordinaire est la validité du schéma d’inférences suivant :

_Fa

® X(F X)

”»

Nous appelons une telle inférence “généralisation existentielle” (GE).” Si nous substituons “... existe
a “FX”, nous arrivons a des instances bizarres de ce schéma d’inférences telles que les suivantes :

Volcan n’existe pas.
[X{x = Volcan [XIn’existe pas)

(o)

7Dans le langage ordinaire, il n’est pas le cas en général que la phrase est fausse si le nom inséré désigne quelque chose d’autre
qu'un philosophe : il est au moins contestable que “le nombre 2 est un philosophe”, “Pégase est un philosophe” soient faux
ou que leurs négations soient vraies. La possibilité que la phrase devienne du non-sens existe également. Suivant Frege, nous
supposerons par la suite que ce n’est pas le cas pour notre langage formel, c’est-a-dire que tout prédicat est entiérement défini
— que pour tout objet dont nous voulons parler, il est ou bien vrai de cet objet ou bien faux de cet objet. Nous traiterons, en
d’autres termes, le non-sens comme fausseté.

« 9%
n

8Si vous n’étes pas convaincus par cet exemple, en raison de la négation “n’”, considérez l'exemple suivant :

(1) Quelqu’un est venu, et quelqu’un s’est excusé de ne pas venir. Donc quelqu’un est venu et s’est excusé de ne pas venir.

9Cf. aussi la discussion chez Kneale (1936). Un argument ontologique pour l'existence de Dieu est par exemple le suivant :
P1 Dieu a toutes les perfections.
P2 Lexistence est une perfection.
C Donc, Dieu existe.
Voici une formalisation utilisant la logique de deuxiéme ordre qui quantifie sur les prédicats et dont on discutera dans la section
12.5 (@la p.209) :
Px [EI(F estune perfection — Dieu est F)
P2 [EI(F est une perfection [IXKFX ~ X existe))
CM [El(Dieuest F [IX{FX o X existe))

C Dieu existe

°Nous reviendrons sur ces régles dans le calcul de déduction naturelle pour la logique des prédicats (cf. 203 dans le ch. 12).
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Les licornes n’existent pas.

)

[X(X est une licorne - X n'existe pas)

La premiére inférence ne semble pas valide : pouvons-nous, du fait que Volcan — une planéte que les
astronomes espéraient découvrir au 19éme siécle — n'existe pas, inférer qu’il y a des choses qui n’existent
pas? Quest-ce ce que cela veut dire : “il y a des choses qui n’existent pas”? Il semble préférable de ne
pas étre obligé d’affirmer de telles phrases d’une cohérence douteuse.

La deuxieéme inférence est également bizarre pour une autre raison : nous avons déja remarqué que
toutes les formules de la méme forme que “[X{FX — GX)” sont valides s’il n’y a pas de F, peu importe
le “G” en question. Nous aurions donc également pu inférer :

Les licornes n’existent pas.

©

[X{X est un licorne » X existe)

N’aurions-nous pas ainsi inféré, du fait que les licornes n’existent pas, que toutes les licornes existent ?

La solution a ces problemes est de nier que “... existe” est un prédicat ordinaire. Frege le concevait
comme prédicat de deuxiéme ordre, et cette solution est communément acceptée aujourd’hui. Dire
que a existe ou que des F existent revient donc a dire que certaines phrases ouvertes sont vraies d’au
moins une chose :

@) a existe 1 X(x Ca)
(8)  des F existe 1 [X{Fx)

La phrase ouverte dans (7) est “... est identique a @”, celle dans (8) est “... est F” = (7) est lu “il y a un
X tel qu’il est a” ou “a existe”, (8) est lu “il y a des F” ou encore “ils existent des F” — dont le nom
quantificateur “existentiel”.

Pour dire que Volcan n’existe pas ou qu'il n’y a pas de licornes, nous pouvons dire le suivant :

(9 a n’existe pas [ 1-X{x [a)
(to) les F nlexistent pas 1 -Ix(Fx)

(9) dit qu’il n’y a aucune chose dont la phrase ouverte “x [@lest vraie ; (10) dit qu’il n’y a aucune chose
qui ne satisfait “FX”. Les deux phrases sont lues “a n’existe pas” et “il n’y a pas de F” respectivement.

«

existe” n'est pas le seul prédicat qui pose probléme. Considérons les raisonnements fallacieux
suivants :

F1 Bleu est la couleur du ciel. La couleur du ciel change. Donc bleu change.

F2 Les apotres sont douze. Jean est un apdtre. Donc Jean est douze.

F3 Les hommes sont disséminés un peu partout sur la Terre. Jacques est un homme. Donc Jacques
est disséminé un peu partout sur la Terre.

A propos de la premiére inférence (F1), il faut se souvenir de la distinction entre descriptions définis et
noms propres, puisque c’étaient précisément des exemples comme celui-ci qui avaient motivés Russell
pour sa théorie des descriptions définis. Linférence est valide dans la logique des prédicats standard si
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nous la formalisons comme suit :

bleu [lalkouleur de ciel

(11) change(la couleur du ciel)

change(blew)

(11) est valide parce qu'une et la méme chose ne peut pas satisfaire et en méme temps ne pas satisfaire
la méme phrase ouverte, “... change”. La théorie des descriptions définis de Russell nous conseille,
cependant, de ne pas formaliser la premiére prémisse comme l'affirmation d’une identité, “bleu [Tal
couleur de ciel”, mais comme une prédication “la couleur de ciel(blew)” — disant de la couleur bleu (une
propriété), qu'elle satisfait la phrase ouverte “... est la couleur de ciel”. Il faut remarquer que la logique
des prédicats standard ne considere que des prédicats de premier ordre.

Dans la deuxiéme inférence (F2), nous avons affaire 4 un prédicat numérique “... sont douze”, qui pose
les mémes problémes que le prédicat “... existe”. Les prédicats numériques sont aussi définissable a
l'aide du quantificateur existentiel :

X(Fx)

XTIy ((Fx CEY) - x [y

A(Fx CYA(Fy -y X))

XIy(Fx [Ey [XIy)

IXIYIZ{(Fx [Ey [Ek) - (x LylylLzIXILZ))

XIy(Fx [Fy [XIy1CIE(Fz - (x CZIY1[Z))

XIYIZ{Fx [CEy [Fz [X Iy ZIyITz)

XIyIZI{Fx [(Fy [(Fr X Iyl xIMzIylllzl 1
Fw - (w Cxa0wl Cydowl CZ))

ily a au moins un F

il y a au maximum un F
il y a exactement un F
il y a au moins deux F

il y a au maximum deux F
il y a exactement deux F
il y a au moins trois F

1000000

il y a exactement trois F

La troisiéme inférence (F3), finalement, est la plus difficile a exclure : le diagnostic est que“... étre
disséminé” est un prédicat ‘collectif’ qui s’applique a une pluralité et ne peut pas étre défini en termes
de prédicats qui s’appliquent aux membres de cette pluralité. Considérons les exemples suivants :

Russell et Whitehead sont des hommes. e Russell est un homme [
Whitehead est un homme
Russell et Whitehead ont écrit les Principia. = Russell a écrit les Principia 1

Whitehead a écrit les Principia

Le fait que la deuxiéme équivalence ne fonctionne pas montre que “... a écrit les Principia”, contraire-
ment a “... est un homme”, est un prédicat collectif : étre co-auteur ne veut pas dire étre auteur, mais
étre membre d’un collectif d’hommes veut dire étre un homme.

C’est parce qu'il s’agit d’'un prédicat collectif que nous ne pouvons pas formaliser la premiére prémisse
de (F3) comme :

XI(x est un homme - X est disséminé un peu partout sur la Terre)
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8.7 La généralité multiple
Voila quelques autres exemples de I'usage du langage de la logique des prédicats :

“Anna est une vache” [ Ha
“Anna rit” [ Ga
“Anna est une vache qui rit” [Ha [Ga
“Il'y a une vache” [IKFX
“Ily a une vache qui rit” [ IX{Fx [GKx)
“Il'y a une vache et il y a quelque chose qui rit” [ IXFx [CI¥Gy
“Toute chose est une vache” [_IXF X
“Toute vache rit” [IX({FX - GX)

On a déja vu que Frege considérait le langage ordinaire comme essentiellement imparfait, une source
inévitable de tromperies. Le fait que le langage naturel ne représente pas toujours correctement la
“forme logique” d’'une phrase n’est pas un simple désavantage, mais peut mener a des conséquences
désastreuses, comme le montre I'exemple suivant (qui ne se trouve pas chez Frege). Considérons la
phrase suivante :

(ex) Toute personne est amoureuse de quelqu’un.

Avant méme de se demander si la phrase (ex) est vraie, il faut la comprendre. Mais qu’est-ce qu’elle
dit? Il semble y avoir deux possibilités :

(dist) [XIy1 (X aimeY)

(dist) veut dire que, pour toute personne, on trouve une autre personne (qui, cependant, peut étre la
méme) telle que la premiére aime la deuxieéme. Comparez ceci a la phrase suivante :

(coll) [YIX] (X aimey)

(coll) dit qu’il y a une personne qui est telle que tout le monde 'aime, un/une bien-aimé(e) universel(le).
On peut trés bien s'imaginer des situations (contre-factuelles) ou (dist) est vraie mais (coll) est fausse.
Lambiguité de (ex) entre (dist) et (coll) montre que le langage ordinaire n’arrive pas trés bien a distin-
guer des anaphores et des références implicites, un travail qui, dans des langues formelles, est fait par
les variables et les quantificateurs. La distinction cruciale entre “ [TTét “ [TTh’est pas seulement impor-
tante pour I'analyse du langage ordinaire, mais peut aussi jouer un role important en mathématiques.
Ce n’était qu’au 19eme siecle que les mathématiciens ont réussi a distinguer nettement la continuité
“simple” de la continuité dite uniforme qui impose des restrictions plus séveres. Pour étre continue,
une fonction doit étre “réguliere” localement ([(LIAK|X —y| < 6 - [F(X) — f(y)| < DJ; pour étre
continue uniformément, elle doit étre réguliére globalement (RIT{x—y| <d - |[F(X)—F(y)| < D).
Le premier s’ensuit du deuxiéme mais I'inverse n’est pas vrai.

Un quantificateur quantifie une phrase ouverte, qui peut étre complexe, et qui est appelée “/uz portée” du
quantificateur en question. C’est cette construction qui permet a la logique des prédicats de surmonter
la difficulté principale que rencontre la syllogistique : la généralité multiple. C’est également di a cette
notion importante que la logique des prédicats (c’est-a-dire de fous les prédicats) surpasse celle des
prédicats unaires et a un pouvoir expressif beaucoup plus grand que cette derniere. Le prix a payer pour
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ce gain d’expressivité, cependant, sera 'indécidabilité de la logique des prédicats (que nous prouverons
dans la legon ??, cf. p. 199).

Considérons les phrases suivantes :
(@) Tous les garcons aiment une fille.
(ii) Ce monsieur a écrit un livre sur tout.

Ces deux exemples sont des cas d’ambiguités structurelles : aucun constituant n’est ambigu lexicale-
ment et pourtant la phrase compléte est ambigué. La syllogistique n’a pas les ressources qui permettent
d’enlever 'ambiguité puisqu’elle nous force a classifier chaque phrase comme étant ou bien particuliere
ou bien universelle.

Dans la logique des prédicats, cependant, nous pouvons réitérer des quantificateurs.“... aime ---”, par
exemple, est un prédicat doublement incomplet et donc nécessite deux quantifications différentes.
Afin de le compléter partiellement, nous pouvons, par exemple, quantifier sur la deuxiéme position
argumentale. Nous obtenons “[¥{... aime y)” — une expression qui est toujours incompléte : un objet
satisfait ce prédicat juste au cas ou il aime quelque chose; s’il y a et seulement s’il y a quelque chose
qui est aimé par cet objet. Le prédicat “[y{... aime Yy)” est donc équivalent a ... aime quelque chose”.
Nous pouvons maintenant le compléter : “ [IX{ [y(X aime y))” — une phrase qui dit que tout objet est tel
que cet objet aime quelque chose — une interprétation qui laisse ouverte la possibilité que différents
objets aiment différentes choses.

Nous pouvons, cependant, inverser 'ordre de ces deux étapes et obtenir un résultat différent : au lieu
de d’abord quantifier existentiellement sur la deuxi¢me position argumentale, nous pouvons d’abord
lier la premiere position par un quantificateur universel. Ainsi nous obtenons “[X{X aime ...)”, une
phrase ouverte qui est vraie d’'un objet si et seulement si cet objet est aimé par tout le monde. Si nous
quantifions existentiellement la position de la variable libre, nous arrivons a “[y{[X{X aime Y))” —
une phrase qui dit qu’il y a quelque chose qui est aimé par tout le monde ; que tout le monde aime la
méme chose. Nous sommes donc arrivés a une représentation logique de la phrase structurellement
ambigué : nous avons distingué deux formes logiques différentes que 'on peut donner a (3).

Imaginons que (i) est dit d’'un groupe comprenant deux garcons et deux filles. Lambiguité de (i) réside
dans le fait que deux scénarios différents peuvent rendre la phrase vraie : dans un scénario, tous les
garcons aiment une fille — Paul aime Marie et Marcel aime Pauline. Dans un deuxieme scénario, non
seulement tous les garcons sont amoureux mais ils sont en plus tous amoureux de la méme fille : Paul
et Marcel aiment Pauline et personne n'aime Marie. Il y a donc une seule fille qui est aimée par tous
les garcons. Ce dernier scénario correspond a la deuxieme des deux interprétations suivantes de (@) :

(i) XXX est un garcon — [Yly est une fille [Xlaime Y))
G YAy est une fille [TX{X est un garcon — X aime Y))

La différence logique entre ces deux phrases est que dans la premiére, (i9, le quantificateur existentiel
se trouve dans la portée du quantificateur universel bien que dans la deuxieéme, (i), le quantificateur
universel se trouve dans la portée du quantificateur existentiel. Dans (i), nous nous trouvons dans la
portée du quantificateur universel lorsque nous choisissons un y qui rend vraie la phrase ouverte : nous
pouvons faire dépendre notre choix du X de la valeur de “y” en question. Dans (i), cependant, nous
n’avons pas cette liberté : le y doit étre choisi tout au début et il est dit de ce y que tous les X 'aiment.

Le méme type d’ambiguité se trouve dans le cas de (ii) : ou bien le monsieur en question a écrit un
livre qui traite de toutes les choses (ii'D), ou bien, sur n’importe quel sujet, ce monsieur a écrit au moins
un livre Gi') :

(i) XK Oy est un livre de ce monsieur [Ylest sur X))
Gi"Y 7Y [XQy est un livre de ce monsieur [¥lest sur X))
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La premiére phrase dit que le monsieur, le long de sa carriére, a publié sur tous les sujets ; la deuxie¢me
qu’il a publié un livre qui traite de tout.

On remarque une conséquence sémantique : (i) implique GY et GiD implique (i) - si tous les
garcons aiment la méme fille, tous les garcons aiment au moins une fille ; quelqu’un qui a publié un
livre qui traite de tout a publié sur tous les sujets. La conséquence sémantique converse, cependant,
n'obtient pas : il est trés bien possible que tous les garcons sont amoureux, mais ne sont pas amoureux
de la méme fille, et que le monsieur a publié sur tout, mais a traité de différents sujets dans différents
livres. Nous avons donc le suivant, pour toute structure A et toute assignation de valeurs h :

Ak, DG (@)=L A |y, [T (9) ]

La converse, par contre, n’est pas vrai : du fait que nous trouvons un y pour tout X nous ne pouvons
pas conclure que le méme Y va faire I'affaire pour tous les x.

La formalisation des phrases du langage ordinaire en termes d’une langue de la logique de prédicats
est souvent compliquée par le fait que le langage ordinaire contient beaucoup d’occurrences d’'une
généralité implicite, comme dans 'exemple suivant :

(i”ﬂi Toutes les filles bien-élevées aiment un prince.

Comparée a d’autres phrases comme “toutes les filles bien-élevées aiment leur pére” ou “toutes les
filles bien-élevées aiment leurs péres”, (i) est ambigu entre :

(imls X((Fx [Bix) - y(Py CAKy)) toutes les filles bien-élevées aiment quelque prince
(immj X((Fx [Bix) - y{Py — AXy)) toutes les filles bien-élevées aiment n'importe quel prince

Points a retenir

1. Nous obtenons des prédicats (ou phrases ouvertes) des phrases en effagant un ou plusieurs termes
singuliers.

2. La syllogistique classique distingue quatre types de phrases : SaP, SiP, SeP, SoP.

3. Ces quatre types de phrases correspondent a des relations entre les extensions des termes “S”
et “P”.

4. Ces relations peuvent étre symbolisées a I'aide de diagrammes de Venn; on peut ainsi vérifier,
par exemple, le carré des oppositions.

5. Les inférences valides de la syllogistiques sont des inférences directes ou indirectes ; des derniéres
il y en a 19 principales que I'on peut mémoriser a I'aide des noms comme “Barbara”, “Ferio”,
“Cesare” et “Felapton”.

6. Les diagrammes de Venn dépassent déja les limites de la syllogistique.

7. Les défauts principaux de la syllogistique et des diagrammes de Venn sont :

(@) ils ne peuvent pas étre combinées avec la logique propositionnelle ;

(b) ils ne font pas de distinction entre termes singuliers et prédicats ; par conséquent, elles ne
traitent de phrases existentielles que si on introduit des prédicats qui ne sont vrais d’un
seul individu ;

() ils ne laissent pas de place pour une ‘logique des relations’, ne s’appliquant qu’a des prédicats
unaires ;

8. Les prédicats ne sont ni vrais ni faux, mais vrais ou faux de certains choses; les choses les
satisfont de la méme maniére comme les arguments satisfont les fonctions.

9. Les variables indiquent des lacunes dans les phrases ouvertes; les quantificateurs servent a en
former des phrases compleétes.
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10. La formalisation a l'aide de variables ne permet pas de traiter la généralité multiple et d’expliquer
la distinction entre “Tout le monde aime quelqu’un” et “Quelqu’un est aime par tout le monde”.






Chapitre 9

Lalogique des prédicats

9.1 Quelques inférences valides de lalogique des prédicats

La logique propositionnelle nous permet de formaliser des inférences qui reposent sur le comporte-
ment logique des connecteurs propositionnels. Ces connecteurs relient des phrases et en forment des
phrases complexes. Dans le langage naturel, cependant, il est possible de formuler d’autres inférences
que la tradition a également considérées comme inférences logiques :

Tous les hommes sont mortels.
6)) Tous les philosophes sont des hommes.

Tous les philosophes sont mortels.

Aucun philosophe n’est méchant.
) Quelques logiciens sont des philosophes.

Quelques logiciens ne sont pas méchants.

Aucun homme n’est parfait.
)] Tous les philosophes sont des hommes.

Aucun philosophe n’est parfait.

Dans les trois cas, nous retrouvons toutes les caractéristiques des inférences logiques : la validité de ces
inférences ne semble dépendre que de quelques mots logiques, comme “tous”, “aucun” et “quelques”;
toutes les inférences ayant la méme forme que (1), (2) et (3) semblent également valides ; et leur validité
ne semble pas dépendre du fait qu’il y ait ou non des étres humains immortels ou parfaits ou des

philosophes méchants.

La logique propositionnelle ne nous permet pas d’expliquer la validité de ces inférences, car elle ne
prend pas en compte la structure interne des phrases simples qu’elle traite. Linférence (1), par exemple,
serait formalisée comme “p; (; donc, I” — ce qui ne correspond pas a un schéma d’inférences valide de
la logique propositionnelle.

Pour formaliser les trois inférences et expliquer leur validité, il faut utiliser la notion de prédicat.
b
Soit “H” une abréviation pour “... est un homme”,“M” pour “... est mortel” et “P” pour “... est un



162 9. Lalogique des prédicats

philosophe”. Etant donné ces abréviations, nous sommes en mesure de représenter (1) comme suit :

Tous les H sont des M.
(@) Tous les P sont des H.

Tous les P sont des M.

Peu importe ce que nous substituons pour “H”,“P” et “M” : nous obtenons des inférences également
valides, comme, par exemple, la suivante :

Tous les pingouins sont des animaux.
6] Tous les animaux sont maudits.

Tous les pingouins sont maudits.

Nous avons utilisé “H”, “P” et “M” pour remplacer des prédicats. Mais qu’est-ce qu’un prédicat?
Observons d’abord qu’il n’y a pas de diftérence, d’'un point de vue logique, entre “Aucun homme n’est
parfait”, “Il n’y a pas d’homme parfait” et “Aucun homme n’est une chose parfaite”. Nous n’utilisons
donc pas la notion grammaticale de ‘prédicat’. On remarque aussi que les prédicats substitués a la
place de “H”,“P” et “M” peuvent étre de complexité quelconque. Non seulement (1), mais 'argument
suivant est également valide :

Tous les pingouins qui ne sont ni roses ni employés par Microsoft sont des amis de mon
grand-pére qui vit en Australie.
Tous les amis de mon grand-pére qui vit en Australie sont soit des kangourous,
soit des admirateurs de la lune.

Tous les pingouins qui ne sont ni roses ni employés par Microsoft sont soit des kangourous,
) soit des admirateurs de la lune.

Il est important de ne pas confondre un prédicat (dans le sens que la logique donne a ce terme) avec
le terme général qu’il peut contenir. “Pingouin”, par exemple, est un terme général, mais le prédicat
correspondant est ... est un pingouin” — le prédicat est ce qui, avec un nom, forme une phrase. Nous
pouvons obtenir un prédicat a partir de n'importe quelle phrase, en remplagant au moins un nom dans
cette derniére par trois points. De la phrase

(79 Robert est 'animal préféré de Sam.

Dy

nous obtenons les prédicats “... est 'animal préféré de Sam”,“Robert est 'animal préféré de ...” (ce qui,
pour des raisons de lisibilité, est parfois transformé en “... est tel que Robert est son animal préféré”)
et finalement aussi le prédicat “... est un animal préféré de - - -”. Nous reviendrons plus tard sur les
particularités de ce troisiéme prédicat.

La caractéristique logique la plus importante des prédicats est qu'ils peuvent étre ditsvrass de certaines
choses. Le prédicat “... est un pingouin”, par exemple, est vrai de tous les pingouins et n’est vrai de
rien d’autre. Nous appellerons 'ensemble de toutes les choses dont un prédicat est vrai /extension.
de ce prédicat. Lextension du prédicat “... est un pingouin”, par exemple, est 'ensemble de tous les
pingouins, 'extension du prédicat “... est un pingouin heureux” est 'ensemble de tous les pingouins
heureux (qui est un sous-ensemble de I'ensemble de tous les pingouins) et ainsi de suite. Lextension
d’un prédicat peut contenir un seul ou méme aucun membre. Lextension de “... est un satellite de la
terre” ne contient que la lune, et 'extension de “... est une licorne” est 'ensemble vide []

Lextension joue le méme réle pour les prédicats que la valeur de vérité pour les phrases : dans une
logique extensionnelle, on ne s’intéresse qu’aux extensions des prédicats, aux dénotations des termes
singuliers et a la valeur de vérité des phrases.



9.2 Etrevrai et étre vrai de 163

9.2 Etre vrai et étre vrai de

Pour dire qu’une phrase ouverte est satisfaite par un certain individu, nous formons ce que nous
appellerons une“phrase singuliére”. Une phrase singuliere est une phrase qui contient un nom d’au moins
un individu particulier et prédique un prédicat de cet individu (ou une relation de plusieurs individus).
Pour dire que Sam est triste, par exemple, nous disons que Sam satisfait la phrase ouverte “... est
triste”. Pour désigner Sam nous utilisons dans la logique des prédicats ce qu’on appelle une “constante
individuelle”, par exemple “@”. Pour dire que a satisfait la phrase ouverte “FX”, nous appliquons la
fonction représentée par “FX” a un argument, représenté par une constante individuelle :

@8 Fa

(8) est la forme générale d’une phrase simple dans la logique des prédicats.

Selon son interprétation fregéenne, la phrase singuliére (8) désigne la valeur de la fonction FX pour
largument a — comme les prédicats sont des fonctions d’individus a des valeurs de vérité, cette valeur
est v, le Vrai, si Sam est triste, et elle est f, le Faux, s’il n’est pas le cas que Sam est triste.

Iy a cependant d’autres phrases que les phrases singuli¢res. Quand je dis que tous les pingouins sont
heureux, par exemple, ou qu’il y a un philosophe irlandais, je ne parle d’aucun pingouin ou philo-
sophe en particulier. Il n’y a pas d’individu spécifique dont je prédique étre un pingouin heureux ou
un philosophe irlandais. Nous appellerons de telles phrases qui ne sont pas singulieres des “phrases
générales”.

9.3 Laformalisation dans lalogique des prédicats

La combinaison avec un nom n’est pas la seule maniére dont une phrase ouverte peut devenir une
phrase et étre vraie ou fausse. Considérons les phrases suivantes :

Ax Tous les philosophes sont mortels.

Bx Il n’y a rien d’entiérement noir qui est entiérement rouge.
Crx Quelques pingouins sont heureux.

D1 Quelques animaux ne sont pas des pingouins.

Les phrases Ax a D1 sont complétes mais ne contiennent pas de nom : elles expriment des phrases
générales (qui correspondent aux quatre types de phrases catégorielles étudiés en syllogistique). Nous
discernons des connecteurs, par exemple une négation dans D1. Ces connecteurs, cependant, ne relient
pas des phrases entiéres mais des prédicats, des phrases ouvertes. Quels sont les connecteurs dans Ax
et Bx? Les réformulations suivantes nous montrent qu’il s’agit des implications :

A2 Si quelqu’un est un philosophe, alors il est mortel.

B2 Si une chose est entieérement noir, alors elle n’est pas entiérement rouge.
C2 Ily aau moins un pingouin qui est heureux.

D2 Ily aau moins un animal qui n’est pas un pingouin.

A2 3 D2 nous montrent également que les phrases ouvertes liées par des connecteurs ne peuvent pas
étre évaluées de maniére indépendante des autres, puisqu’elles contiennent des pronoms (“iI” dans
A2, “elle” dans B2, “qui” dans C2 et dans D2) qui dépendent, pour leurs valeurs sémantiques, de
leurs antécédents dans le reste de la proposition. Ces pronoms, comme nous le verrons plus tard,
correspondent a des variables dont les valeurs sont coordonnées par le quantificateur qui les gouverne.
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Si nous interprétons nos phrases modéles a I'aide de la notion de satisfaction, nous obtenons les phrases
métalinguistiques suivantes :

A3 Toutes les choses qui satisfont “... est un philosophe” satisfont également “... est mortel”.

B3 Toutes les choses qui satisfont “... est entierement noir”, ne satisfont pas “... est entierement
rouge”.

C3 Ily ades choses qui satisfont “... est un pingouin” et “... est heureux”.

D3 Ily a des choses qui satisfont “... est un animal”, mais qui ne satisfont pas “... est un pingouin”.

Toutes ces phrases commencent par une tournure que nous appellerons “quantificateur”: pour expri-
mer des quantificateurs, nous préférons normalement les tournures suivantes, qui réduisent le nombre

” « ” « ”» o«

de tournures ‘logiques’ de quatre (“tous”, “quelques”, “aucun”, “quelques ne ... pas”) a deux (“tous” et
“ilya”):

A4 Tout ce qui est un philosophe est mortel.

B4 Tout ce qui est entierement noir n’est pas entiérement rouge.

C4 Ily ades pingouins heureux.

D4 Ily a des animaux qui ne sont pas des pingouins.

Suivant le modéle de A2 a D2, nous pouvons introduire des variables pour remplacer les pronoms et
rendre perspicace la maniére dont les phrases ouvertes sont liées par des connecteurs :

Aj5 Pour tout X, si X est un philosophe, alors X est mortel.

B5 Pour tout X, si X est entierement noir, alors X n’est pas entiérement rouge.
Cs Ilyades X tels que X est un pingouin et X est heureux.

D5 Ilyades X tels que X est un animal et X n’est pas un pingouin.

Nous retrouvons des connecteurs propositionnels (“ - ” dans (A3) et (B3),“ dans (Cs) et (D3), “~”
dans (B3) et (D5)) qui ne relient pas des phrases, mais des phrases ouvertes. Le résultat de leur appli-
cation 2 des phrases ouvertes est une autre phrase ouverte, logiquement complexe — les connecteurs
propositionnels forment des prédicats complexes a partir de prédicats plus simples.

Bien qu’elles ne contiennent pas de noms, les phrases (Ax) a (D) (et (A2) a (D2) etc.) sont néanmoins
compleétes : elles peuvent étre vraies ou fausses et n’ont pas besoin d’étre complétées par des noms. Le
mécanisme qui en est responsable est appelé ‘Guantification” et représenté par les deux tournures ‘pour
tout’ (abrégée par “ "¢t appelée “quantificateur universel”) et ‘il existe au moins un’ (abrégée par “ "¢t
appelé “quantificateur existentiel”).” Ces quantificateurs prennent une phrase ouverte et forment une
phrase compléte, exprimant que tous ou certains objets satisfont les phrases ouvertes en question. La
traduction de nos exemples serait la suivante :

A6 [XI(si X est un philosophe, alors X est mortel)

B6 [XI(si X est entiérement noir, alors X n’est pas entiérement rouge)
C6 [XI(X est un pingouin et X est heureux).

D6 [X1(X est un animal et X n’est pas un pingouin)

En introduisant les connecteurs et en abrégeant les prédicats, nous obtenons les phrases suivantes
comme résultat final de notre essai de formalisation :*

w 'l existe d’autres maniéres d’abréger les quantificateurs. Pour le quantificateur universel, on utilise parfois “(X)(. .. X...)”,
X(... X...)” et, en la notagjpn dite ‘polonaise’,“TX(. .. X...)” aulieu de “[X{. .. X...)". Pour le quantificateur existentiel,
on trouve “E(X)(... X...)",“ X(...X...)"et “ZX(... X...)”alaplace de “[X(... X...)".

«

*Nous utilisons “Ph(X)” pour “... est un philosophe”, “M(X)” pour “... est mortel”, “rouge(X)” pour “... est entiérement
” o«

rouge”, “noir(X)” pour “... est entiérement noir”,“ A(X)” pour “... est un animal”,“P(X)” pour “... est un pingouin” et “H(X)”
pour “... est heureux”.
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A7 XXPh(x) - M(x))

B7 XI(noir(x) —» —rouge(X))

C7 X(P(x) CH(X))

D7 XIA(X) C=P(x))

Nous observons que nous pouvons appliquer les transformations habituelles aux connecteurs reliant les
phrases ouvertes. Les lois de Morgan, la définition de “ - ” en termes de “ [ dt de “~” et I'élimination
de la double négation nous assurent, par exemple, que les phrases suivantes sont sémantiquement
équivalentes aux phrases A7, By, C7 et D7 :

A8 X (Ph(x) C=M(x))

B8 [Xh(noir(x) [rouge(X))

C8 X (-P(x) [(=H(x))

D8 XH(—A(x) [CP(x))

Il est important de distinguer les négations internes, qui portent sur les phrases ouvertes, des négations
externes, qui portent sur des phrases complétes. Qu’est-ce qui arrive si nous ajoutons des négations
externes a ces phrases? La négation de A8, par exemple, dirait qu’il n’est pas le cas que tous les X
sont tels qu’ils sont ni philosophe ni immortels — qu’il y a, par conséquent, au moins un X qui n’est
ni philosophe ni immortel. La négation de C8 dirait qu’il n’y a pas de X qui ne satisfait pas la phrase

ouverte “X n’est pas un pingouin ou X n’est pas heureux” — et donc que tous les X la satisfont, que tous
les X sont soit autre que des pingouins, soit ne sont pas heureux.

Dans le langage de la logique de prédicats, nous distinguons les variables telles que “X”, “y”, “z”, ...
des constantes individuelles telles que “a”, “b”, “Maria”, “Sam”. La différence est que “a” et “Maria”
dénotent un individu particulier, tandis que “X” et “y” dénotent des individus “arbitraires”. Dans

)y

le langage ordinaire, les pronoms, les expressions anaphoriques et des expressions comme “tel que’
correspondent aux variables. La formalisation d’'une phrase du langage ordinaire dans la logique des
prédicats se fait donc en deux étapes :

1. Nous construisons d’abord une phrase synonyme qui représente plus clairement la forme logique
de la phrase initiale :

“Tout existe.” [_Toute chose est telle qu’elle existe.”
“Tout homme est mortel.” [—Tout est tel que si c’est un homme, il est mortel.”
“Sam entre et rit.” ["Ily a quelque chose tel que cette chose est Sam et

cette chose entre et rit.”
2. Nous introduisons ensuite des variables pour rendre ces dépendances encore plus explicites :

“Toute chose est telle qu’elle existe.” [_TIX{X existe)
“Tout est tel que si c’est un homme, il est mortel.” [_TIX{X est un homme - X est mortel)
“Il y a qqch. tel qui est Sam, entre et rit.” [IX{X = Sam [Xlentre [Xlrit)
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Voici quelques autres exemples de 'usage du langage de la logique des prédicats :

“Anna est une vache” [Ha
“Anna rit” [ Ga
“Anna est une vache qui rit” [Ha [Ga
“Il'y a une vache” [IKFX
“Il'y a une vache qui rit” [IX{Fx [GX)
“Il'y a une vache et il y a quelque chose qui rit” [ IXFx [CI¥Gy
“Toute chose est une vache” [IXFX
“Toute vache rit” [IK({FX - GX)

Nous remarquons une équivalence sémantique propre aux quantificateurs : dire que tous les pingouins
sont heureux revient a dire qu’il n’y a pas de pingouins qui ne sont pas heureux; dire qu’il y a des
pingouin romantiques revient a dire qu’il n’est pas le cas qu’aucun pingouin n’est romantique. Tous les
F sont G si et seulement s’il n’y a pas de F qui n’est pas G. Il y aun F si seulement s’il n’est pas le cas
que toutes les choses soient =F. Une phrase de la méme forme que “[X{. .. X...)” est donc équivalente
sémantiquement a une phrase de la méme forme que “~DXh(... X...)” et le méme raisonnement vaut
pour les phrases de la méme forme que “IX{... X...)” et de “=[Xh(... X...)”. Schématiquement, en
utilisant [@(X) Cdomme nom de n’importe quelle phrase qui contient une occurrence de la variable
“X”, nous obtenons ceci :

MX e(x)) 1 11 EXh(e(x)) 1
X e(x)) 1 11 EX(e(x)) [

En nous servant des négations ‘externes’, qui portent sur des phrases complétes, nous pouvons donc
formaliser les quatre phrases considérées a 'aide d’'un seul quantificateur :

Ag [X{Ph(x) - M(x)) Aro -X(Ph(x) [=M(x))
B9 [X{noir(X) — —rouge(Xx)) Bro - [X{(noir(x) Créuge(x))
Co -IX(P(X) -~ —H(x)) Cro [X{P(x) [H(X))

D9 - [IX{A(X) - P(x)) Dro [X{A(X) [=P(X))

Léquivalence sémantique entre “[X{... X...)” et “=[XHh(... X...)” a une autre conséquence : elle
implique que le quantificateur universel n’a pas d*engagement existentiel’ — que nous ne pouvons pas
conclure du fait que tous les F sont G qu’il y a des F. Cela s’explique par 'équivalence mentionnée :
il n’y a pas de F, il n’'y a pas de F qui sont G et il n'y a pas non plus de F qui sont =G. Par
conséquent “— [X(Fx [Gx)” et “- [X(Fx [=I5x)” sont des phrases vraies. Ces phrases, cependant,
sont équivalentes 2 “IX{F X — —Gx)” et 2 “IX{FX — GX)” respectivement. Etant donné qu’il n'y a
pas de licornes, “toutes les licornes sont bleues” et “toutes les licornes ne sont pas bleues” sont deux
phrases également vraies.

Il est donc significatif que nous formalisions “tous les F sont G” par “IX(Fx - GX)”, utilisant
I'implication pour restreindre le choix des X en question. Il est également significatif que nous for-
malisons “il y a des F qui sont des G” ou “quelques F sont des G” par “[X(F x [CGX)”, utilisant la
conjonction plutét que, par exemple, Pimplication. Etant donné Pinterdéfinissabilité des connecteurs,
“IX(FX - GX)” est équivalente a “[X{—F x [GIX)”, une phrase qui n'affirme pas qu’il y a des F.
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9.4 Lesvariables etles termes singuliers

Un terme singulier est une expression qui désigne exactement un objet ; selon la classification tradi-
tionnelle d’Aristote, c’est ce dont quelque chose (un prédicat) est prédiqué ou dit et ce qui ne peut
pas étre dit d’autre chose (de la maniére d’un prédicat). Le propre d’'un terme singulier est sa relation
de désignation ou de référence a un et un seul objet précis. Parmi les termes singuliers, la philosophie
du langage distingue au moins trois sous-espéces d’expressions : un nom propre, comme “Sam” ou
“Paris”, est une expression qui se réfere ‘directement’ a un objet ; une expression indexicale, comme
“ceci”,“je” ou “maintenant”, désigne son référent par I'intermédiaire d’un contexte d’énonciation ; et
une description définie comme “le roi actuel de France” et “’'homme dans le coin” désigne au moyen
» «

de son contenu ‘descriptif’ (le prédicat a 'aide duquel il est formé, “... est le roi actuel de France”,“...
est ’homme dans le coin”).

9.5 Une classification des expressions

La logique propositionnelle, nous I'avons dit, traite des phrases et des connecteurs, la logique des pré-
dicats traite des prédicats, des quantificateurs et des constantes individuelles. Nous avons également
dit qu'une phrase est ce qui est exprimé par une phrase compléte qui peut étre vraie ou fausse et qu'un
prédicat est tiré d’'une phrase apres 'effacement d’un ou de plusieurs noms. Nous devons maintenant
étre un peu plus précis.

La notion de proposition, qui est une notion philosophique, ne coincide pas avec la notion de phrase,
qui est une notion grammaticale. Une phrase peut étre compléte du point de vue grammatical sans
pour autant exprimer une proposition : “J’ai faim”, pour étre vraie ou fausse, a besoin d’étre complétée
par le contexte de 'énonciation pour attribuer une référence indexicale a “je”; dans certains contextes,
cette phrase exprime la phrase quun certain individu, a, a faim, dans d’autres qu'un autre individu,
b, a faim. Une phrase peut aussi étre complexe et ainsi exprimer une phrase complexe qui contient
plusieurs phrases simples. Le critere d’identification des phrases est leur capacité a étre vraies ou
fausses. Paralléelement a ce critére sémantique, il existe un critére purement syntaxique : une phrase
(au sens logique) est une entité linguistique qui peut étre combinée avec une négation externe (“il n'est
pas le cas que ...”).

Les différences entre les points de vue grammatical et logique se multiplient quand on prend en compte
la structure interne des phrases, comme nous le faisons dans la logique des prédicats. La grammaire
classique distingue des noms propres, des noms communs, des verbes, des particules, des prépositions,
des adverbes et des adjectifs. La logique des prédicats ne reconnai’t, cependant, que des connecteurs
propositionnels, des quantificateurs, des prédicats et des termes singuliers. Les connecteurs sont les
concepts formels qui nous servent a former des phrases complexes a partir de phrases simples. Un
prédicat est une expression qui nous sert a attribuer une propriété. Cette propriété peut étre une pro-
priété d’'une ou de plusieurs choses ; un prédicat unaire (qui résulte d’une phrase en effagant (plusieurs
occurrences d) un seul nom) attribue une propriété monadique, un prédicat binaire (tertiaire, ...) une
propriété relationnelle. Syntaxiquement, un prédicat est une expression qui peut étre combinée avec
une négation ‘interne’,“... n’est pas tel que ...”, qui prend un prédicat (dans sa deuxiéme position) et
en fait un autre.

Une représentation claire et exhaustive de représenter ces différences grammaticales nous est fournie
par la ‘grammaire catégorielle’ qui représente les phrases par “S” et les termes singuliers par “N”. Nous
pouvons dire qu'un connecteur propositionnel binaire est une expression de la catégorie 8/88, parce
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qu’il prend deux phrases pour en faire une, plus complexe :3

11 pleut et Je suis triste
S S/SS S
Il pleut et je suis triste
S

”» « » «

Les autres connecteurs propositionnels binaires, “ou”, “si-alors”,“si et seulement si”, s’appliquent éga-
lement a deux phrases et en forment une phrase complexe. La négation externe s’applique cependant
qu’a une seule phrase et est donc du type S/8.

Un prédicat unaire, d’aprés notre définition, est une expression qui forme, avec un terme singulier,
une phrase compléte, ce qui correspond au type S/N :

Sam ... est triste
N S/IN
Sam est triste.
S

Les prédicats binaires seront du type S/NN, les prédicats ternaires du type S/NNN et ainsi de suite.
Cette notation nous montre comment un prédicat binaire, combiné avec un seul terme singulier,
devient un prédicat unaire (dit ‘relationnel’, parce qu’il est obtenu d’une relation) :

Sam ... aime - Maria
S/NN N
. aime Maria
N S/N
Sam aime Maria
S
Lexpression “ ... aime ---” du type 8/NN a été ‘partiellement complétée’ par le nom “Maria” (du
type N), ce qui produit une expression du type S/N. La relation exprimée par “... aime - - - ” est une

propriété de la paire [83am, Maria [ Imais la propriété monadique exprimée par “... aime Maria” est
une propriété de Sam.

La grammaire catégorielle nous permet aussi de symboliser I'autre usage que nous avons fait des
connecteurs qui était de relier non pas des phrases ou phrases complétes, mais des phrases ouvertes :

Sam ... €st triste et ... marié
S/N (S/N)/(S/N)(S/N) S/N
. est triste et marié
N S/N
Sam est triste et marié
S

Le connecteur “ [dlans cette phrase est du type (S/N)/(S/N)(S/N) — il prend deux phrases ou-
vertes et en forme une phrase ouverte. Comme les phrases ouvertes ne sont ni vraies ni fausses, mais
seulement vraies ou fausses de- certains objets, la sémantique des connecteurs qui les relient ne peut
pas étre donnée par des tables de vérité. C’est pourquoi nous utilisons un autre concept fondamental
de la sémantique, celui de satisfaction, pour expliquer leur signification :

3Un avantage de la notation de la grammaire catégorielle est quelle nous permet de ‘calculer’ le type syntaxique de la
juxtaposition de deux expressions arbitraires : la combinaison d’une expression du type S/88 avec deux expressions du type S
serait du type 8. La combinaison d’une telle expression avec une expression du type N sera mal-formée.
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= : Un objet a satisfait “=F X” si et seulement si a ne satisfait pas “F x”.
[—1Un objet a satisfait “Fx [GIX” si et seulement si a satisfait “F X” et a satisfait “GX”.
[—1Un objet a satisfait “Fx [GIX” si et seulement si soit a satisfait “F X”, soit a satisfait “Gx”.

— : Un objet a satisfait “FX - GX” si et seulement si soit & ne satisfait pas “FX”, soit a satisfait
“« GX”.

- : Un objet a satisfait “FX « GX” si et seulement si soit a satisfait “F X” et “GX”, soit ne satisfait
ni “FX” ni “GX”

La grammaire catégorielle nous permet de représenter facilement des prédicats de deuxiéme et troi-
sitme ordre. Un prédicat est dit ‘de premier ordre’ ’il s’applique a des noms d’objets, c’est-a-dire a
des expressions qui représentent des choses qui ne sont ni des propriétés ni des relations, mais des
individus. C’est de ces prédicats que I'on a parlé jusqu’a maintenant. Un prédicat de deuxi¢me ordre
est un prédicat qui s’applique a des propriétés et a des relations et qui se combine avec des prédicats
— les expressions, par exemple, “... est un prédicat” et “... s’applique a un nom d’un objet pour former
une phrase” sont des prédicats de deuxiéme ordre. Comme un prédicat (unaire) de premier ordre est
du type 8/N, un prédicat de deuxiéme ordre sera du type 8/(S/N). Il y a également des prédicats de
troisieme ordre (8/(8/(8/N))), de quatriéme ordre, etc.

Linterprétation sémantique des prédicats de deuxiéme et de troisiéme ordre se fait plus intuitivement
en termes d’ensembles. Supposons que la totalité des choses pour lesquelles nous disposons de noms ou
dont nous voulons parler forme un ensemble D, notre univers de discours. Un prédicat, nous 'avons vu,
est vrai de certaines de ces choses — son extension sera alors un sous-ensemble de D. Si nous identifions
des prédicats ayant la méme extension, nous pouvons dire que n’importe quel sous-ensemble de D
(w’importe quel membre de P (D), c’est-a-dire de I'ensemble de tous les sous-ensembles de D) définit
(ou correspond ) un prédicat — le prédicat qui est vrai de tous les objets et seulement des objets qui
se trouvent dans le sous-ensemble de D en question.

Siles prédicats de premier ordre sont des membres de P (D), les prédicats de deuxieme ordre sont des
membres de P (P (D)) - ils sont vrais de certains prédicats (de certains sous-ensembles de D) et faux
d’autres ; ils sont des ensembles de sous-ensembles. Nous voyons par cette analogie que la similarité
entre les différents ordres de prédicats et les différents types dans la théorie des ensembles n’est pas
que superficielle, mais est basé sur une vraie correspondence dans la grammaire catégorielle.

Cependant, les prédicats de deuxi¢me ordre ne sont pas les seuls a tomber sous la catégorie S/(S/N) :
les autres expressions qui tombent sous ce type sont les quantificateurs de premier ordre. Les quan-
tificateurs prennent des phrases ouvertes pour en faire des phrases complétes. Les phrases ouvertes
peuvent étre de différents ordres, selon qu’elles sont vraies (ou fausses) d’objets ou vraies (ou fausses)
de prédicats ou vraies (ou fausses) de prédicats de prédicats etc. Les deux quantificateurs de la logique
des prédicats que nous allons étudier, le quantificateur universel “IX{... X...)” et le quantificateur
existentiel “[X{... X...)”, ne prennent que des prédicats ou phrases ouvertes de premier ordre — ils
quantifient sur des objets et sont, pour cette raison, appelés ‘objectuels’:

Ily a quelqu’un ... est triste
SIS/N) S/IN
Ily a quelqu’un qui est triste.

S

Les quantificateurs de premier ordre sont de la méme catégorie que les prédicats de deuxiéme ordre.
Une logique ne contenant dans son langage que des quantificateurs qui s’appliquent a des phrases
ouvertes de premier ordre (et qui sont, en conséquence, eux-mémes de deuxiéme ordre) est appelée
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elle-méme ‘@e premier ordre”. Lalogique classique des prédicats est la logique des prédicats de premier
ordre et c’est elle que nous allons étudier.

9.6 Les quantificateurs

Nous avons vu comment nous pouvons nous servir du mécanisme de la quantification pour exprimer
des phrases générales. Cette introduction de quantificateurs rend notre langage plus expressif. Suppo-
sons que nous voulons dire que tous les hommes sont mortels et 'exprimer dans notre langage. Vu qu’il
n’y a qu'un nombre fini d’hommes (présents ou passés, au moins), nous pourrions énoncer la longue
conjonction suivante :

Sylvie est mortelle [Shm est mortel [Nlarie est mortelle [Rbsemarie est
mortelle [Jean-Claude est mortel [“Kevin est mortel [“Roberta est mortelle [ 1
John est mortel [“(laudia est mortelle [Rbbert est mortel [Bhilipp est mortel [1.

—une phrase certainement trés longue, mais finie et bien-formée selon la logique des phrases. Si nous
arrivons a énumérer tous les hommes, nous obtenons une phrase qui est vraie si et seulement si tous
les hommes sont mortels. Néanmoins, une telle procédure, en plus de son caractére rébarbatif, aurait
au moins trois autres désavantages majeurs :

1. Lalongue conjonction est équivalente sémantiquement a “tous les hommes sont mortels” seule-
ment §’il n’y a qu'un nombre fini ¢’hommes.

2. Lalongue conjonction est équivalente sémantiquement a “tous les hommes sont mortels” seule-
ment si tous les hommes ont des noms.

3. Lorsque nous parlons de tous les hommes, notre énonciation a un aspect général : nous ne
voulons pas dire qu’il n’y a qu'un nombre fini ’’hommes ou que nous connaissons un nom
pour chaque homme qui existe ou existait, mais nous voulons parler de la totalité des hommes,
indépendamment des membres particuliers qu’elle contient.

Lusage du quantificateur universel “[“he tombe sous aucune de ces restrictions. Pour dire que tous
les hommes sont mortels, nous disons simplement :*

(99 XXX est un homme - X est mortel)

Dans la phrase (9), nous ne parlons d'aucun homme en particulier : le quantificateur universel prend ses
valeurs dans tout 'univers du discours. Nous notons deux conséquences de cette généralité : premieé-
rement, (9) est ’confirmée’ par tous les pingouins — parce que tout pingouin satisfait la phrase ouverte
“= (X est un homme) (X est mortel)”. Deuxiémement, (9) est vraie il n’y a pas d’hommes; di a la
signification de “ - ”, la phrase ouverte complexe est vraie de tout objet dont 'antécédent est faux.

Méme si notre langage est devenu plus expressif en incluant des variables et des quantificateurs, qu’est-
ce qui s’ensuit sur la logique ? Est-ce que nous serons toujours capable de formaliser comme valides les
inférences syllogistiques ? Revenons donc sur les inférences (1), (2) et (3). En formalisant les prémisses

411y a plusieurs facons de lire la phrase (9) :
1. Les hommes sont mortels.
2. Un humain est mortel.
3. Chaque homme est mortel.
4. Quiconque est un homme est mortel.
Nous utiliserons parfois la locution “tous les X sont tels que, si X est un homme, alors X est mortel” qui rend plus visible la forme
logique.
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et les conclusions dans la logique des prédicats, nous obtenons les inférences :

Tous les hommes sont mortels. [XK(X est un homme — X est mortel)
Tous les philosophes sont des hommes. [XX(x est un philosophe - X est un homme)
Tous les philosophes sont mortels. [ XXX est un philosophe - X est mortel)

Aucun philosophe n’est méchant. — XXX est un philosophe ["X est méchant)
Quelques logiciens sont des philosophes. [XI(x est un logicien ["X est un philosophe)

Quelques logiciens ne sont pas méchants. [ IIXK(x est un logicien (X est méchant))

Aucun philosophe n’est parfait. - [XX(X est un philosophe [X est parfait)
Tous les philosophes sont des hommes. [XXK(x est un philosophe - X est un homme)
Aucun homme est parfait. [ 1 - [XKX est un homme [Xest parfait)

Nous pouvons facilement justifier la validité de ces trois inférences :

(D) : si nous choisissons, pour vérifier la conclusion, n'importe quel individu a qui est un philosophe,
la deuxieme prémisse nous dit que cet individu est un homme et la premiere prémisse nous dit
qu’en conséquence il est mortel ;

(2) : la deuxiéme prémisse nous dit qu’il y a un objet, appelons-le "a”, qui est logicien et philosophe.
Si, contrairement a ce que dit la conclusion, ce @ n’était pas seulement un logicien, mais aussi
méchant, alors il y aurait, contrairement a ce que dit la premiére prémisse, un philosophe mé-
chant.

(3): S'il'y avait un philosophe parfait, alors ce philosophe, par la deuxi¢me prémisse, serait un homme
et alors, par la premiere prémisse, il ne serait pas parfait. Donc il n’y a pas de philosophe parfait.

Le but de la prochaine lecon (10) est de formuler une sémantique qui justifie la validité de ces schémas
d’inférences.

9.7 Le domaine de quantification

Points a retenir

1. La logique des prédicats formalise des inférences qui charactérisent la logique des quantifica-
teurs.

2. Une inférence de la logique de prédicats nous apprend qu’un prédicat estvrzi d’une ou plusieurs
choses s'il est vrai de certaines choses.

3. La forme générale d’'une phrase simple dans la logique de prédicats est “Fa” — F est considéré

comme une fonction qui prend une chose et donne une valeur de vérité.

Les prédicats dans la logique des prédicats sont unaires, binaires ou plus généralement n-adiques.

Un terme singulier est soit un nom, un indexical, un démonstratif ou une description définie.

Les variables ...

SIS o

La grammaire catégorielle charactérise un prédicat par le type 8/N, les connecteurs de phrases
par le type S/8, les connecteurs qui forment des prédicats complexes par le type (S/N)/(S/N)
et les quantificateurs de premier ordre par le type 8/(S/N).

8. Les quantificateurs sont alors des prédicats de deuxi¢me ordre : ils s’appliquent a des prédicats
pour en faire des phrases.
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9. Le quantificateur universel ‘abrége’ des conjonctions infinies ; le quantificateur existentiel ‘abrege’
des disjonctions infinies ; ils sont ‘duales’ de la méme maniére que le sont la conjonction et la
disjonction.

1o. Un quantificateur a un domaine de quantification associé qui limite le choix d’objet pour
Iinterprétation de la variable qu’il quantifie.



Chapitre 10

Syntaxe et sémantique de lalogique
des prédicats

10.1 LelangagelL™

Afin de pouvoir formaliser les inférences qui nous intéressent, nous devons d’abord élargir la syntaxe de
notre langue. Dans la cinqui¢me legon (pp. 70 et suivants), nous avons défini le langage L qui consiste
des formules propositionnelles composées de phrases simples et de connecteurs propositionnels. Nous
élargissons maintenant notre alphabet et adoptons une nouvelle définition, plus large, de ce qu’est une
formule bien-formée :

Définition 4x. Lalphabet du langage L™ de la logique des prédicats consiste en les signes suivants :

1. des signes logiques :
(@ les connecteurs “—...” (‘nepas’),”... A7 (et’),“... A" Cou’),“... — -7 (Si-alors) et.
“oie (s
®) les quantificateurs “ IX{. .. X - - - )" Cpour tout.X?) et “ X{... X )" (il y a au moins un.x’) ;
© le signe didentité :“... U—}" (est identique &°) ;"
(d) des variables pour des individus :“Xi” pour tout.1 [N}
2. des signes non-logiques :
(@) des signes pour les relations : “Ri” pour tout.i [
(B) des signes pour les fonctions :“¥;” pour tout.i LY}
(©) des constantes pour des individus :“Ci” pour tout.i [KI;
3. des signes auxiliaires : parenthéses,virgules

Nous appelons les signes “ [ &t “ [ Hes ‘quantificateurs’, les expressions de la méme forme que “[X1 et

“ XA des ‘quantifications des variables’ et les phrases de la forme “IX{...X )" et “IX{...X )" des
‘phrases quantifiées’.

Nous abrégeons “=(... =.)" par “... IL7]

)

"Nous écrivons “ [pbur le signe de la relation d’identité dans la langage objet pour le distinguer de
relation d’identité dans le métalangage.

qui représente la
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otons que contient L, au moins si nous nous imaginons toutes les phrases simples du dernier

Notons que L™ contient L g toutes les ph ples du d

composées d'un prédicat (relation unaire) et d’'une constante individuelle .2 Nous utilisons le signe
& dicat (relat )et d’ tante individuelle ‘Fa”.> Nous util 1

“ pour rendre claire qu’il s’agit d’un signe d’identité du /engage objet. Comme signe d’identité dans

[{g—) ]

le métalangage, nous utilisons

Les signes non-logiques de notre alphabet jouent le role des phrases primitives de la logique propo-
sitionnelle : comme “p”, “g” etc. sont des abréviations arbitraires pour des phrases simples de notre
langage objet, les signes “R”, “f” et “C” nous servent pour abréger n’'importe quel signe de relation,
de fonction et n’'importe quelle constante. Comme dans le cas de la logique propositionnelle, on peut
toujours s’imaginer ces signes remplacés par des expressions du francais (du type syntaxique corres-
pondant).

Les ensembles I, J et K sont des ensembles d’indices qui nous servent a distinguer les différents
symboles pour les relations, les fonctions et les individus. Au lieu de “X1”, “X2”, “X3”, nous écrivons
parfois “X”, “y”,“z” pour les variables. Nous abrégeons I'ensemble de toutes les variables de la langue
L™ par “VbI(L™)”.

Les relations et les fonctions peuvent étre unaires, binaires, tertiaires et ainsi de suite. C’est pourquoi
nous appelons une ‘Zangue’ L™ un alphabet — incluant un choix précis de signes non-logiques — avec
un ensemble K d’indices pour les constantes et deux fonctions A : I - N\ {0}etp: J - N\ {0}
qui déterminent l'adicité de nos signes de relations et de fonctions3 Une langue ™, K, A, pCpour la
logique des prédicats est donc composée de connecteurs, de quantificateurs, du signe d’identité, d'une
infinité de variables individuelles, d'un certain nombre de relations et de fonctions ayant des adicités
spécifiques et d’'un certain nombre de constantes individuelles.

Nous pouvons maintenant définir ce qu’est un zerme de notre langue L™ :
Définition 42 (Termes). Les termes d'une langue. IO, K, N, UWCsbnt définis par les clauses récursives :

1. Toute variable “X;” (1 LN) est un terme.
2. Toute constante “ci” 1 LN est un terme.
3. 8077 Lty sont des termes (J TYW alors “F(t1,to, ..., ty())” est un terme.

Puisqu’elle utilise le prédicat a définir (“... est un terme”), cette définition est récursive, comme le sont
les définition de formule atomique et de formule que nous donnerons par la suite.* Les termes sont les
expressions de notre langage qui nous servent pour désigner les objets du domaine de discours. Nous
définissons également les formules atomiques, qui jouent le réle des phrases simples de la logique
propositionnelle :

Définition 43 (Formules atomiques). @ est une formule atomique de la langue 7, K, WLE et

*Une autre provision est nécessaire : les connecteurs propositionnels, définis dans le langage de la logique propositionnelle
comme reliant des phrases, relient dans la logique des prédicats des phrases qui peuvent étre complétes ou ouvertes.

3Nous exluons une adicité de 0. Alternativement, nous aurions pu définir les constantes individuelles comme des fonctions
d’adicité 0.

4Ceci signifie qu’elle a la forme suivante :
1. Toute variable est un terme.
2. Toute constante est un terme.
3. Tout nom pour la valeur d’une fonction pour un référent d’'une ou de plusieurs expressions de la catégorie 1 ou 2 est un
terme.
4. Tout nom pour la valeur d’une fonction pour un référent d’'une ou de plusieurs expressions de la catégorie 1, 2 et 3 est un
terme.
5. Tout nom pour la valeur d’'une fonction pour un référent d’'une ou de plusieurs expressions de la catégorie 1, 2, 3 ou 4 est
un terme.
6. ..
La récursion dans la clause (3) de la définition donnée nous permet d’abréger les conditions (3), (4), (5) etc. de cette définition
itérative (C’est-a-dire non-récursive).
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seulement si un des suivants est le cas:

1. Qest de la forme “t1 LT pour deux termes “t1” et “t2”;
2. Qest de la forme “Ri(ty, ta,. .., thqy)” pour des termes “t1”,“t2”, ... ,“ty¢iy” et.i (11

Ayant a notre disposition 'équivalent de phrases simples, nous pouvons construire les formules com-
plexes, en imitant la procédure pour les connecteurs de la logique propositionnelle :

Définition 44 (Formules). Qest une formule de la langue (0", K, N, WL et seulement si un des suivants
et le cas:

I. Qest une formule atomique ;

2. Qest de la forme () Cpbur une formule \;

3. Qest de la forme [ Y LIW CYLCID — X) Lok [ « X) Cpour des formules Y et. X ;
4. Qest de la forme () Cake CBGI(W) Cpbur une formule D et une variable “x;”, i (NI

Nous économisons des parentheéses par les mémes conventions que dans le cas de la logique proposi-
tionnelle. Nous écrivons “[X]y, z(...)” aulieude “IXX... Iy{... [Z(...)...)...) et “IX]y,z(...)” au
lieude “IXX... OyX... z(...)...)...)".

Il est crucial pour la sémantique de la logique des prédicats de distinguer entre les phrases complétes
qui sont vraies ou fausses et des phrases ouvertes qui sont vraies ou fausses de- certains objets. Cette
distinction nous oblige de dire quand une variable a une occurrence “libre” dans une formule :

Définition 45 (Occurrence libre). S7 @ est une formule et “Xi” une variable, nous disons que “Xi” a une
occurrence libre dans Q si et seulement si une des conditions suivantes est remplie :

I. Qest une formule atomique et contient “X;”;

2. Qalaforme Cet “Xi” @ une occurrence libre dans\;

3. ©alaforme [N CX LT CXL T - X Coke O » X Cet “Xi” @ une occurrence libre soit dans\, soit.
dans X ;

4. Qalaforme TXJ(Y) Lok OIXJ(W)CAE J et “Xi” a une occurrence libre dans .

Une variable a une occurrence libre dans une formule si elle n’y est pas partout gouvernée par un
quantificateur correspondant. Une expression est une phrase ouverte si et seulement si elle contient
au moins une occurrence libre d’'une variable. Par conséquent, nous pouvons définir :

Définition 46 (Phrases). Une phrase est une formule qui ne contient aucune occurrence libre d'une
wvariable.

Nous abrégeons par “@”, “U” etc. des noms pour des phrases arbitraires et par “[Q(X) 7] [j(x, y) 1

des noms pour des phrases ouvertes contenant des occurrences libres des variables “X” et des variables
p p

“X” et “y” respectivement’ Les résultats de la substitution des constantes individuelles “a” et “b” pour

les variables sont désignés par “[@{a) "kt “[I(a, b) respectivement.

Nous disons que les occurrences de variables qui ne sont pas libres sont ‘liées’ — liées par un quantifi-
cateur dans la portée duquel ils se trouvent.®

SNous avons besoin des demi-crochets de Quine puisque les expressions ““... est triste”(x)”,““. .. aime - - - "(X, y)” ne sont
pas des formules bien-formées. Les expressions “X est triste”, “X aime y” (ou, a titre équivalent, “... est triste” et “... aime
-+”), par contre, que l'on obtient en substituant “... est triste” pour @(...) et ... aime - - - ” pour Y(..., - ), sont des phrases

ouvertes bien-formées.

Voici quelques exemples. La variable “X” a une occurrence libre dans toutes les expressions suivantes :“X”,“F x”,“F x [Ey”,
“YRxy)”, “F(x)” et “IyIZ(Fx — Ryz)”. Elle a aussi une occurrence libre dans “[X{Fx) [Qx” (la deuxi¢me) et dans
“Iy(Rxy) — X{Fx)” (la premiére).
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Comme les connecteurs, les quantificateurs ont aussi une portée — la phrase ouverte qui est gouvernée
par le quantificateur. La distinction entre

() Personne n’est heureux et personne n’est honnéte.
(i) Personne n'est heureux et honnéte.

est que le premier quantificateur universel dans la premiere phrase ne gouverne que la phrase ouverte
simple “X est heureux” bien que celui dans la deuxiéme phrase le quantificateur gouverne le phrase
ouverte complexe “X est heureux et X est honnéte”:

(Y XI-(x est heureux) [IXI-(X est honnéte)
(iiY XI-(X est heureux [ honnéte)

Par la premiere phrase, je fais deux assertions : que personne n'est heureux et que personne n'est
honnéte — s’il y a quelque chose qui est heureux ou s’il y a quelque chose qui est honnéte j’ai également
tort. Par la deuxi¢éme phrase, cependant, je fais une assertion beaucoup plus faible : je dis que personne
n’est heureux et honnéte en méme temps — que tous ce qui sont heureux ne sont pas honnétes et que
tous ce qui sont honnétes ne sont pas heureux. Nous définissons la portée d’'un quantificateur :

Définition 47 (Portée). Si @ est une formule qui contient une quantification d'une variable “X” (ou
bien “ X1 ou bien “ XD, nous appelons la portée de la variable “X” dans © la plus petite formule qui suit la
quantification de “X”.

Dans les trois formules suivantes, nous avons deux occurrences d’un quantificateur universel :

Qr [X(Px) - (IX(Qxy) [RK)
Q2 XPx - (IX{Qxy) [RK))
Q3 X(Px - X(Qxy [RK))

Dans I'implication Q1, la portée de premier quantificateur universel qui lie la variable “X” est “P X”, dans
la quantification universelle Q2 c’est “P X - [X{QXy)) [RX” et dans Q3 c’est “Px - [X(Qxy [Rk)”.
La portée de la deuxiéme quantification de “X”, dans Q1 et dans Q2, est “Qxy” et “Qxy [RIX” dans
Q3. La variable “X” a une seule occurrence libre dans Q1 (la troisiéme) et n’a pas d’occurrence libre
dans Q2 ou Q3. La variable “y”, cependant, a des occurrences libres dans chacune des trois phrases
considérées.

10.2 Lasémantique de lalogique des prédicats

Apres avoir défini, de maniére rigoureuse, ce qu'est une langue pour la logique des prédicats, nous allons
maintenant montrer comment il faut /nterpréter une telle langue, en donnant une sémantique pour la
logique des prédicats. Une interprétation d’'une formule du langage de la logique propositionnelle
consiste en l'attribution de valeurs de vérité a toutes les phrases simples que cette formule contient;
une telle attribution correspond a une ligne de la table de vérité pour le connecteur principal de la
formule en question. Malheureusement, la sémantique de la logique des prédicats est compliquée par
deux facteurs absents dans le cas de la logique propositionnelle :

1. la présence des signes non-logiques ‘sub-sententiels’ dans notre alphabet de base ;7
2. la présence des variables et, en conséquence, des phrases ouvertes.

7Une expression bien-formée est appelée ‘sub-sententielle’ si elle ne contient pas de phrase entiére.
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La premiére difficulté signifie que nous ne pouvons pas simplement attribuer des valeurs de vérité
a des phrases complétes, mais que nous sommes obligés d’interpréter les constantes et les signes de
relations et de fonctions. C’est pourquoi nous introduisons la notion d’une ‘structure’. La deuxiéme
difficulté entrai’ne que méme une interprétation du vocabulaire non-logique ne suffira pas comme
interprétation de notre langue, puisque nous devons interpréter également les phrases ouvertes : nous
avons besoin de la notion d’une ‘assignation de valeurs’ aux variables contenues dans une formule.

La définition suivante détermine quelles seront les valeurs des termes et des prédicats de notre langage.
Pour les constantes et les variables, nous devons fixer un ensemble d’objet comme univers de discours
— cet ensemble contient tous les individus dont nous voulons parler  'aide du langage en question®
Aux signes de relations correspondront des relations sur cet ensemble et aux signes de fonctions des
fonctions de cet ensemble dans cet ensemble.”

Définition 48 (Structures). Soir. O, K, A, uldne langue de la logique des prédicats.Une structure. A
pour L™ consiste en.:

1. un ensemble non-vide |A|, appelé T'univers de discours’ ou le domaine’ de A;

2. une interprétation de tous les signes de relations,qui attribue & tout.i [Xane relation.RY sur |A| avec
(i) places argumentales, c'est-a-dire un sous-ensemble RN [TJAPMD 1o

3. une interprétation de tous les signes de fonctions, qui attribue a tout.j UYlune fonction. fjA sur |A
avec W(J) places argumentales, cest-a-dire une fonction. fjA CJARD AL

4. une interprétation de toutes les constantes, qui attribue a tout.K [Klun élément fixe,cf, de |Al.

Nous utilisons des superscripts pour rendre clair que “RA”, “FA” et “c”*”

une relation, une fonction et un élément de 'univers de discours qui nous servent d’interpréter le signe
de relation “R?”, le signe de fonction “f” et la constante “c” dans la structure A.™ Nous appelons une
telle structure une ‘Znterprétation. de notre langue et nous disons que nous ‘interprétons’ les formules
de cette langue dans la structure en question.

désignent, respectivement,

Prenons une phrase de notre langage objet, par exemple “R(a, b)”. Nous savons, étant données nos
conventions typographiques, que “R” représente une relation et que “a@” et “b” sont des constantes
individuelles, représentant des objets de notre domaine. Une interprétation de ces signes consistera a
une assignation d’une relation précise et des référents particuliers a “R”,“a” et “b”. Nous pouvons, par
exemple, interpréter cette phrase dans 'ensemble de toutes les personnes, assigner la relation d’amour
a “R”, Marie a “@” et Jean a “b”. La phrase sera donc vraie s'il est le cas et seulement s’il est le cas que
Marie aime Jean.

8Nous reviendrons a la question des univers de discours vides plus tard, dans la le¢on 11.

9Voici quelques exemples de structures :
1. I'ensemble de tous les étres humains, avec la relation d’'amour, la fonction exprimée par “la mére de ...” et deux constantes
individuelles, “Sam” pour Sam et “Marie” pour Marie ;
2. Tensemble de tous les animaux, avec les relations exprimées par “X est un kangourou” et “X adore y”, aucune fonction

et des constantes individuelles “c1”,“c2”, ..., “Cn” pour tous les kangourous ;

3. I'ensemble de tous les nombres naturels, avec la relation exprimée par “X < y”, les fonctions de soustraction, addition
et multiplication et deux constantes individuelles pour les nombres o et 1.

o AJMD” désigne un produit cartésien, c’est-a-dire ensemble de toutes les séquences, a A(i) membres, d’éléments de | A :
AP = A % |A|{>§ X |Ai

A(i) fois

" Alternativement, nous aurions pu dire qu'une structure A est une séquence de quatre éléments, A = [A|, hy, hy, hg L]
consistant d’'un ensemble |A[, d’'une fonction qui assigne a tout signe de relation son interprétation hy : Rj B R£, une autre
fonction qui assigne a tout signe de fonction son interprétation hy : f3 5 fJA et une fonction qui assigne a toute constante
un élément de l'univers de discours : hg : ¢ic B ¢ CJA|.
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Notons que la définition d’une structure ne nous dit rien sur l'interprétation des phrases ouvertes. Si
nous prenons “R(@, X)” comme exemple, nous ne savons seulement qu'un objet satisfait cette phrase
ouverte si et seulement si cet objet est aimé par Marie. Mais comment pouvons-nous rendre cette
relation exprimée par “. .. est vrai de - - - ” plus précise ? Dans le contexte d’une structure donnée, nous
pouvons assigner des valeurs aux occurrences libres de nos variables :

Définition 49 (Assignations de valeurs). Soit. L™ une langue de la logique des prédicats et. A une
structure pour L. Une assignation de valeurs pour L™ est une fonction.h qui assigne a toute variable X;
(i [N exactement un élément de lunivers de discours: h:VbI(LY) - |A]

Une assignation de valeurs, en d’autres termes, est une interprétation ‘conditionnelle’ des variables,
‘conditionnelle’ parce qu’elle ne les interpréte pas au niveau d’une structure (une possibilité logique),
mais a l'intérieur une structure. La notion d’une assignation de valeurs nous permet, dans certaines
conditions, de traiter les phrases ouvertes comme des phrases complétes.”> La signification d’'une
phrase ouverte, telle que “X aime Marie”, dépendra de I'assignation de valeurs dans le sens qu'une
assignation de Sam a “X” nous donnera une phrase vraie, mais une assignation de Frédérique a “X” une
phrase fausse. Pour éviter 'ambigui“té, il est également important qu’une assignation de valeurs soit
une fonction : toute occurrence d’une variable doit étre assignée a un seul objet.”?

Une structure et une assignation de valeurs, prises ensemble, déterminent de quels objets nous parlons
a 'aide de nos expressions de langage objet : la structure en question nous fournit les référents des
constantes individuelles et 'assignation de valeurs les valeurs, sous cette assignation, des occurrences
libres de nos variables. Comme les fonctions sont également interprétées dans la structure, nous
pouvons donc déterminer sans univoque la référence ou la désignation de tous nos termes singuliers :

Définition 50 (Désignation de termes). Soit.L™* une langue de la logique des prédicats, Aune structure
pour L et h : VBI(L™Y) — |Alune assignation de valeurs.La désignation.h(t) d'un terme “t”de L™ sous
cette assignation de valeurs est définie comme suit.:

1. 5i“t” est une variable, h(t) est.h(t);
2. 5i“C” est une constante “ci”, N(t) est.CL;
3. 5i“t” est un terme de la forme “Fj(ty, ... t,))’, alors n(t) est. fjA(ﬁ(tl), e ,ﬁ(tu(j))).

Une interprétation détermine a quels objets se référent nos termes singuliers et quels objets sont
représentés par nos variables : C’est ainsi qu'une assignation de valeurs h et une structure A déterminent

la fonction h qui associe a tous nos termes singuliers et nos variables leurs désignations (dans une
structure et sous une assignation de valeurs).

Au lieu de dire que les phrases ouvertes ne sont ni vraies ni fausses mais vraies ou fausses de certains
objets, nous pouvons maintenant dire qu’elles sont vraies ou fausses sous une assignation de valeurs aux
variables dont elles contiennent des occurrences libres. Cette notion de vérité-sous-une-assignation-
de- valeurs est la notion clef de la sémantique de la logique des prédicats :

Définition 51 (Vérité sous un assignation de valeurs). Soit. L™ une langue de la logique des prédicats,
Aune structure pour L™ et. h : VOI(L™) — |A|une assignation de valeurs. Nous disons qu'une formule

2Ceci n’est pas tout a fait exact : il serait plus adéquat de dire qu’une assignation de valeurs nous permet de définir une notion
p p q q g p

générale, celle de la satisfaction, qui s’applique également aux phrases ouvertes et complétes et qui nous permet de définir la

vérité d’'une phrase compléte comme cas limite.

3Une fonction est une relation et donc un sous-ensemble du produit cartésien de son domaine et de son codomaine. Une
relation binaire qui relie des éléments d’un ensemble A et d’'un ensemble B est un sous-ensemble de A < B, c’est-a-dire un
ensemble de paires {[a@h, b1 [ 1ab, bo 1. .} telles que tous les a; sont des membres de A et tous les bj sont des membres de
B. Une telle relation est une fonction. si et seulement si le membre de A détermine uniquement le membre de B de son paire,
Cest-a-dire ssiay = a2 — by = by et ainsi de suite pour les autres paires. Comme le membre de B est détérminé sans univoque
par son correspondant dans A, on écrit “f(a;)” pour bj. Une fonction f : A — B avec domaine A et codomaine B est une
relation, c’est-a-dire un sous-ensemble de A < B qui satisfait cette condition supplémentaire.
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O de L™ est vraie sous lassignation de valeurs hou que lassignation de valeurs h satisfait la formule @
(abrége:“A &y, ©") si et seulement si une des conditions suivantes est remplie :

Sx Q@ a la méme forme que “t; [T et. h(t) =h(t)

S2 Oa la méme forme que “Ri(tl, Ceey t)\(i))” eL, R'ﬁ(ﬁ(tl), C ,ﬁ(t)\(i)))

S3 @ est de la forme [ et. AFE Y

S4 @ est de la forme [ I ] et. Ak, PWet AE, X

S5 Qest de la forme [ LI ] et. Ak, Woubien Ak, X

So6 Qest de la forme W - X[ et. AK, Woubien. Ak, X

S7 Qest de la forme I » X[ et. ALy, Wsi et seulement si Ak X
S8 @ est de la forme [TGH(P) T et, A |=h‘>;i' Y pour tous les a LIA|

So @ est de la forme IXI(Y) et, A |=h>;, Y pour au moins un.a CJA|

Nous ajoutons le signe de I'assignation de valeurs au signe de conséquence sémantique et écrivons
“k,,” pour indiquer qu’il ne s’agit pas, comme dans le cas de la logique propositionnelle, d’'une relation
entre un ensemble de phrases et une proposition, mais d’'une relation ternaire entre une structure, une
assignation de valeurs et une proposition.

Nous disons qu'une phrase ouverte est satisfaisable dans une structure s’il y a une assignation de va-
leurs qui la satisfait. Elle est satisfaisable sl y a une structure dans laquelle elle est satisfaisable. Un
ensemble de phrases 2 est satisfaisable si tous ses membres @ [>1le sont. Comme avant, dire que
> est satisfaisable revient a dire qu’il est logiquement possible que toutes les phrases dans > soient
vraies ensembles, qu’elles décrivent une possibilité logique : une possibilité logique, dans la logique
des prédicats, correspondra donc a une structure et une assignation de valeurs.

S1 et S2 disent que les phrases qui affirment une identité ou que certaines choses se trouvent dans
une certaine relation sont vraies sous une assignation de valeurs si et seulement si les choses dites
identiques sont réellement traitées comme étant identiques par cette assignation de valeurs et les
choses dont on dit qu’elles se trouvent dans une certaine relation R; se trouvent réellement dans cette
relation d’apres l'assignation de valeurs en question. En bref, elles disent que les phrases atomiques
sont vraies si elles représentent les choses comment elles sont d’apres I'assignation en question.

Les conditions 83 a S7 répétent les clauses que nous avons données pour la sémantique des connec-
teurs propositionnels, sauf qu’elles sont maintenant appliquées également a des connecteurs qui relient
des phrases ouvertes."

Les deux clauses pour les quantificateurs sont plus difficiles 4 comprendre. Elles utilisent une notion
que nous n’avons pas encore introduite, celle d'une “assignation variée a la place “X””. Ce que nous
voulons dire, en stipulant la condition S9, est qu'une formule quantifiée existentiellement soit vraie
dans A sous h si et seulement s’il y a un objet dans 'univers du discours dont est vraie la phrase ouverte
précédée par le quantificateur existentiel. Nous ne savons pas, cependant, si I'assignation h en question
assigne cet objet a 'occurrence libre de la variable dans la phrase ouverte. Nous avons donc besoin de
changer I'assignation en question, pour rendre str qu’elle assigne le bon objet.

Définition 52 (Assignations variées). Soit. L™ une langue de la logique des prédicats, A une structure
pour L*, h 1 VbI(L+) — [A| une assignation de valeurs et “X;” une variable de L. Nous définissons

4Comme nous les avons définis les connecteurs propositionnels, les connecteurs reliant des phrases ouvertes ne sont pas
des connecteurs propositionnels. Strictement parlant, il n’est donc pas vrai que les formules bien-formées de la logique propo-
sitionnelle sont aussi des formules bien-formées du calcul des prédicats. Nous aurions pu, cependant, définir les connecteurs
deés le début et pour des phrases complétes et pour des phrases ouvertes — dans la logique propositionnelle, nous n’aurions donc
traité que d’un de ces cas.
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-

o~ comme suit.:

lassignation variée a la place “X;” — appelée “h

L1

Xi I:hx- i8]
1 (Xj) = ( J) J

h .
a i

Il
N

EE

. estune fonction qui assigne a toutes les variables sauf “X;” le méme individu que leur assigne h et
assigne a a “X;” — c’est une modification locale de I'assignation h a la place “X;” qui la force d’assigner
aa“xp”.

S8 dit, en conséquence, qu'une formule universellement quantifiée est vraie sous une assignation de
valeurs si la phrase ouverte est et seulement si elle est vraie sous toute modification de cette assignation
et donc sous toute assignation d’un élément du domaine a la variable en question. Une quantification
universelle est vraie juste au cas ou la phrase ouverte gouvernée par le quantificateur universel est
satisfaite si 'on prend en compte toutes les valeurs possibles de ses variables. 89, de I'autre cété, dit
qu’une phrase existentielle est vraie sous une assignation de valeurs s’il y a et seulement s’il y a, dans
T'univers de discours en question, au moins un individu qui peut étre assigné comme valeur a la variable
ayant une occurrence libre dans la phrase ouverte en question.

10.3 Lanotion de validité

Nous avons vu que la définition de la notion de vérité sous un assignation de valeurs consiste en trois
parties :

I. une premiére partie qui, pour les formules atomiques de la forme “t; [Tl et “Ri(ty, ..., tyy)”,
dit qu’elles sont vraies si I'assignation en question attribue au termes les mémes désignations
(premier cas) et au signe de relation une relation qui obtient entre les désignations des termes
(deuxiéme cas) ;

2. une deuxiéme partie qui donne des définitions récursives pour les formules contenant des
connecteurs propositionnels ;

3. une troisieme partie qui traite des quantificateurs et utilise la notion d’une assignation de valeurs
variée a une place : une phrase universellement quantifiée est vraie sous une assignation si et
seulement si elle est vraie sous toute assignation variée a la place de la variable universellement
quantifiée ; une phrase existentiellement quantifiée est vraie sous une assignation si et seulement
si elle est vraie sous au moins une telle assignation variée.

Une formule est vraie sous une assignation de valeurs si et seulement si 'assignation des valeurs 2 ses
variables correspond a la maniére dont ces variables sont reliées dans la proposition. En examinant
les clauses St a S9, nous remarquons que leurs résultats pour certaines phrases ne dépendent pas de
Iassignation h en question. Si nous choisissons, par exemple, la phrase “[X{0 < X)” et nous I'évaluons
dans la structure des nombres naturels (et avec I'interprétation de “<” par la relation de n’étre pas plus
grand que), S8 nous donnera le résultat qu’elle est vraie sous toutes les assignations. La raison pour cela
est simple : il n’y a rien a assigner a cette proposition, puisqu’elle ne contient pas d’occurrence libre
d’une variable (la seule variable qu’elle contient, “X”, a une seule occurrence et celle-1a est gouvernée
par le quantificateur universel).

Cette observation se généralise : il est vrai de toutes les phrases que leurs valeurs de vérité ne dépendent
pas d’'une assignation de valeurs particuliere. Une phrase ne contient pas d’occurrence libre d’une
variable, donc il n’y a rien a assigner - si elle est vraie, elle est vraie sous toutes les assignations, si elle
est fausse, elle n’est vraie sous aucune. Nous obtenons ainsi la notion de vérité (ne s’appliquant qu’a
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des phrases complétes) comme cas limite de la notion de vérité-sous-une-assignation (qui s’applique
également a des phrases ouvertes) :

Définition 53 (Vérité dans une structure). Soit. L™ une langue de la logique des prédicats et. A une
structure pour L. Nous disons quune formule Q de. L™ est vraie dans la structure A si et seulement si @
est vraie sous toutes les assignations de valeurs pour L™ :

AEko : O pour tout.h : VBI(L™) - |A] : A, ¢

Si @ est vraie dans une structure A, nous appelons A un “modéle” de .

Cette définition de vérité-dans-une-structure comme vérité-sous-toutes-les-assignations est essentiel-
lement celle de Tarski (1933).

La notion de vérité-dans-une-structure est une généralisation de la notion ordinaire de vérité, qui
traite le monde actuel comme seule structure digne d’intérét. En logique, nous ne nous intéressons
pas a ce qui est vrai ou faux dans une structure particuliére : nous nous intéressons a ce qui est vrai
dans toutes les structures (aux tautologies) et aux relations qu’il y a entre les vérités dans différentes
structures (aux relations de conséquence sémantique).

Pour arriver a une notion de vérité logique, nous devons donc généraliser sur toutes les structures :

Définition 54 (Validité). Soit. L™ une langue de la logique des prédicats. Nous disons qu'une formule @
de L™ est valide ou quelle est une vérité logique (de la logique des prédicats) si et seulement si @ est.
vraie dans toutes les structures pour L™ :

Fo s O pour tout. A . AEQ

De cette notion de validité, nous obtenons une notion de conséquence sémantique :

Définition 55 (Conséquence sémantique). Soit.L™ une langue de la logique des prédicats. Nous appelons
une formule Qune conséquence sémantique d'un ensemble de formules si et seulement siQ est vrai dans toutes
les structures ot toutes ces formules sont vraies :

ko » O pour tout. A - si A | ) pour toutes les formules ) [ alors A E @

Cette définition de validité nous permet de compter comme valide ou logiquement vraies des phrases
qui ne sont pas des tautologies de la logique propositionnelle. Prenons par exemple la phrase ouverte
suivante :

Interprétée dans une certaine structure, (1) dit, par exemple, que si la valeur de la variable “X” est la
méme que la valeur de la variable “y”, alors si X aime Marie, alors y aime Marie. La vérité de (1) ne
dépend pas de la valeur des variable “X” et donc de I'assignation de valeurs en question — quelle que
soit I'assignation particuliére, si elle assigne le méme individu a ces deux variables, alors 'amour de
Marie ne distinguera pas leurs référents. Nous voyons également que la vérité de (1) ne dépend pas
non plus de l'interprétation particuliere de “R”, ni de celle de “b” — si nous I'interprétons comme “si les
valeurs de “X” et de “y” sont les mémes, alors si un des deux dépend de Dieu, alors I'autre en dépend
également”, elle est également vraie. La phrase (1) est donc vraie dans toutes les structures, et sous
toutes les assignations, donc logiquement vraie ou valide.
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Qu’est-ce qui change si nous préfixons (1) de deux quantificateurs universels qui lient les variables “x”
et “y” qui ont des occurrences libres dans (1) ?

() IXIyI(x 3 - (Rxb — Ryb))

Nous avons déja vu que la validité d’une phrase ne dépend jamais d’une assignation de valeurs. Nous
appelons ‘“c/6ture universelle” d'une formule ¢ la formule obtenue en adjoignant a ¢ des quantifica-
teurs universels correspondant a chaque variable dont @ contient une occurrence libre. La validité ne
distingue pas entre une formule et sa cloture universelle :

Théoreme 56. Une formule est valide si et seulement si sa cloture universelle est valide.

Preuve Soit A une structure arbitraire. @ est valide si et seulement si @ est vraie dans A sous toutes
les assignations de valeurs possibles. Etant donné 88, cette condition est nécessaire et suffisante pour
la vérité, dans A, de la cloture universelle de @. 1

Nous voyons donc que (1) sera valide si et seulement si sa cloture universelle (2) est également valide.
Ce théoréme nous apprend que nous pouvons nous limiter a la considération de phrases pour décider
des questions de validité.

Nous avons comme exemple d’une équivalence sémantique (conséquence sémantique réciproque) le
Xn 7 :

«

suivant : Soit ¢ une formule contenant N occurrences libres de variables différentes “X;”, ...

3 Ako O OAEMXKXE... X ()1

Il est a remarquer que cette équivalence est vraie seulement au niveau de la validité : si @ est valide,
C’est-a-dire vraie dans toutes les structures et sous toutes les assignations de valeurs, alors sa cléture
universelle I'est aussi, et vice versa. Au niveau d’une structure et d’'une assignation particuliere, une
formule et sa cléture universelle peuvent trés bien différer. Soit A, par exemple, une structure dont
I'univers de discours sont tous les animaux et “P X” est interprété par 'ensemble de tous les pingouins.
Sous une assignation particuliére — une assignation qui assigne un pingouin a “x”,“P X” sera vraie. Mais
ceci ne veut pas dire que tous les animaux sont des pingouins, ni que, sous cette assignation,“ [X{P X)”
sera également vraie.

10.4 Lalogique des prédicats unaires

A part des équivalences sémantiques du type de (3) nous avons également affaire a un autre type
d’équivalences — plus fortes, parce qu’il ne s’agit non seulement des équivalences entre la vérité des
formules dans une structure, mais d’équivalences reliant la satisfaction. de quelques formules dans des
structures par des assignations de valeurs. Un exemple d’une telle équivalence est 'interdéfinissabilité
des quantificateurs que nous avons déja rencontrée dans la lecon 8 :

Théoreme 57. Soit.Qune formule, An‘importe quelle structure pour la logique des prédicats et.hn'importe
quelle assignation de valeurs aux variables de L™ :

Ak, DX(p()) ] T A b, EIKH(@(X) ]
Ak, OX(E()) ] [T A b, EIKH(@(X) ]

D’autres équivalences définitionnelles de ce dernier type, appelées “régles de passage” par Quine (1950:
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142-148), nous disent sous quelles conditions nous pouvons “entrer” et “sortir” des quantificateurs :

Théoreme 58. Soit. ¢ une formule et. ) une formule dans laquelle la variable “X” na pas d'occurrence
libre. Si A est nimporte quelle structure pour la logique des prédicats et.h nimporte quelle assignation de
valeurs aux variables de. L™, nous avons les équivalences suivantes :

Ak, ke LW AL, OXe) L@
Ak, Oxe LWL 1AL, Ox{e) L@
Ak, ke LW [T AL, [IXe) LR
Ak, Oxe LW T AL, [IXe) LR
Ak, IXQW - o)1 L ITAE, - X{e)]
Ak, IXQ - )L L ITAE, [ - X)L
Ak, IXle -~ W) [ TTAE, X)) - L]
Ak, X -~ )1 T ITA K, OIX{(e) ~ L]

PreUVE Des quatre premieres équivalences, nous ne prouvons que la premiére : on en obtient la
deuxiéme par l'interdéfinissabilité de [IX(@) [ dt [(=xH(p)[Cdt la troisieme et la quatrieme par
P'interdéfinissabilité des connecteurs.

Soit A une structure arbitraire et h une assignation de valeurs. Si [IX{¢@ [l Cdst vraie dans cette
structure et sous cette assignation, [@ILIT ekt vraie sous toute assignation variée a la place “X”. Si c’est
le premier disjoint @ qui est vrai, rien ne se change dans [$i c’est le deuxiéme disjoint

) )
une assignation variée a la place “X” sera juste une assignation ordinaire, puisque la variable “X” n’a pas
d’occurrence libre dans Y. En conséquence [skra également vraie sous cette assignation.

)

La converse est prouvée de maniére similaire.

La cinquiéme et la sixiéme équivalence sont obtenues de la premiére et la deuxiéme par 'équivalence

entre [l - @ ek [l =l L]

Pour la septiéme équivalence, notons que [IX{¢ — ) Cekt équivalente a [TX{—~¢ ) Cek donc, par
la premiére équivalence, a [IX{—¢) I Par 'interdéfinissabilité des quantificateurs, les formules de
cette derniére forme sont équivalentes a [=IX(@) UL, dont nous obtenons [IX{p) - YL

Pour la huitieme équivalence, nous transformons [IX{¢ — ) Cen [OTX{—¢ ) [ én [OTK{—¢) QL]
en [HIX{@) [CQICek puis en [TK{p) — YL 1

Les quatre premiéres équivalences nous permettent de faire entrer et de sortir des conjoints et des
disjoints de la portée d’'un quantificateur s’ils ne contiennent pas de variable qui est liée par celui-ci.
La cinquiéme et sixieme équivalence nous permettent de faire la méme chose avec les antécédents
des implications. La septiéme et la huitiéme, par contraire, nous montrent que les antécédents des
implications sont implicitement niées et qu’il faut par conséquent changer le quantificateur en ques-
tion en son quantificateur dual si on veut distribuer un quantificateur a travers une implication dont
il quantifie 'antécédent.

Pris ensemble, ces dix équivalences nous permettent de réduire toute formule ne contenant que
des prédicats unaires a une forme purifiée (ou la portée de chaque quantificateur est minimale) et
d’appliquer une procédure mécanique pour établir si oui ou non la formule en question est valide
Quine (cf. 1950: 121-128) :

Théoréme 59 (Lowenheim 1915)). La logique des prédicats unaires est décidable.
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Les équivalences prouvées nous montrent comment nous pouvons faire entrer et sortir des quantifica-
teurs a travers des connecteurs s7 une des formules ne contient pas doccurrence libre de la variable qui est.
quantifiée par le quantificateur correspondant.™ La qualification est important : si nous avons affaire a
un prédicat binaire dont les deux places argumentales sont gouvernées par différents quantificateurs,
nous ne pouvons pas recourir a ces équivalences. I1 n’aura, par exemple, aucune maniére de transformer

“IXIFX » ¥(RxY))” en “IX{FX) - [¥(Rxy)”.

Ceci nous oblige d’accepter, pour des relations binaires, des quantifications ‘mixtes’ (contenant une
alternation de quantificateurs universels et existentiels) que nous ne pourrons pas distribuer sur les
parties de la phrase ouverte complexe qu’elles gouvernent. Il est important a noter, cependant, que
ce cas n'arrivera pas avec des prédicats unaires : dans la logique des prédicats unaires, toute formule
peut étre transformée (préservant la satisfaction par une assignation) en une forme en forme prénex,
ou toutes les quantificateurs se trouvent au début de la formule, et toutes les quantifications peuvent
également étre transformées en une forme purifiée , ou la portée de chaque quantificateur ne comprend
que des formules atomiques dans lesquelles la variable quantifiée a une occurrence libre.

Nous pouvons nous demander alors quel en serait le résultat si nous nous limiterions a des prédicats
unaires : Le changement serait dramatique : la logique des prédicats, incluant des signes de relations
(binaire), est indécidable (ce que nous verrons dans la lecon 12) ; la logique des prédicats unaires, par

contre, est décidable et permet un test de validité simple et efficace.'

Nous notons d’abord que, grice a I'équivalence sémantique de toute formule avec sa cloture univer
selle, le probléme de trouver une procédure de décision peut se limiter aux phrases, formules qui
ne contiennent pas d’occurrence libre de variables. Nous pouvons maintenant appliquer, 4 n'importe
quelle phrase @ de L™ ne contenant que des prédicats unaires, les régles suivantes pour déterminer si
elle est valide.

1. Si @ ne contient pas de quantificateurs (et est alors appelée “booléen”), alors @ est valide si
et seulement si la configuration de ces prédicats correspond a une tautologie propositionnelle
(remplagant “F X” par “p”,“GX” par “q” etc.).”?

2. Si @ est (OIX(Y) Cpour une phrase booléenne Y, alors @ est valide si et seulement si | est valide
d’aprés ().

3. Si @ est [SIIX(Y) CPour une phrase booléenne Y, alors @ est valide si et seulement si | est
inconsistante d’apres (1).

4. Si @ est une disjonction de phrases de la forme [SIIX{;) Cpour des phrases booléennes Yj, alors
@ est valide si au moins un de ces disjoints est valide d’apres (3).

5. Si @ est I'implication d’'une phrase du type (2) par une ou plusieurs phrases du type (2), alors @
est valide si et seulement si une des phrases de son antécédent implique, dans le sens de (1), la
phrase qui est son conséquent.

6. Si @ est une conjonction de phrases du type (2) a (5), alors @ est valide si et seulement si chacun
de ces conjoints est valide d’apres (2) a (5).

La condition (1), en effet, réduit le probléme de déterminer la validité d'une phrase contenant des oc-
currences libres d’une seule variable et ne contenant aucun quantificateur au probléme correspondant

5Ceci n'est pas vrai de toutes les équivalences notées. La deuxieéme et la troisieéme sont valides peut importe si oui non
U contient des occurrences libres de la variable “X”. Les formules “[X{FX [CGAx) - (IX({FXx) CIK{GX))” et “(X{Fx) 1
[X({Gx)) - [X{Fx [CGIX)”, par contre, ne sont pas valides.

Dans la présentation de la procédure de décision pour la logique des prédicats unaires, je suis Quine (1950: 121-128).

7“Fx X" et “(Fx X) — GX”, par exemple, sont valides pour cette raison. S'il y a une interprétation propositionnelle
qui rend vraie la formule propositionnelle correspondante, alors il y aura, dans toute structure (qui, d’aprés nos définitions,
contiendra au moins un objet) une assignation de valeurs qui rend vraie la phrase ouverte. S’il 0y a, par contre, pas d’interprétation
propositionnelle, il y aura une interprétation qui rend la phrase ouverte faux de cet objet.
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de la logique propositionnelle.

Il nous reste a voir que toutes les phrases de la logique des prédicats unaires tombe sous une des catégo-
ries mentionnées. Utilisant le fait que toute phrase de la logique des prédicats unaires est équivalente
a une en forme prénex, nous montrons comme suit que notre test détermine la validité de n’importe
quelle phrase.

Soit @ une phrase arbitraire ne contenant que des prédicats unaires :

1. Si @ contient des quantificateurs universels ou des négations de quantificateurs universels, nous
appliquons les lois d’interdéfinissabilité des quantificateurs pour les changer en des quantifica-
teurs existentiels.

2. Nous transformons le résultat de (1) dans une forme normale conjonctive, a savoir une conjonc-
tion de disjonctions. D’apres (6), le teste de validité sera appliqué aux conjoints individuellement.

3. Toute disjonction qui apparar’t dans la formule sera une disjonctions de phrases du type (2) ou
(3). Puisque le quantificateur existentiel distribue sur les disjonctions, toute disjonction sera une
disjonction d’au plus une phrase du type (2) et de quelques (peut-étre plusieurs) disjonctions du
type (3). Il ne reste que quatre cas possible :

@ Si@ n’est qu'une seule phrase du type (3), elle tombe sous (3).
(i) Si @ est une disjonction de plusieurs phrases du type (3), elle tombe sous (4).
(ii)) Si @ ne contient qu'une seule phrase du type (2), elle tombe sous (2).
(iv) Si @ contient plusieurs phrases du type (3) et une seule phrase du type (2), elle tombe sous
(5), puisque “=p; [=p, 1. [=b, [qlest équivalent a “(p; [pd 1. [pd) - q”.

Nous voyons donc que notre test de validité s’applique a toutes les phrases de la logique des prédicats
unaires et pouvons énoncer le théoréme suivant, découvert par Léwenheim (1915) :

Théoréeme 60. La logique des prédicats unaires est décidable.

PreuvE Nous venons d’esquisser une procédure de décision, applicable a n’importe quelle formule de
L™ L1

10.5 Les substitutions

La notion d’assignation de valeurs variée a la place “X;” (cf. p. 179) nous permet de dire quand une
assignation de valeurs satisfait une phrase universellement ou existentiellement quantifiée. Imitant
la procédure de substitution pour la logique propositionnelle (cf. p. 119), nous pouvons définir des
notions analogues en syntaxe : la substitution d’'un terme par un autre terme dans un terme ou une
formule.

Définition 61 (Substitutions dans des termes). S7 “S” et “t” sont des termes et “Xi” une variable, nous
définissons un nouveau terme, que nous appelons la substitution de “Xi” par ‘V” dans “S”” ou ““s(X;i/t)””, de
maniére récursive comme SuitL.:

Si“S” est la méme variable que “Xi”, alors “S(Xi/t)” est “U.

S7S” est une variable autre que “X;i”, alors “S(X;i/t)” est “S”.

Si“S” est une constante, alors “S(Xi/t)” est “S”.

Si “s” est un terme pour une valeur de fonction “Tj(ty, ..., tyy)” pour des termes “t1”, ..., “t,y”,
alors “s(Xi/t)” est “Fj (ta(Xi/1), ..., by (Xi/1))”

A

En bref, toute occurrence de “X;” dans “s” est remplacée par “t”. Nous pouvons maintenant définir ce
qu’est la substitution d’'un terme par un autre dans une formule :
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Définition 62 (Substitutions dans des formules). SiQest une formulet” un terme et “Xi” une variable,
nous définissons une nouvelle formule, que nous appelons ‘le résultat de la substitution de “Xi” pour “t” dans
O ou “LQUXi/t) W une maniére récursive comme suit.:

1. Si@est “ty Tl pour deux termes “t1” et “t2”, alors [Q(X;/t) Cedt “t1(Xi/t) [CE2AXi/1)”.

2. Si@est “Ri(ty,... thqy)” pour un signe de relation “R;” et des termes “t1”, ... “Uyiy”, alors [Q(x;/t) [
est “Ri(tl(Xi/t), v t)\(i)(Xi/t))”.

3. SiQest. Cpbur une formule P, alors [Q(X;/t) Cedt. [SWP(X;/t) [

4. St @est, I ALY CXICTQ - X Cabe [ « X Cpour des formules ) et. X, alors [Q(Xx;/t) Cebt.
(/1) Oxi/t) LIR(xi/t) TXIXi/t) CIQ(x /1) - X(Xi/t) Lok [Q(Xi/t) « X(Xi/t) Crbspec-

tivement.
5. S @est. (G (Q) Cake OG () Cpbur une formule ) et une variable “X;”, alors
[lxi/t) (o (Equl.IJ(Xi/t)l:] : %j [lxi/t) (= (EquJ(xi/t)lj : %j

En bref, nous remplagons toute occurrence libre de la variable “X;” par le terme “t”. Si “X;” n’a aucune
occurrence libre dans @, [Q(X;/t) Cekt la méme formule que @. Si nous pouvons étre assurés grice au
contexte que ¢ contient au moins une occurrence libre de “X”, nous écrivons [@(a) Cpour [Q{x/a) =]
[@la) Cekt T'application. du prédicat [Q(X) [dla.

En substituant des termes pour des variables a leurs occurrences libres, nous devons faire attention a
ne pas lier une variable qui ne I'était pas initialement. Soit @ la formule “[X{x ICY)". Si une structure
a un domaine contenant plus qu'un seul individu, il y aura toujours une assignation de valeurs a “y”
qui satisfait cette phrase ouverte. Si nous substituons une autre variable “z” pour “y” dans @, nous
obtenons “[X{z Iy)”, formule qui est également satisfaisable dans toutes les structures a plus d’'un
individu — [Q{y/z) Csbra vrai si et seulement si @ I'est également.

En substituant “y” par “X” nous obtenons un autre résultat : la formule “ [X{X IIX)” est une phrase com-
pléte et qui n’est vraie dans aucune structure. Le diagnostic de ce changement est que 'occurrence de
la variable “y”, libre dans @, a été liée dans [@{y/X) [(Hun simple changement “términologique’ a réduit
le nombre total d’occurrences libres de variables. Nous devons exclure ce cas pour les substitutions
admissibles.

Nous disons alors que la variable “X” dans @ n’était pas /zbre pour “y” et adoptons la définition suivante :

Définition 63 (Substitutions admissibles). Soit.Q une formule,“t” un terme et “X;” une variable. Nous
disons que “t est libre pour “X;” dans @ si l'une des possibilités survantes est le cas :

I. Qest une formule atomique ;

2. Qest. Cet “t” est libre pour “Xi” dans | ;

3. @est. O XL CXL T — X Coke O X Cabur des formules b et. X et “t” est libre pour “Xi” dans
W et dans X;

4. Qest. (V) Coke (IXF(P) Cet “X;” niz pas doccurrence libre dans .

5. @est. LK (Q) Coke T (W) L7IX; 7 iz pas doccurrence dans “t” et ‘X est libre pour “X;” dans .

Cette définition nous apprend qu’un terme “t” est libre pour une variable “X;” dans une formule ¢ s’il
n’y a pas de variable “X;” dans “t” et aucun quantificateur “[Xj” dans @ tel qu'une occurrence libre de
“X;i” est dans la portée de “[Xj”. Reprenons le cas de deux variables, ou la substitution de “y” par “X”
n’étais pas admissible. “X” n’est pas libre pour “y” dans “[X{x [Iy)” parce que ni la quatrieme ni la
cinquiéme possibilité est réalisée : “y” a une occurrence libre dans “x MY (ce qui exclut la quatrieme)
et “X” (= “Xj”) a une occurrence dans “X” (= “t”).
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Intuitivement, un terme n’est pas libre pour une variable dans une formule si une éventuelle sub-
stitution du terme pour la variable réduisait le nombre total d’occurrences libres de variables dans la
formule. Notre définition formalise cette intuition en définissant les formules dans lesquelles un terme
est libre pour une variable : toute formule atomique a cette propriété (condition (1)), cette propriété
est préservée sous les connecteurs propositionnels (conditions (2) et (3)) et n’est perdue par une quan-
tification que si cette derniére lie une variable déja contenu dans le terme. Nous verrons plus tard que
les regles d’inférence de spécialisation universelle (SE) et de généralisation existentielle (GE) ne sont
applicables qu’a des termes libres pour les variables que nous substituons par eux.

10.6 Un calcul axiomatique pour lalogique des prédicats

Meéme si la syntaxe de leurs deux langues L et L™ est différente, la logique propositionnelle est dans
un certain sens contenue dans la logique des prédicats. Cela veut dire que nous pouvons, de maniére
absolument analogue a ce que nous avons fait dans la lecon § (cf. pp. 80 et suivants), définir des
interprétations, maintenant appelées interprétations propositionnelles, pour des formules de la logique des
prédicats. Nous pouvons alors appeler tautologie propositionnelle toute formule de L™ que 'on obtient
en substituant aux phrases simples d’une tautologie de la logique propositionnelle des formules de la
logique des prédicats. Une définition plus rigoureuse est la suivante :

» @ » “«

Définition 64. Soit.Qune tautologic d'une langue L pour la logique propositionnelle et “P1”,“P2”,... “Pn
toutes les phrases simples contenues dans ¢. Une tautologie propositionnelle d’une langue L™ de la logique
propositionnelle est une formule [QUO1/DP1, 02/ P2, ..., 0n/Pn) Cgue lon obtient en substituant a “p1”,
“p2”,...“pn” wimporte quelles formules “01”,“012” ..., “On” bien-formées de L.

»

I1 est facile de montrer qu’une tautologie propositionnelle d’une langue L™ est valide dans la logique
des prédicats.

Le calcul axiomatique que nous allons donner pour axiomatiser les formules valides de la logique des
prédicats consiste en des axiomes de trois types. Pour que nos axiomes soient valides (et donc que le
calcul soit correct), il est nécessaire qu'ils soient vrais dans toutes les structures. Par conséquent, leur
vérité ne peut pas dépendre d’une interprétation particuliére des symboles non-logiques. Le premier
type d’axiomes regroupe les formules dont la vérité ne dépend que des connecteurs; le deuxieme,
celles qui sont vraies en vertu de la relation d’identité “ [, dt le troisiéme les formules qui sont vraies
grice aux quantificateurs qu’elles contiennent.

Définition 65 (HC™). Les axiomes du calcul HC™ consistent en toutes les formules de L™ suivantes :
TP toutes les tautologies propositionnelles ;

» «

ID les formules ayant la forme de lun des axiomes d'identité suivants (pour des variables “X”,"y” 2", “W”,

{‘X]—”’ {{XZ,,’ . {{XA(i)”’ ((yl”’ {fyz”’ e ((yA(i))J’ {{Zl’; (fzz’l’ e ‘{Zu(—i)’i ({W]-J” {{W2’)’ . {{Wu(j)l! et tous [es i Elj
ity
ID, x [x1 réflexivité
ID, y [zl (y Cwl- z W) confluence

ID3 (x1 Oy L0 XYy Ey) - (RiX1, -0 Xaq@iy) = RilYe, ... Yaa)))  indiscernabilité
ID4 (za Ow] L [CZ)Gy DwWhgy) - Fj(za, .- -0 2ay) CEH WL, ..., Wyy)  fonctionnalité
QU /les formules ¢ qui ont la forme de la phrase suivante,ou ) est une formule et “t” un terme libre pour
“X” dans ) :
Qu X)) - Y(x/t) instanciation.
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HC™ @ deux régles d'inférences :

MP [z premicre régle d'inférences de HC™ est modus ponens MP :

0, I@" lIJD
Y

T la deuxieme régle d'inférences de HC™ est appelée “généralisation” ou “I”]

¢-u
¢ - XW)

51 “X” na pas doccurrence libre dans ¢

Les deux premiers axiomes d’identité, ID_ et ID,, impliquent que la relation désignée par “ (dlans
toutes les structures) est une relation d’équivalence, c’est-a-dire une relation réflexive, transitive et
symétrique.”® Le principe d’indiscernabilité des identiques est parfois appelé “loi de Leibniz”!? Le
principe de fonctionnalité nous assure que nos signes de fonctions désignent réellement des fonc-
tions, c’est-a-dire que leurs valeurs sont uniquement déterminées par leurs arguments.*® ID, et ID,
ensemble nous permettent de substituer des variables qui sont assignées au méme objet dans des
formules atomiques.

Puisque les variables et les signes de relations et de fonctions dans ID, a ID, ne sont pas spécifiées,
il s’agit de schémas d’axiomes, schémas qui déterminent chacun une infinité d’axiomes : ID_, par
exemple, nous donne un axiome pour chaque variable dans notre langue et ID, pour chaque variable
dans notre langue et pour chaque signe de relation.

Qu nous dit que nous pouvons toujours instancier une variable universellement quantifiée par un
terme. Pour voir pourquoi la restriction aux termes libres pour la variable est nécessaire, considérons
la formule “[y{y IIX)” — dans cette formule, “y” n’est pas libre pour “X”. Nous ne pouvons donc pas
dériver de Qu que la phrase suivante est un axiome :

(p  Iyly Ix) - Oyly @y)

I1 est avantageux que (4) ne soit pas un axiome, car (4) n’est pas valide : il existe des structures contenant
plus de deux éléments (ot 'antécédent est donc vrai), mais qui ne contiennent pas d’individus qui
manquent d’étre identique 4 eux-mémes (aucune structure ne contient de tels élément, sinon le premier
axiome d’identité ne serait pas valide).

La validité de Qu dépend du fait qu'une formule de la logique des prédicats est valide si et seule-
ment si sa cloture universelle I'est aussi. Qu nous donne trois autres régles d’inférences dérivées, qui
peuvent aussi étre démontrées comme valides. Prises ensemble, il s’agit des régles d’inférences pour
Iintroduction et I'élimination des quantificateurs que nous utiliserons pour la déduction naturelle :

GU généralisation universelle :

¢
[Tk{g) [

si “X” n’'a pas d’occurrence libre avant I'application de cette regle

La symétrie s’ensuit de la confluence et en échangeant “y” pour “z” ; la réflexivité nous assure de 'antécédent. La transitivité
s’ensuit de la confluence et de la symétrie, en remplagant “y” par “z” et “z” par “y” — la symétrie nous permet alors de changer
“z” et “y” dans 'antécédent.

9Sa converse, beaucoup plus controversée en métaphysique, est le principe de I'identité des indiscernables nous permettant
d’identifier tout ce qui ne peut pas étre distingué.

20Comme on I'a vu dans la legon 2, cela veut dire que 'argument d’une fonction détermine sa valeur. Mathématiquement, une
fonction qui relie deux ensembles, ¥ : A — B, est une relation (un ensemble de paires dont le premier membre appartient &
A et le deuxieme 2 B ({[@ b a CAI ChTBY), qui est telle que le choix de a détermine celui de b : il nest pas le cas qu'on a
@, b8t [@ b™ pour deux b5b™ I Bldifférents : (F(a) = b”F{a) = b™Ty - b= bT
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SU

GE

SE

spécialisation universelle :

[IX{o) L]
[Q(x/t) (]

si “t” est libre pour “X” dans @

généralisation existentielle :

x/t) ]
Leb/nt si “t” est libre pour “X” dans @
[Tk{e) L]
spécialisation existentielle :
(o) 1
W}%g si “X” n'a pas d’occurrence libre avant I'application de cette régle

Nous reviendrons sur ces régles d’inférences en relation avec la méthode de la déduction naturelle
pour la logique des prédicats.

Points a retenir

IO.

Lalphabet d’une langue pour la logique des prédicats contient des connecteurs, le signe d’identité,
des variables, des quantificateurs, des signes de relations, des signes de fonctions et des constantes
individuelles. Les trois derniéres catégories composent les signes non-logiques du langage.

Les quantificateurs de la logique des prédicats sont de la méme catégorie syntaxique que les
prédicats de deuxiéme ordre.

Une variable a une occurrence libre dans une formule si elle ne se trouve pas partout dans la
portée d’un quantificateur correspondant.

Une structure pour un langage de la logique des prédicats consiste d’'un univers de discours et
d’une interprétation de ses signes non-logiques.

Une interprétation d’une constante lui assigne un élément de I'univers de discours ; I'interprétation
d’un signe de relation lui assigne une relation dans cet univers ; et 'interprétation d’un signe de
fonction lui assigne une fonction qui prend ses arguments et ses valeurs dans cet univers de
discours.

Une assignation de valeurs dans une structure assigne a toute variable de la langue un élément
de I'univers de discours.

La notion clef de la sémantique de la logique des prédicats est celle de la satisfaction d’une phrase
ouverte par une assignation de valeurs dans une structure. La phrase ouverte est alors appelée
‘vraie sous cette assignation’ (dans cette structure).

Une formule est vraie dans une structure si elle est et seulement si elle est vraie sous toutes les
assignations de valeurs dans cette structure. Une telle structure est appelée un ‘modele’ de la
formule. Une formule est valide si et seulement si elle est vraie dans toutes les structures.

La substitution d’un terme pour une variable dans une formule substitue ce terme a toute occur-
rence de la variable dans la formule. Pour qu’une telle substitution compte comme instanciation,
il faut que le terme soit libre pour la variable dans la formule, c’est-a-dire qu’il ne contient pas
de variable qui devient liée par la substitution.

Lordre des quantificateur est important : “ [yIX}(RXy)” implique formellement “ XTIy {Rxy)”,
mais la converse est fausse.






Chapitre 11

La méthode des arbres

11.I Les phrases quantifiées

Nous avons remarqué que, étant donné un univers de discours, une quantification universelle est vraie
si la phrase ouverte gouvernée par le quantificateur universel est vraie de tous les objets dans cet
univers de discours. Nous avons également dit qu'une phrase ouverte conjonctive est vraie d’un objet
si cet objet et seulement si cet objet satisfait les deux phrases ouvertes qui forment la conjonction. Une
phrase qui est gouvernée par un quantificateur existentiel, par contre, dit qu’au moins un objet dans
I'univers de discours satisfait la phrase ouverte. Une disjonction de phrases ouvertes est également
satisfaite si un objet de I'univers de discours satisfait au moins un de ses disjoints. Nous sommes ainsi
amenés a 'observation suivante :

Théoreme 66. Soit. Aune structure dont l'univers de discours|A| = {a1,ay, ..., an}est fini et. [Q(X) ]
une formule qui contient une occurrence libre de la variable “X”. Nous avons les équivalences sémantiques
survantes :

Oe(x)) 1 11 [elar) Colaz) ). Cofan)
e(x)) 1 11 [gla;) Colaz) o). Cofan)

N ey 9 i

o “a1”,“ay”, ..., ‘an” somt des constantes individuelles désignant tous les membres de |A.
PreUVE Le théoréme s’ensuit de nos conditions de vérité 83 et 88 pour qu'une formule soit vraie dans
une structure. 1

Une quantification universelle sur un domaine fini est équivalente 4 une conjonction, une quantifica-
tion existentielle sur un tel domaine est équivalente a une disjonction. La restriction aux univers de
discours finis est importante parce que notre langage ne considére pas des conjonctions ou disjonctions
“infinies” comme bien-formées.

Ne considérant que des structures avec des domaines finis, la définissabilité est mutuelle : une conjonc-
tion est vraie si tous et seulement si tous ses conjoints sont vrais ; une disjonction est vraie si au moins
un et seulement si au moins un de ses disjoints est vrai. Si nous appelons une #nstanciation. d’'une
phrase (universellement ou existentiellement) quantifiée toute formule qui résulte de la phrase ou-
verte en remplagant la variable gouvernée par le quantificateur par une constante individuelle, nous
pouvons constater :
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F1o0 Si une quantification universelle [TX{@(X)) Cdst vraie, alors toutes ses instanciations [@{a)[]
pour une constante individuelle “a”, sont vraies.

F1x Siune quantification universelle [IX{¢@(X)) Cebt fausse, alors au moins une instanciation [(Q{a)[]
est fausse.

F12 Siune quantification existentielle [IX{@(X)) Cebt vraie, alors au moins une instanciation [(Q{a)[]
est vraie.

F13 Si une quantification existentielle [TX{@(X)) Cdst fausse, alors toutes ses instanciations [(@{a)[]
sont fausses.

Comme nous I'avons fait pour la logique propositionnelle, nous utiliserons ces faits pour construire des
arbres testant la consistance d’'une certaine phrase ou d’un certain ensemble de phrases appartenant
au langage de la logique des prédicats.

11.2 Laméthode des arbres pour lalogique des prédicats

Dans la lecon 5 (cf. pp. 95 et suivants), nous avons rencontré une méthode graphique et intuitive pour
tester la consistance d’un ensemble de phrases. Les régles de construction d’arbres nous ont permis,
pour n'importe quelle formule propositionnelle, de construire un arbre qui ou bien nous montre
qu’il n’y a aucune interprétation qui rend vraie toutes les phrases initiales ou bien nous donne un
modele, c’est-a-dire une interprétation sous laquelle elles sont toutes vraies. Rappelons ces regles de
construction d’arbres :

[=ho ]
¢
L@l L] =(e O]
mnn
.
0 = B
o ] S
[l L1 = g ]
nnn
101
= St
0] 0 =l ]
@- g = (O Y
0

e
[
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@ Y =L « g) ]
111 111
1 1
= o = o
0] [=ip ] [=ip ]
p (=l =T g

En analogie avec les régles de construction d’arbres pour la conjonction et la disjonction, nous adop-
tons, motivés par F1o0, la régle suivante pour les phrases universellement quantifiées :

(o (x)) L

[@a;) ]

[@{az) 1 pour toutes les constantes “@j” apparaissant sur cette branche

[plaz) ]

La vérité d’'une quantification universelle nous commet a la vérité de toutes ses instanciations. Il est
important que le quantificateur universel soit instancié pour toutes les constantes qui apparaissent
sur la branche, y inclus les constantes qui n’apparaissent seulement plus tard. La raison pour ceci est
qu’une branche qui ne se ferme pas est censée représenter un modéle pour la formule en question —
C’est pourquoi la méthode des arbres est une méthode pour tester la consistance d’une formule ou
d’un ensemble de formules. Or, nous n’avons pas de garantie d’avoir décrit un modele pour la formule
universellement quantifiée en question avant que nous I'avons instanciée pour toutes les constantes
que nous utilisons pour décrire le modéle en question. Si nous introduisons une nouvelle constante
apres avoir appliqué la régle du quantificateur universel, par exemple par une application de la régle
pour le quantificateur existentiel que l'on discutera apres, nous devons revenir en arriére et faire
Iinstanciation correspondante.

Comme le montre F12, une quantification existentielle nous donne le droit de choisir 'élément de
I'univers de discours qui instancie la phrase ouverte existentiellement quantifiée. Nous pouvons donc
adopter comme régle de construction d’arbres la suivante :

[TX{o(x)) L]

[

i
[pla) 1 [@la) 1 ... [q(b) [

pour toutes les constantes “@;” de la branche et une nouvelle constante “b”

Si notre branche contient deux constantes individuelles, par exemple, cet regle nous dit d’ouvrir trois
nouvelles branches.

Nous instancions la quantification existentielle avec toutes les constantes apparaissant sur la branche :
si nous omettions une, nous ne pourrions pas conclure I'insatisfaisabilité de la phrase ouverte existen-
tiellement quantifiée du fait que toutes les branches se ferment — au moins une possibilité n’aurait pas
été considérée. Nous avons également besoin d’'une nouvelle constante (“nouvelle” dans le sens qu'elle
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napparai”t nulle part sur la branche avant 'application de la régle) pour ne pas devoir conclure que les
trois phrases “Pa”, “Pb” et “Pc” soient inconsistantes avec “[X+P X” — le fait que tous les éléments
considérés de I'univers de discours étaient P ne veut pas dire qu’il n’y ait aucun qui n’est pas P !

Etant donné l'interdéfinissabilité des connecteurs, F1x et F13, les régles de construction d’arbres
pour les négations de phrases quantifiées s’ensuivent de ceux pour les quantificateurs opposés. Pour la
négation d’un quantificateur universel, nous avons :

EIX{e(x)) I

[

=
Ep(a) I EhE) ] .. SO

pour toutes les constantes “a;” de la branche et une nouvelle constante “b”

Pour la négation d’'une phrase existentiellement quantifiée, nous avons une variante de la régle pour le
quantificateur universel :

Eix{e(x)) I

[=tp(ar) L

p(a2) (1 pour toutes les constantes “aj” apparaissant sur cette branche
P pp

[=tp(as) L]

Comme ces régles pour les quantificateurs nous obligent a prendre en compte toutes les constantes
individuelles apparaissant sur une branche, 'ordre de leur application devient important. Pour faire
'arbre d’une phrase ou d’'un ensemble de phrases, nous appliquons d’abord toutes les neuf regles pour
la logique propositionnelle. Ensuite, nous appliquons les régles pour le quantificateur existentiel et la
négation du quantificateur universel, c’est-a-dire les régles qui multiplient le nombre de branches. A ces
nouvelles branches, nous appliquons les régles pour le quantificateur universel et la négation du quan-
tificateur existentiel, c’est-a-dire les régles qui nécessitent la considération de toutes les constantes
apparaissant sur la branche. Si nous pouvons alors fermer toutes les branches de I'arbre résultant, nous
pouvons conclure que 'ensemble de phrases initial est consistant. Autrement, nous cherchons des
connecteurs que nous n’avons pas encore traités et répétons la procédure. Représentée schématique-
ment, la procédure est donc la suivante :

1. Estce qu’il y a des connecteurs reliant des phrases complétes ? Appliquons les regles pour les
connecteurs.

2. Est-ce qu’il y a des formules qui commencent par “ "bu par “—~ "4 Appliquons les régles corres-
pondantes pour ouvrir de nouvelles branches pour toutes les constantes et une nouvelle.

3. Est-ce quil y a des formules qui commencent par “ [ bu par “~ "4 Appliquons les régles corres-

pondantes pour faire des instanciations pour toutes les constantes.

Est-ce qu'il y a des connecteurs reliant des phrases complétes ? Retournons a I'étape 1).

Est-ce qu'il y a des formules qui commencent par “[bu par “- "3 Retournons a 'étape 2).

Est-ce qu'il y a des formules qui commencent par “[Zbu par “= 1 Retournons a I'étape 3).

Larbre est entierement développé quand aucune régle pour des connecteurs est applicable, nous

avons crées de nouvelles branches pour toutes les formules commencant par “[”bu par “- ["ét

toutes les constantes sur les branches correspondantes, et nous avons ajouté toutes les instancia-

tions des formules commengant par “[bu par “= [Zpour toutes les constantes sur les branches

SNSRI o
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COI'I‘CSpOIldaI'ltCS.

Considérons, par exemple, la formule “ XTIy (Rxy) [CIXTy h(RXy)”. Nous commencons a construire
son arbre en appliquant la régle pour la conjonction :

XTIy (Rxy) [CTXIyH(Rxy)

XTIy {Rxy)
XTIy H(Rxy)

A ce stade, nous appliquons la régle pour le quantificateur existentiel a la premiére de nos deux
formules existentiellement quantifiées, c’est-a-dire avec “[XIy(RXy)”. Comme notre seule branche
ne contient aucune constante individuelle, nous n’avons qu’a introduire une nouvelle constante, que

nous abrégeons par “a” :

XIy{Rxy) CIXIyh(Rxy)

XTIy {Rxy)
XTIy H(Rxy)

y{Ray)

D’aprées nos regles de procédure, nous devons traiter le deuxieme quantificateur existentiel “ (XTy h(Rxy)”
avant d’appliquer la régle pour le quantificateur universel. Nous introduisons alors une nouvelle
constante, “b” et instancions la deuxiéme quantification existentielle également avec notre ancienne

constante “@”, obtenant deux branches :

XIy{Rxy) [IXIyh(Rxy)

XTIy {Rxy)
XTIy H(Rxy)

y{Ray)
Cr11
= e=h
ly+(Ray) [Ly+(Rby)

Sur la branche gauche, nous n’avons qu’une seule constante,“a” : les deux instanciations des quantifi-
cations universelles “ [V Ray)” et “[y+(Ray)” nous donnent donc “P aa” et “=P aa” — la branche se
ferme. A droite, nous avons deux constantes et obtenons “Paa” et “P ab” de la premiére quantification
universelle “[y{Ray)” et “=Pba” et “=P bb” de la deuxiéme,“ [y (Ray)” — la branche ne se ferme pas.
Nous sommes arrivés a 'arbre suivant :
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XTIy (Rxy) [CITXIy h(Rxy)

XTIy (Rxy)
XTIy H(Rxy)

y(Ray)
(I .
= e=h
ly+(Ray) [y+(Rby)

Raa Raa
‘ Rab
-Raa ‘
L1 -Rba
-Rbb

Nous ne pouvons plus appliquer aucune régle a la branche droite et nous avons trouvé un modele pour
la phrase “[XIYKRxy) [TXIy(RXy)” — une structure A, out R” relie a a2 a et a a b et rien d’autre.
Un modele pour la phrase initiale serait donc par exemple une structure qui consiste d’'un univers de
discours de deux personnes, Sam et Marie, et d’'une relation exprimée par “X aime y” qui est telle que
Sam aime soi-méme et Marie, et Marie ne s’aime pas et n’aime pas non plus Sam.

Comme il est le cas pour la méthode des arbres pour la logique propositionnelle, nous pouvons éga-
lement utiliser la méthode pour vérifier la validité d’'une proposition : une phrase sera valide si et
seulement si sa négation est inconsistante, c’est-a-dire si toutes les branches de I'arbre pour cette
négation se ferment.

Vérifions, par exemple, la validité de la phrase “IXYRxx — [yRXy)”. Cette phrase ne contient aucune
constante individuelle — c’est pourquoi nous commengons par l'instancier avec une nouvelle constante
“a” et nous appliquons la régle pour les formules [=(¢ - () =]

~IX(Rxx — [yRxy)

—(Raa - [yRay)

Raa

- lyRay
Comme “@” est la seule constante, I'instanciation nous donne “P aa” et nous pouvons fermer la (seule)
branche :

- XARxx - [YRxy)

—(Raa - [yRay)

Raa

- [yRay
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La branche unique est fermée : la phrase est inconsistante et sa négation est valide.

Comme dans le cas de la logique propositionnelle, la méthode des arbres pour la logique des prédi-
cats nous permet également de tester la validité d’une inférence. Prenons 'argument qui a comme
prémisses “IX(FX - GX)” et “~[X{GX)” et “~[X{(F X)” comme conclusion. Pour vérifier si oui ou
non la conclusion est une conséquence sémantique des prémisses (si oui ou non il est le cas que
{ X{Fx - GXx), 7 [X{GX)} k - [X{F X)), nous construisons I'arbre pour la négation de I'implication
correspondante.

11.3 Les individus arbitraires

La régle de branchement pour le quantificateur existentiel (et la négation du quantificateur universel)
et la régle d’instanciation pour le quantificateur universel (et la négation du quantificateur existentiel)
peuvent interférer I'une avec l'autre, de sorte que la premiére nous force a introduire de nouvelles
constantes que la seconde nous force d’utiliser dans des instanciations et ainsi de suite.

onsidérons la phrase et faisons son arbre. Nous remarquons que nous n’en arriverons
Consid la phrase “ Xy [GR” et f: bre. N ’
jamais au bout :

[ IXIyRxy [Ga
Ga
a

|
[yRay

nnN
i

Rab Raa
LyRby
i

Ood

Rbc
R
[YRcy bb
1l

Ood

Rcd Rcc

LyRdy

Larbre qui en résulte est infini dans deux direction : il contient une branche infinie (celle tout a gauche)
et il contient un nombre infini de branches. Nous observons aussi que les branches partant a droite
n‘ajoutent rien : la nouvelle constante “b”, par exemple, introduite apres le premier branchement, peut
nous servir également pour représenter la vielle constante “a” — si nous le voulons, nous sommes libres
de l'interpréter par le méme individu que nous utilisons pour interpréter “a”. Nous arrivons donc aux
simplifications suivantes pour nos régles de branchement :
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[TX{o(x)) L]

[@(b) 1 pour une nouvelle constante “b”

EIx{e(x)) I

[=tp(b) Chour une nouvelle constante “b”

Avec ces nouvelles régles, notre arbre n'est infini que dans la direction verticale :

IXTy (Rxy)
[yRay

[yRby
yRcy
[yRdy

LylRey

Pour prouver la validité d’'une proposition, la nouvelle méthode est aussi efficace que 'ancienne. Ceci
est di au fait suivant :

Théoréme 67. Si une phrase a un modéle de N individus,alors elle a aussi un modéle den+ 1 individus.

PreUVE Partant d’'un modeéle de n individu rendant vrai la phrase en question, nous rajoutons simple-
ment un individu de plus et stipulons que les mémes prédicats sont vraies de lui que le sont d’un des
N individus dans I'ancien modéle. 1

La conversion de ce théoréme dit que si une phrase n’a pas de modéle de n + 1 individus, elle n’aura
pas de modele de n individus. Les branches générées par les régles du quantificateur existentiel (et de
la négation du quantificateur universel) de 'ancienne méthode représentaient de telles modeles : nous
préservons l'utilité de la méthode pour prouver des phrases si nous laissons tomber ces chemins de
vérité qui correspondant a des modéles contenant moins d’individus.

11.4 Leslimites de la méthode des arbres

Le fait qu'il est possible que nous construisons, appliquant nos régles, des arbres infinis, montre une
différence importante entre la logique propositionnelle et la logique des prédicats : la logique proposi-
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tionnelle est décidable et la logique des prédicats ne I'est pas. Dans le cas de la logique propositionnelle,
la méthode des arbres nous fournit une méthode syntaxique de prouver des phrases qui est correct et
complete. Ceci implique que

( Siune phrase est une tautologie, alors toutes les branches de I'arbre pour sa négation se ferment.
(i) Si une phrase n’est pas une tautologie, son arbre nous montre pour quelle interprétation de ses
constituantes non-logique (phrases simples) elle est vraie.

La méthode des arbres pour la logique des prédicats retient la propriété (i) : les phrases que nous
prouvons par cette méthode sont des tautologies. Comme le montre le dernier exemple, la propriété
(i) n’est pas retenu. Pour les phrases qui ne peuvent étre vraies que dans une structure contenant une
infinité d’objets, la méthode ne nous fournit pas d’interprétation de ses constituantes non-logique qui
la rende vraie. Cependant ce désavantage est limité aux structures infinies : si une phrase est vraie dans
une structure finie, la méthode des arbres nous permet d’en trouver au moins une.

Cette différence montre une asymétrie fondamentale entre la logique des prédicats et la logique pro-
positionnelle. Pour la logique propositionnelle, la méthode des arbre nous donne ce que I'on appelle
une “procédure de décision”: une méthode mécanique pour tester si oui ou non une phrase est une
tautologie. Une telle méthode mécanique a deux propriétés importantes :

(@ Siune phrase est valide, elle répond par “oui”.
(i) Siune phrase n’est pas valide, elle répond par “non”.

Notre exemple montre que la deuxiéme condition n’est pas satisfaite par la méthode des arbres pour la
logique des prédicats. Il peut arriver que la méthode ne répond pas. Cette limitation n’est pas spécifique
a la méthode des arbres. Comme Alonzo Church a prouvé en 1936, il n’existe pas de procédure de
décision pour la logique des prédicats. Si nous voulons savoir si ou non une phrase est valide, et nous
faisons I'arbre pour sa négation et aprés N étapes restons avec des chemins ouverts, nous ne pouvons
conclure que la phrase est réellement valide seulement si tous les quantificateurs universels et tous les
négations de quantificateurs existentiels ont été instancié pour toutes les constantes sur leurs branches.
Comme le montre 'exemple précédent, il est possible que cette situation n’arrivera jamais.

Cette limitation des la méthode des arbres ne signifie pas que nous n’arriverons jamais a trouver une
structure vérifiant une phrase satisfaisable. Si la phrase admet d’'un modéle fini, nous le trouverons.
Méme si elle n’a que des modeles infinies, il est toujours possible que nous en trouverons un. Cette
tache requiert de I'ingéniosité.

11.5 L’indécidabilité de lalogique des prédicats

il n’y a pas de procédure de décision pour le calcul de prédicat Church (1936), mais il y en a pour le
fragment monadique, c’est-a-dire cette partie de la logique des prédicats qui ne considére que des
prédicats unaires et laisse de coté les relations.

Points a retenir

1. Si une quantification universelle [TX{@(x)) Cdst vraie, alors toutes ses instanciations [@{a)[]
pour une constante individuelle “a”, sont vraies. Si une quantification existentielle [TX{@(x)) ]
est fausse, alors toutes ses instanciations [(Q{a) Csbnt fausses.

2. Siune quantification universelle [TX(@(x)) Cekt fausse, alors au moins une instanciation [Q{a)[]
est fausse. Si une quantification existentielle [TX{@(X)) Cekt vraie, alors au moins une instancia-
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tion [@{a) Cekt vraie.
3. Les régles de construction d’arbres pour le quantificateur universel et la négation d’'un quantifi-
cateur existentiel sont les suivantes :

(e (x)) 1 =i (x))
[qla1) [ (=ip(ar) L]
[@(az) 1 pour toutes les constantes “a;” [=tp(ap) 1
[@(as) ] apparaissant sur cette branche (as) 1

4. Les reégles de construction d’arbres pour le quantificateur existentiel et la négation du quantifi-
cateur universel sont les suivantes :

[IX{p(x)) L1 EIx{e(x)) ]
% %
o =
[@a) ] [@la)] ... )1 Ehpag) ] Shp(ag) T ... Sip(b)

pour toutes les constantes “a;” de la branche et une nouvelle constante “b”

5. Dans une structure ayant un domaine fini, une quantification universelle est équivalente a la
conjonction de ses instanciations et une quantification existentielle est équivalente a la disjonc-
tion de ses instanciations.

6. Nous pouvons simplifier les derniéres régles pour “[X{¢Q(X))” et pour “~[X{®(X))” en nous
concentrant uniquement sur la branche contenant la constante nouvelle.

7. Cette nouvelle méthode est aussi efficace pour prouver des phrases que 'ancienne, parce qu'une
phrase avec un modele de n individus a aussi un modéle avec n + 1 individus.

8. La méthode des arbres nous permet prouver une phrase s7 cette phrase est valide.

9. Mais nous pouvons pas déduire du fait que nous arrivons pas a la prouver (que larbre pour sa
négation ne se ferme pas) que la phrase n’est pas valide. Nous avons une garantie de trouver un
modele seulement si la phrase est vraie dans une structure avec un univers de discours fini.

10. Ceci correspond a une différence importante entre la logique propositionnelle et la logique des
prédicats : la premiére est décidable (admet une procédure mécanique pour tester le caractére
tautologique d’une proposition), la derniére ne est pas. Pour trouver des contre-exemples, il
faut de I'ingéniosité.



Chapitre 12

La déduction naturelle

Apres avoir donné les définitions du langage L™ et des notions clefs de la sémantique des prédicats,
nous étudierons dans cette lecon deux calculs syntaxiques pour prouver des théorémes de la logique
des prédicats. Le premier calcul est un calcul axiomatique, qui consiste en quelques axiomes et deux
régles d’inférences pour en déduire des théorémes. La deuxieme méthode syntaxique est une extension
de la méthode des arbres pour la logique propositionnelle, avec quatre régles supplémentaires pour les
phrases quantifiées et leurs négations.

12.1 Les regles d’introduction et d’élimination de quantifica-
teurs

Pour pouvoir traiter des phrases quantifiées par les méthodes de la déduction naturelle, nous avons
besoin de regles d’introduction et d’élimination pour les quantificateurs.

Comme nous I'avons fait pour la méthode des arbres, nous devons prendre en considération le fait
qu’une quantification universelle sur un domaine fini est équivalente a la conjonction de toutes ses
instanciations, et qu'une quantification existentielle sur un tel domaine fini correspond a une disjonc-
tion de ses instanciations. Eliminer un quantificateur universel revient donc a l'instancier pour tous
les membres du domaine. Considérons 'inférence suivante :

Tous les hommes sont mortels.
6)) Socrate est un homme.

Socrate est mortel.

Linférence valide (1) correspondra i cette preuve-ci dans le calcul que nous développerons dans cette

lecon :
I Ha, X{HX - MXx) [Ha prémisse
2 Ha, X{HXx - MX) [CIxX{HXx - MX) prémisse
3 Ha, X{HX - MXx) [Ma - Ma de (2) par (SU)
4 Ha, X(HX - MXx) [Ma de (@ et (3) avec (MP)

La regle (SU), appelée spécialisation universelle, nous permet de passer d’'une quantification universelle
a n'importe quelle instanciation de la phrase ouverte universellement quantifiée pour une constante.
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Lélimination du quantificateur universel revient donc a une instanciation de la phrase ouverte qu’il
gouverne, remplagant toutes les occurrences libres d’une variable par des occurrences d’'une constante.

Comment pouvons nous ztroduire un quantificateur universel dans une formule ? Lanalogie avec la
conjonction pourrait nous faire penser qu’il suffirait, pour établir la vérité de “ IX(F X)”, par exemple,
de prouver “F (a1)”, “F (a2)” et “F (a3)”, si nous nous trouvons dans une structure finie ne contenant
que les trois objets ai, @ et a3 dans son domaine. Cette méthode, cependant, ne s’avere aucunement
valide. Non seulement elle serait inapplicable dans le cas d’'un domaine infini ou dans le cas ou nous
ne disposons pas de noms pour tous les objets dans le domaine. Son application signifierait également
utiliser, a 'intérieur d’'une preuve, une information qui ne nous est donnée que de I'extérieur du modele :
méme si nous arrivions ‘accidentellement’ a prouver “F X” de tous les membres du domaine — et ainsi
a prouver, pour toute constante “@”, que F a —, nous n’aurions pas encore prouvé gue “FX” est vrai de
tous les membres du domaines — pour cela, nous aurions besoin d’une garantie que la totalité des individus
dont nous avons prouvé “F X” comprend réellement tous les individus du domaine.

Une piste plus prometteuse nous est désignée par les preuves mathématiques et par I'introduction de
nouvelles constantes dans la méthode des arbres. Si un géometre, par exemple, veut prouver que la
somme des angles intérieurs de n'importe quel triangle est égale a 180 degrés, il dessinera au tableau
noir un triangle particulier, nommé ABC d’apreés ses trois angles. S’il ne fait usage, dans sa preuve du
théoréme, d’aucune propriété de ce triangle autre que celles qui lui sont imposées par la définition
méme d’un triangle, le théoréme vaudra pour tout triangle. Le triangle particulier ABC aura représenté
tous les triangles. Dans ce sens, le triangle ABC peut étre appelé ‘triangle arbitraire’.

Nous sommes passées par une étape analogue dans le développement de la méthode des arbres ; nous
nous avons rendu compte qu’il était possible de simplifier les regles pour le quantificateur universel
et la négation du quantificateur existentiel, en nous limitant a4 une seule constante, nouvelle, qui
représentait également les anciennes constantes déja introduites sur la branche correspondante. Au
lieu de dire que la constante nouvelle représentait les individus que nous n’avions pas encore considérés
dans notre preuve, nous avons simplement dit qu’elle représentait nzmporte quel individu du domaine.
Nous nous avons servi de la constante pour désigner un individu arbitraire.

Pour prouver une quantification universelle a partir des prémisses particuliéres, nous exigerons donc
que ces prémisses soient vraies d’'un individu arbitraire." Un tel individu nous est fourni par exemple
par la regle de spécialisation universelle, comme c’est le cas dans la preuve suivante :

I X{FX), X{Fx - GXx) [CIX(F x) prémisse

2 X(FX), X{Fx - GXx) [CIX{Fx - GXx) prémisse

3 X{Fx), X{Fx — Gx) [Fa de (1) par (SV)

4 X(F ), [X{F X — GX) [Fa - Ga de (2) par (SU)

5 X{Fx), X{Fx - Gx) Ga de (3) et (4) avec (MP)
6 X(Fx), X{Fx — GXx) [CIX{GX) de (5) avec (GU)

Nous appellerons cette régle, qui nous permet d’établir une phrase générale a partir d’'une phrase
singuliére parlant d’un individu arbitraire, généralisation universelle’(GU).

Cependant, il est clair que nous devons restreindre notre usage de (GU) : le raisonnement suivant est

'Je préfere cette présentation a celle de Lemmon (1965a: 107) qui parle de noms arbitraires pour des raisons esquissées dans
la lecon trois. Pour une théorie développée des individus arbitraires, voir Fine (1985) et, pour une revue critique de différentes
théories, Nef (1998).
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clairement fallacieux :

I Fa [Fa prémisse
2 Fa CIX{F x) de (1) par (GU)

Nous ne pouvons pas, du fait qu’'un certain individu a soit F conclure que toutes les choses dans
'univers de discours soient F —le & en question doit étre ‘arbitraire’. Mais qu'est-ce que cela signifie
concretement ? Dans le cas de la méthode des arbres, ceci signifiait que la constante était “nouvelle”
pour la branche, c’est-a-dire n’avait pas d’occurrence précédente. Dans le cas du géomeétre qui prouve
des théoréemes sur tous les triangles, ceci signifie que la preuve en question ne dépende d’aucune
assomption particuliére sur le triangle étant considéré paradigmatique ou arbitraire. Dans la déduction
naturelle, nous combinons ces deux exigences : la constante en question, “a”, ne doit apparai”tre dans
aucune supposition ou prémisse dont dépend la preuve de la phrase singuliere “Fa”.

Comme le sont les regles pour l'introduction et I’élimination de la disjonction comparées a celles
pour la conjonction, les regles pour le quantificateur existentiel sont un peu plus compliquées que
celles pour le quantificateur universel. Pour introduire le quantificateur existentiel, nous généralisons
une phrase particuliére : si “Fa” est prouvée pour un certain a, alors nous pouvons prouver “ [X{F x)”.
La régle d’introduction du quantificateur existentiel est donc appelée généralisation existentielle’ (GE).
En voici un exemple :

I X(F x) [CIX(F x) prémisse
2 X{F X) [Fa de () par (SV)
3 X(Fx) CIX(F x) de (2) par (GE)

Meéme si la constante individuelle “a” que nous introduisons dans application de (SU) désigne un
individu arbitraire, nous pouvons toujours conclure, du fait que cet individu arbitraire est F, qu'il y en
a au moins un F — a, bien que arbitraire, existe.”

Pour la régle d’élimination du quantificateur existentiel, nous nous rappelons de la régle ([E) : cette
régle éliminait une disjonction dans le sens qu’elle nous permettait de prouver une formule prouvée
a partir des deux disjoints directement de la disjonction elle-méme. D’une maniére analogue, la régle
d’élimination du quantificateur existentiel nous permet de passer des preuves d’une formule @ a partir
de toute la série des instanciations “Fa; [Ela, []. [Flay [_1.” a une preuve de ¢ directement a
partir de “ IX{F x)”.

Au lieu de montrer que @ est une conséquence de toutes les instanciations de la quantification uni-
verselle, il suffit de montrer qu’elle s’ensuit d’une instanciation guelconque — d’une instanciation par
un individu ‘arbitraire’, ou ‘arbitraire’ veut dire la méme chose que dans I'application de la regle de
généralisation universelle ((GU), I'introduction du quantificateur universel). Nous appelons cette ins-
tanciation le @isjoint typique’ qui correspond a la quantification existentielle. Nous appelons ‘(SE)’
ou ‘spécialisation existentielle’ la regle qui élimine la quantification existentielle en faveur du disjoint
typique.

Les regles de généralisation universelle (GU) et de spécialisation existentielle (SE) sont intimement
liées : non seulement elles sont toutes deux restreintes par la condition que I'individu en question soit
un individu arbitraire, mais la notion d’arbitraire qu’elles utilisent est la méme : (GU) est applicable a
une phrase @ si et seulement si @ aurait pu étre obtenue, par (SE), de sa quantification existentielle.
Lapplication de la régle de spécialisation existentielle comprend quatre étapes :

2La raison sémantique pour la validité du séquent “ [X(F x) [IX(F X)” est que nous avons exclu les domaines vides dans
notre définition d’une structure pour la logique des prédicats. Nous avons parlé d’une ‘logique libre’ qui ne faisant pas cette
présupposition dans la leon 12 (cf. p. 182).
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1. la preuve d’'une quantification existentielle sous certaines suppositions et a partir de certaines
prémisses ;

2. la supposition du disjoint typique;

3. une preuve d’une autre phrase sous la supposition du disjoint typique;

4. Tapplication de la régle, ayant comme conclusion la formule que nous pouvons également prou-
ver sous la supposition du disjoint typique, et comme suppositions et prémisses celles de la
quantification existentielle ;

Voici, comme exemple, une preuve du séquent “[X(Fx - Gx), X(F x) [CIK(GXx)”:

1 [X(Fx - GXx), X(Fx) [IX{Fx - GX) prémisse

2 [X(Fx - Gx), X(Fx) [CIX{F x) prémisse

3 [X{Fx - Gx), X{Fx) Fa [HFa supposition (du disjoint typique)
4 [X(Fx - Gx), X{Fx) Fa [EFa- Ga de (1) avec (SU)

5 [X{Fx - GXx), [X{Fx) Fa [HGa de (3) et (4) avec (MP)

6 [X{Fx - Gx), X{Fx) Fa [EHX(Gx) de (5) avec (GE)

7 X{FX - GXx), X{Fx) [IX{GX) de (2), (3) et (6) avec (SE)

Etant donné les prémisses que tout ce qui est F est également G et qu'il y a quelque chose qui
est F, nous supposons, a la ligne (3), qu'un individu arbitraire a est F. Sous cette supposition, nous
démontrons ensuite qu’il y a quelque chose qui est G (ligne 6). De ces deux lignes et de la ligne ot nous
avons prouvé la quantification existentielle, nous concluons qu’il y a quelque chose qui est G (ligne 7).
Dans une application de (SE), nous indiquons trois lignes : celle ot nous avons prouvé la quantification
existentielle, celle ou1 nous avons fait la supposition du disjoint typique et celle ou nous avons montré
que la phrase en question peut étre démontrée sous cette supposition.

Comme l'indique le parallélisme entre (SE) et (GU), nous devons également adopter quelques restric-
tions pour éviter des raisonnements fallacieux comme le suivant :

I X(F x) [CIX(F x) prémisse

2 X(F x) Fa [Fa supposition

3 X{F x) [HFa de (1), (2) et (2) avec (SE)
4 X{F x) [IX(F x) de 3) avec (GU)

Lapplication de (GU) est correcte, puisque “ [X{F X)” ne contient pas “@”. Mais I'application de (SE) est
incorrecte, puisque la conclusion prouvée sous la supposition du disjoint typique contient elle-méme
une occurrence de la constante pour I'individu arbitraire a. Méme si “F a” est une conséquence d’elle-
méme, il ne s’ensuit pas de “[X{F X)” qu’un individu, arbitrairement choisi, est F. Nous devons donc
limiter les conclusions obtenues a partir du disjoint typique a des phrases qui portent sur des individus
autres que celui qui nous a servi pour I'instanciation.

Cette restriction correspond a I'exigence que, de toutes les phrases que nous dérivons de la supposi-
tion du disjoint typique, seules celles qui ne concernent pas I'individu choisi comme arbitraire sont
également des conséquences de la quantification existentielle.

Cette précaution, méme si elle est nécessaire, n'est pas encore suffisante. Nous devons également
supposer que “a” n’a pas d’occurrence dans les suppositions sous lesquelles est obtenue la conclusion
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dérivée du disjoint typique. Ceci est montré par le raisonnement fallacieux suivant :

I X(Fx), Ga [CIX(F x) prémisse

2 X(F x), Ga [Ga prémisse

3 X{F x), Ga Fa [Fa supposition

4 [X({F x), Ga Fa [OFalGh de (@) et (3) avec (I

5 X{F x), Ga Fa [HIX{Fx [GX) de(4) avec (GE)

6 X({F x), Ga [CIX(F x [CGK) de (2), (3) et (5) avec (SE)

Ce raisonnement est fallacieux — nous procédons de deux prémisses portant sur deux individus — qu’'un
individu arbitraire est F et que quelque chose est G — a la conclusion qu’il y a quelque chose qui est en
méme temps F et G. Le probléme n’est pas que la conclusion obtenue, a la ligne (5), de la supposition
du disjoint typique, contient “a”. Le caracteére fallacieux du raisonnement est plutot da au fait qu’elle
reste sur une supposition, a savoir “Ga”, autre que le disjoint typique, contenant “a”.“ [X(F x [GK)” a
été dérivé en faisant une assomption sur 'individu arbitraire en question — qu’il n’était pas seulement
F, mais également G.

Ces quatre régles (GU), (SU), (GE) et (SE) ainsi que les régles pour les connecteurs forment un calcul
de déduction naturelle pour la logique des prédicats. Les régles pour les connecteurs sont maintenant
interprétées comme s’appliquant a des phrases du langage L™. Il est important de noter que 'on ne
peut pas, par exemple, supposer une phrase ouverte — une telle supposition donnerait facilement lieu
a des raisonnements fallacieux et serait sémantiquement non-sensée : nous supposons qu'une phrase
est vraie et ne pouvons pas supposer qu'une phrase ouverte est satisfaite par quelques objets3

12.2 Les regles de la déduction naturelle pour la logique des
prédicats

Nous sommes maintenant en mesure de formuler nos régles de la déduction naturelle pour les quanti-
ficateurs, régles qui se rajoutent a celles pour les connecteurs, maintenant interprétées comme gouver-
nant non seulement des connecteurs propositionnels, mais aussi des connecteurs reliant des phrases
ouvertes.

L’élimination du quantificateur universel et I'introduction du quantifica-
teur existentiel

Soit @ une formule de L™, “X” une variable et “t” un terme /bre pour “X” dans @.# Soit [Q@(x/t) Ik
résultat de la substitution (uniforme) de “t” pour “X” dans @. La régle de ‘Spécialisation universelle’ (SU)

3Lapplication des anciennes régles aux nouvelles formules peut créer de nouveaux types d’erreurs : Pour 'application de
la regle de preuve conditionnelle, par exemple, il faut garder a I'esprit qu’elle ne nous permet d’enlever que la supposition
transformée en I'antécédent de I'implication. Nous ne pouvons pas, par exemple, supposer “F a”, prouver sous cette supposition
que [X{GX) et conclure ensuite “ [X(FX) - X{GX)”.

4Nous avons défini cette notion dans la lecon 12 (cf. p. 186). Un terme n’est pas libre pour une variable dans une formule si
une éventuelle substitution de la variable par le terme avait comme conséquence qu’une occurrence libre de cette variable dans
le terme devenait gouvernée par un quantificateur dans la formule. Dans le cas ou le terme en question est une variable, cela
veut dire qu'il serait substitué a 'intérieur d’un quantificateur qui le gouvernera.
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nous donne alors le droit de conclure [@(X/t) (Al partir de [TX{¢) [=]

m CIX{e) [

;1 .E[l[—l(x/t) (| de (m) avec (SU)

La regle de généralisation existentielle’ (GE) est la converse de (SU) : elle nous donne le droit d’inférer

[IX{o) (Al partir de [Q(x/t) ]

m CT(x/t) [

;1 .I:I]]Q(p) — de (m) avec (GE)

Dans les deux cas, d’éventuelles suppositions ou prémisses a la ligne (m) sont conservées a la ligne (n).

L’introduction du quantificateur universel et I’élimination du quantifica-
teur existentiel

Soit [@{a) [une formule qui contient une constante individuelle “@”. $’il n’est pas le cas que “a@” a une
occurrence dans une des prémisses dont dépend la preuve de @, la regle de généralisation universelle’
(GU) nous permet d’étendre une preuve de [@{a) [Alune preuve de [TX{@(a/x)) ]

m [Thia) ]

;1 IZEI]ZQcp(a/x)) [ de (m) avec (GU)

La regle de la Spécialisation existentielle’ (SE) nous permet de prouver, a partir de [IX{¢@(a/x)) Ctbute
formule P que nous pouvons prouver a partir de la supposition [@{a) [(3s’il n’est pas le cas que “a@” a
une occurrence dans ) ou dans une supposition ou une prémisse dont dépend la preuve de  a partir

de [qfa) ]

m LI {g(a/x)) L]
;1 Iﬁ(a) 1 Hp(a) [ supposition
0 [gla) 1 (5

i’ 'Eﬂ de (M), (n) et (0) avec (SE)
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La ligne (p) contiendra toutes les prémisses ou suppositions de la ligne (m) et toutes les suppositions
nécessaires pour la preuve de ) a partir de [@{a) [Gutres que [@{a) D]

Quelques exemples

Le premier exemple illustre le bon usage de la régle de spécialisation existentielle (SE). Pour prouver
une conclusion a partir d’'une quantification existentielle, nous essayons de la dériver de son disjoint
typique. Voici une preuve du séquent “[X{Gx — HX), IX{Fx [GKk) [IK({Fx [HIx)”. Nous commen-
cons par la supposition du disjoint typique :

I X{GXx - HXx), X{Fx [(Gx) [CIX{GXx —» HX) prémisse
2 X{GXx - HX), X(Fx [Gx) [CIx({Fx CGX) prémisse
3 XIGx —» Hx), X{Fx [Gx) Fa[Ga [Fa [ Ga supposition

Une instanciation de la quantification universelle pour la constante “a@” qui représente l'individu ar-
bitraire qui était dit étre F et G nous permet alors d’appliquer les régles ordinaires de connecteurs,
prouvant que a n’est pas seulement F mais aussi H :

4 [X{GX - HX), X{Fx [Gx) Fa[Ga [Ga - Ha de (1) avec (SU)
5 [X{Gx — Hx), X{Fx [GX) Fal[Ga [HGa de (3) avec (CE)
6 X{GX - HXx), X{Fx [GXx) Fal[Ga [HHa de (4) et (5) avec (MP)
7 [X{Gx - Hx), X{Fx [Gx) Fal[Ga [TFa de (3) avec ([E)
8 [X{GX - Hx), X{Fx [GX) Fa[Ga [Fal[Ha de(6)et () avec (1N

Pour compléter la preuve de “ [X(Fx [CHX)”, il nous reste a faire une généralisation existentielle par
rapport a I'individu arbitraire et d’appliquer la régle de spécialisation existentielle au résultat :

9 X{GX - HXx), X{Fx [Gx) Fa[Ga [HIX{Fx [HX) de (8 avec (GE)
10 X{Gx - Hx), X{Fx [[G) [IxX{Fx [HXx) de (2), 3) et (9) avec (SE)

Lapplication de (SE) est légitime car “@” n’a pas d’occurrence dans “[X{F x [CHX)” et parce que la
preuve de la derniére phrase ne dépendait pas d’autres suppositions sur a que celle que le disjoint
typique était vrai.

Prouvons la distributivité du quantificateur universel sur la conjonction, c’est-a-dire le séquent “ [X{F x) (1
[X(Gx) [CIK(Fx [GIX)”. La preuve consiste en une instanciation des deux conjoints, suivie d’'une gé-
néralisation de la conjonction des instanciations :

I X(Fx) [CTX{GXx) [CIX(F x) [CIX(GX) prémisse

2 X({F x) CIX{GXx) [CIX(F x) de (1) avec (CE)

3 X{F x) [IX{Gx) [Fa de (2) avec (SU)

4 X({F x) [IX({Gx) [CIX({GXx) de (1) avec ([E)

5 X{F x) CIX{Gx) Ga de (2) avec (SU)

6 X{F x) [IX{GX) [Fa[Gh de (3) et (5) avec ([I1
7 X({F X) [IX{GX) [CIX(F x CGX) de (6) avec (GU)

Dans la preuve précédente, nous n'avons di faire aucune supposition. Par contre, pour prouver la
distributivité du quantificateur existentiel sur la disjonction, nous devons en faire une. Prouvons alors
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le séquent “ [X(F x [G) CIK(Fx) CIX(GX)” :
I X{F x [GIx) [CIx{Fx [CGx) prémisse
2 X(F x [CGx) Fa [Gh [HFa [(Ga supposition
3 X(F x [CG) Fa [Gh,Fa [(Fa supposition
4 X({F x [GIx) Fa [Gh,Fa CHIXIF x) de (3) avec (GE)
5 X{F x [GIx) Fa [Gh,Fa CHXIFx) CIX(GX) de (4) avec (I
6 X(F x [Gix) Fa [Gh, Ga [HGa supposition
” X{F x [Gx) Fa [Ga, Ga CHIX(GX) de (6) avec (GE)
8 X{F x [Gi) Fa [Gh Ga [Ix(F x) CIX(GX) de () avec (TN
9 X{F x [GIx) Fa [Gh CHIX(F xX) CIX{GX) de (2,3,5, 6, 8) avec ([E)
10 X({Fx [GKx) [IX{Fx) [IX{Gx) de (0, @) et (9) avec (SE)

Comme nous 'avons vu dans la discussion sur les ‘régles de passage’,le quantificateur existentiel distri-
bue aussi sur 'antécédent d’une implication qui ne contient pas d’occurrence libre de la variable qu'’il
quantifie. Nous pouvons donc prouver “[X{Fa - Fx) [(Ha - [X{Fx)”:

¢ X{Fa - FXx) [Fa - X{FX) prémisse

2 xX(Fa - Fx) Fa [(HFa supposition

3 xX{Fa - Fx) Fa,Fa - Fb [5Fa - Fb supposition

4 X{Fa - Fx) Fa,Fa - Fb CFb de (2) et (3) avec (MP)

5 X(Fa - Fx) Fa,Fa - Fb CHIXF x) de (4) avec (GE)

6 X{Fa - Fx) Fa CHIXF x) de (0, ) et (5) avec (SE)
” X{Fa - FX) [Fa - [X{FX) de (2) et (6) avec (PC)

Puisque nous avons déja une occurrence de la constante “a”, nous devons choisir, a la ligne (3), la
constante “b” pour désigner I'individu arbitraire qui figure dans le disjoint typique de la quantification
existentielle.

Nous pouvons aussi prouver un séquent, “ [XIy(Rxy) [CIYIX(RXy)”, qui correspond a une observa-
tion que nous avons faite auparavant : que les variables, prises individuellement, sont interchangeables
— tout ce qui distingue une variable d’une autre sont leurs propriétés relationnelles, en particulier si
elles sont liées par des quantificateurs de différentes types :

I XTy(Rxy) [CIXTy(Rxy) prémisse

2 XTy(RXy) [Ty(Ray) de (1) avec (SU)
3 XTIy (Rxy) [Rab de (2) avec (SU)
4 XIy(Rxy) [IX{Rxb) de (3) avec (GU)
5 XIy(Rxy) CIyIX(RXxy) de (4) avec (GU)

Comme dans la derniére preuve, nous devons choisir deux constantes individuelles différentes, car sans
le faire, nous déduirions le séquent invalide “ [XTy(Rxy) [IK{RXxX)”, ayant perdu toute possibilité de
distinguer les deux places argumentales.

Finalement, nous prouvons un séquent compliqué, a savoir le suivant :

X(Fx CI¥(GYy — Rxy)), X{Fx - ¥{By - —=Rxy)) [CIK({GX —» =BX)

En abrégeant “IX{Fx [CI¥(Gy - Rxy))” par “A” et “IX{(FX - ¥(By - —RXy))” par “B”, nous



12.3 Le théoréme de déduction

209

obtenons la preuve suivante :

o O AV W N

el L=
N = Q

L)
W

14
15
16

A'B
A'B
A'B
A'B
A'B
A'B
A'B
A'B
A'B
A'B
A'B
A'B
A'B
A'B
A'B
A'B

[CIxX(F x [CT¥(Gy - Rxy))

[IxX{Fx - ¥{By - —Rxy))

Fa CI¥(Gy - Ray)
Fa CI¥(Gy - Ray)
Fa CI¥(Gy - Ray)
Fa CI¥(Gy - Ray)
Fa [CI¥(Gy - Ray)
Fa [CI¥(Gy - Ray),Gb
Fa CI¥(Gy - Ray), Gb
Fa CI¥(Gy - Ray), Gb
Fa [CI¥(Gy - Ray), Gb
Fa [CI¥(Gy - Ray),Gb
Fa [CI¥(Gy - Ray),Gb
Fa CI¥(Gy - Ray)
Fa CI¥(Gy - Ray)
[IX{Gx - =Bx)

[5Fa CI(Gy — Ray)
[Fa

[HY(Gy - Ray)
[CFa - [¥(By - —-Ray)
[(Hy(By - -Ray)
5IGb

[HiGb - Rab

[SIRab

[5iBb - -Rab
[H--Rab

[5-Bb

[(5Gb - -Bb
[HXIGx -~ —BX)

prémisse

prémisse

supposition

de (3) avec (D1

de (3) avec (D1

de (2) avec (SU)

de (4) et (6) avec (MP)
supposition

de (5) avec (SU)

de (®) et (9) avec (MP)
de (7) avec (SU)

de (10) avec (DN)

de (12) et (1) avec (MT)
de (8) et (13) avec (PC)
de (14) avec (GU)

de (0, ) et (15) avec (SE)

Comme toujours, nous commencons par des instanciations des quantifications, ce qui nous permet
ensuite d’appliquer les régles pour les connecteurs. En vue d’une application de (PC), nous supposons,
a la ligne (8), 'antécédent de I'implication dont nous voulons prouver la quantification universelle.
Nous généralisons le résultat obtenu a la ligne (15) et enlevons la supposition du disjoint typique, ce
qui est permis parce que la conclusion obtenue n’en dépend pas.

12.3

12.4

(2

12.5

12.6

Le théoréeme de déduction

Les limites de la logique des prédicats

George a toutes les qualités d’un grand général.
Lintelligence est une qualité d’'un grand général.

George est intelligent.

Lalogique des prédicats de deuxieme ordre

La quantification plurielle

Points a retenir

1. La déduction naturelle pour la logique des prédicats consiste en les régles de déduction naturelle

pour les connecteurs et en quatre regles d’'introduction et d’élimination de quantificateurs.
2. La régle (SU), appelée “spécialisation universelle”, nous permet de passer d’une quantification
universelle a4 une instanciation de la phrase ouverte pour n’'importe quel terme.
3. Un quantificateur existentiel est introduit par la régle de généralisation existentielle (GE).
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I0.

Pour qu’une application des régles (SU) et (GE) soit correcte, il est requis que le terme remplacé
par la variable soit libre pour cette variable dans la formule qui le contient, c’est-a-dire qu’il ne
se trouve pas dans la portée d’'un quantificateur qui lie cette variable.

Pour prouver une quantification universelle a partir d’'une prémisse particuliere a I'aide de la

régle de généralisation universelle (GU), nous exigeons que cette prémisse soit vraie d’'un individu

arbitraire, c’est-a-dire d’un individu qui n’apparai“t dans aucune supposition ou prémisse dont
dépend la preuve de cette phrase particuliere.

Par (GU), nous pouvons ensuite inférer une quantification universelle dans laquelle le terme

arbitraire est substitué partout. par une variable. Il est important que cette substitution soit

uniforme.

La régle d’élimination du quantificateur existentiel (SE) correspond a celle de 'élimination de la

disjonction (LE) et est par conséquent plus compliquée.

Lapplication de la régle de spécialisation existentielle (SE) comprend quatre étapes :

(@) lapreuve d’'une quantification existentielle sous certaines suppositions et a partir de certaines
prémisses ;

(b) la supposition du disjoint typique;

(c) une preuve d’une autre phrase sous la supposition du disjoint typique ;

(d) l'application de la regle, avec la conclusion que nous pouvons également prouver la phrase
prouvée sous la supposition du disjoint typique a partir des suppositions et prémisses néces-
saires pour la preuve de la quantification existentielle ;

La régle de spécialisation existentielle (SE) est sujette aux mémes deux conditions que la régle

de généralisation universelle :

(@) la constante remplagant la variable dans le disjoint typique ne doit appara1’tre dans aucune
prémisse ou supposition de laquelle dépend la quantification existentielle ;

(b) elle ne doit pas avoir d’occurrence dans la quantification existentielle que nous voulons
prouver.

Lapplication de ces régles nous permet de prouver des théorémes (“ C@P) et des séquents (“¢ [

") La déduction naturelle est une méthode syntaxique qui est correcte et compléte par rapport a

la sémantique de la logique des prédicats : toute phrase valide est un théoréme et tout théoréme

est valide ; tout séquent déductible correspond a une relation de conséquence sémantique et
toute conséquence sémantique peut étre déduite comme séquent.



Chapitre 13

Propriétés métalogiques de la
logique des prédicats

13.1 Les propriétés métalogiques de lalogique des prédicats

Dans cette lecon, nous démontrerons quelques propriétés métalogiques de la logique des prédicats :

— la correction. de la méthode des arbres, du calcul axiomatique et de la méthode de déduction
naturelle, dont s’ensuit leur consistance ;

— la complétude de la méthode des arbres, du calcul axiomatique et de la déduction naturelle;

— le théoréme de Liwenbeim-Skolem. sur la logique des prédicats.

— la compacité. de lalogique des prédicats;

Nous esquisserons aussi une preuve du méta-théoreme le plus important de la logique et mathéma-
tiques modernes, le théoréme d’'incomplétude de Godel.

Un systeme formel (au sens précédent) est dit consistant si on ne peut pas démontrer une formule et
son contraire. Il est dit complet si pour toute formule du systéeme formel, il existe un processus de
transformation qui permet de prouver qu’elle est vraie ou fausse.

complétude Godel (1931)

13.2 La correction etla complétude de la méthode des arbres
pour lalogique des prédicats

Pour prouver la complétude de la méthode des arbres pour la logique des prédicats, nous reprenons
quelques notions et définitions de la legon 9 et suivons la présentation de Smullyan (1968: 57 et seq.).
Comme avant, nous divisons les sept autres régles de construction d’arbres (considérant les régles pour
équivalence matérielle comme dérivées) en deux catégories : celles qui traitent des formules ‘du type
o’ (ke LTl (ML T=(¢ WL I={¢ — W) fui ‘continuent sur la méme branche’, et celles qui
traitent des formules ‘du type B’ ([=(¢ [() LIq@I Cql ek [@ - Y D dui nous obligent i créer au moins

une nouvelle branche. Nous ajoutons deux nouvelles catégories :
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y y(a)
a a1 az B B1 B, (X)) 1| o(x/a)
I%DDD $ $ o [ O =) mpr | =) O Shp(x/a) ]
=l fm) | Spr) mye) | B e W 5 5a)
= wile | mpry e EeH W [IX(p) I | o(x/a)
=) 1l (=tp(x/a) [l

Nous modifiant la construction des tableaux en ajoutant les régles (C) et (D) 4 (A) et (B) :

Définition 68 (Tableaux). Un tableau est un arbre binaire dont les noeuds sont des formules bien-formées
de la logique des prédicats construites a partir d'une formule comme suit.: si X est une formule dont le

tableau T a déja été construit et gie ( en est un point extréme, nous élargissons T par lune des méthodes
suivantes :

(A) Si une formule du type Qa une occurrence sur le chemin.Bz (le chemin de X jusqu'a { dansT ), nous
ajoutons soit. Oy soit. Oy comme successeur unique & (.

(B) Si une formule du type (B a une occurrence sur le chemin. Bg, nous ajoutons B1 comme successeur
gauche et.[2 comme successeur de droite a (.

(C) Si une formule du type Y a une occurrence sur le chemin.Bg, nous ajoutons des formules y(Q) Ccdmme
successeurs pour toutes les constantes “a” apparaissant sur le chemin.

(D) Si une formule du type & a une occurrence sur le chemin. Bz, nous ajoutons des formules [d(a) Cpbur
une nouvelle constante “a” qui napparaissait pas encore sur le chemin.

Nous constatons les quatre faits suivants :

F1  Oestvraissi 07 estvrai et Oy est vrai;

F, [ estvrai ssi soit 1 est vrai soit [35 est vrai;

F3 vy estvraissi [y{a)Cekt vrai pour tout a dans l'univers;;

F; 0 estvraissi [@fal kst vrai pour au moins un a dans l'univers.

Nous notons aussi les quatre faits suivant concernant la satisfaisabilité d’'un ensemble arbitraire E :
G1  Si S est satisfaisable et que o [S]alors S [{d(;, 02} est satisfaisable.

G2  Si S est satisfaisable et que B [S]alors soit S [{B1}, soit S [{PB,} est satisfaisable.

G3  Si S est satisfaisable et que y [S)alors S [{¥(a)} est satisfaisable pour toute constante “a”.

Gz Si S est satisfaisable, que 8 [Slet que “a” est une constante qui n'a aucune occurrence dans un
élément de S, alors S [{d(a)} est satisfaisable.

Pour prouver G, nous procédons comme suit : Si S est satisfaisable, il y a une structure et une
assignation de valeurs par rapport auxquelles toutes les phrases dans S sont vraies. En particulier, il
existe une interprétation | des signes non-logiques dans S et une assignation de valeurs a toutes les
variables dans S qui rendent 0 vrai. d est d’un type existentiel — de F, il s’enseuit alors que 9 est vrai
ssi il existe un élément de I'univers de discours de lequel il est vrai. Nous appelons cet élément “a”.
Ayant ajouté cette nouvelle constante a notre langue, nous définissons une nouvelle interprétation des
constantes comme suit :

1

~._ @ k=a
IL_(dk ) T I(«k») k@a

Sous cette nouvelle interprétation | 5[3{a) Cebt vrai. S [{18(a) [Fest donc satisfaisable.

Nous pouvons maintenant prouver la correction de la méthode des arbres pour la logique des prédicats :
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Théoréme 69 (Correction de la méthode des arbres). La méthode des arbres pour la logique des prédicats
est correcte : toute formule prouvable est valide.

Preuve Comme pour la logique propositionnelle, nous prouvons la correction par induction mathé-
matique. G,, G; et G, nous assurent qu’une branche satisfaisable étendue par 'une des regles (A), (C)
ou (D) reste satisfaisable.

CAVEAT POUR D

Si on étend une branche satisfaisable en deux branches par (B), au moins une des branches reste satis-
faisable (par G,). Toute extension directe d’un tableau satisfaisable est donc satisfaisable. Il s’ensuit
par induction mathématique que si l'origine d’un tableau est satisfaisable, le tableau entier 'est éga-
lement. Par conversion, si un tableau n’est pas satisfaisable (ne contient que des branches fermées),
lorigine ne I'est pas non plus. Sa négation est donc valide. 1

Dans le cas de la logique propositionnelle, nous avons prouvé la complétude de la méthode des arbres
en nous appuyant sur les faits suivants :

() pour chaque proposition, nous obtenons un arbre complet aprés un nombre fini d’étapes ;
(i) les phrases se trouvant sur une branche compléte et ouverte forment un ensemble de Hintikka;
(iii) tout ensemble de Hintikka est satisfaisable, c’est 4 dire est un sous-ensemble d’un ensemble
saturé.

Nous devons adapter notre définition des ensembles de Hintikka pour tenir compte du fait que la
logique des prédicats permet des arbres infinis :

Définition 70. Un ensemble de Hintikka H pour un univers de discours D est un ensemble de formules
de la logique des prédicats satisfaisant les conditions survantes :

(@ Hne contient pas de formule atomique et sa négation.
®) Sioa [Hl alors a; [(Hlet. a, [HI

(©) Si B [HI alors soit. 31 [HI s0it. B, [HI

(@ Siy [H) alors y(a) (Hlpour tout.a [DI

(&) Sid [H) alors d(a) (Hlpour au moins un.a (DI

Nous prouvons un lemme analogue :

Théoréme 7x (Lemme). Tout ensemble de Hintikka pour un univers D est satisfaisable dansD.

PreUVE

Soit H un ensemble de Hintikka pour l'univers D. Comme pour la logique propositionnelle, nous
devons trouver une interprétation qui rende vraies toutes les phrases dans H. Nous la définissons ainsi
pour le cas spécial d'une formule atomique @ :

o (A
(@)= £, =EpCIH

undevetf ¢ H [kpCrA

Nous devons alors montrer que | rend vrai non seulement les phrases atomiques, mais toutes les
phrases dans H. Pour cela, nous devons adopter notre définition de “degré” a la logique des prédicats :

Définition 72 (Degrés). Le degré d’une formule @ de la logique des prédicats est le nombre naturel
déterminé par les régles suivantes :
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(1) SiQest une phrase atomique,alors son degré est.0.

(2) SiQest une phrase niée Cet que le degré de ) est.n, alors son degré est.n + 1.

(B) SiQest une conjonction. WXL dne disjonction. WILX L dne implication. (N — X Lok une équivalence
O & XxCet 57 Je degré de est.net que le degré de X est.m, alors le degré de @ est.n+m+ 1.

(4) Su @ est une phrase quantifiée. TIX(P) Cake (TXQY) Cek que le degré de ) est.n, alors son degré est.
n+1

Nous prouvons alors par induction mathématique sur le degré des formules que | rend vraies toutes
les formules :

base de 'induction : Il s’ensuit de sa définition que | rend vraies toutes les formules atomiques (de
degré o) dans H.

pas deP'induction: Supposons que | rende vraie toute phrase ¢ dans H de degré inférieur a n. Si @
est d’'un degré supérieur a o, ¢ doit étre une formule o, B,y ou d :

a: Si@ est du type O, alors 01 et Oy sont aussi dans H. Mais ces formules sont d’'un degré
inférieur a n, donc elles sont rendues vraies par I. ¢ doit donc étre vraie aussi.

B: Si@ estdu type B, alors soit B, soit 32 est un membre de H. Quelle qu’elle soit, elle doit
étre rendue vraie par | (puisqu’elle est d’un degré inférieur a n). Donc @ est aussi rendue
vraie par I.

Y : Si @ est du type vy, alors Y(K), pour tout k [U], est un membre de H. Comme, pour tout
k [ y(K) est d’'un degré inférieur a n, il s’ensuit de 'hypothése d’induction que @ est vrai.

d: Si@estdutyped,alors il yaunk [(Ultel que 8(K) est un membre de H. 3(k) est d’'un degré
inférieur a n et vrai par 'hypothése d’induction. @ est donc également vrai.

Nous avons donc défini une interprétation qui rend vraies toutes les phrases dans H et, plus
généralement, toutes les phrases dans un ensemble de Hintikka.

L1

En logique propositionnelle, chaque arbre était complet aprés un nombre fini d’applications de regles
de construction d’arbre. La complication cruciale dans le cas de la logique des prédicats est qu'un
arbre pour une phrase peut étre infini. Par le lemme de Konig (cf. p. 140 dans la lecon 9), un tel
arbre contiendra une branche infinie. Pouvons-nous assumer que les phrases sur une telle branche
constituent un ensemble de Hintikka?

Malheureusement, la réponse est négative, comme le montre I'exemple d’un arbre infini donné dans
la lecon 9. Sur un tel arbre, il peut se trouver une formule conjonctive, par exemple, qui ne sera
jamais traité puisque chaque instanciation d’'une quantification universelle nous force a introduire une
nouvelle constante qui doit également étre instanciée par la suite. Nos régles de construction d’arbres
nous forcent a ‘retourner en arriére’ un nombre infini de fois.

Cette complication peut étre évitée en adoptant la modification suivante de notre notion de tableau :

Définition 73 (Tableaux déterministes). Un tableau déterministe pour Q est un tableau construit par le
processus ayant comme étape N le suivant.:

N =0 Nous placons ¢ a l'origine de larbre.
N - N+ 1 Aprésavoir conclu la Néme étape de la construction du tableau, nous procédons ainsi :
() Si le tableau est déja fermé, nous nous arrétons.
(@) Si chaque point se trouvant sur une branche ouverte et qui nest pas une formule atomique a
déja été utilisé, nous nous arrétons.
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(#i)) Autrement,nous construisons une extension directe du tableau en fonction du point.§ de niveau
minimal (et autant que possible a gauche) qui na pas encore été utilisé et qui se trouve sur au
moins une branche ouverte :

(A) SiQest une formule du type O, nous ajoutons Qy et. Oy a toutes les branches ouvertes passant.
par © et marquons Q comme utilisé.

(B) SiQest une formule du type B, nous ajoutons 1 comme successeur de gauche et.( comme
successeur de droite a toutes les branches ouvertes passant par © et nous marquons Q comme
utilisé.

(C) Si @ est une formule du type Y, nous ajoutons a toute branche ouverte passant par § une
Sformule y () (ot “@” est la premiére constante napparaissant pas encore sur la branche) et.
également la méme formule © et nous marquons lancienne occurrence de. Q comme utilisée.

(D) Si @ est une formule du type O, nous ajoutons a toute branche ouverte passant par ¢ la
nouvelle formule d(a) (oir “Q” est la premiére constante napparaissant pas encore sur la
branche) et nous marquons Q comme utilisé.

Les tableaux déterministes se distinguent d’autres tableaux par trois respects :

1. Ils sont beaucoup plus longs, puisque nous répétons chaque quantification universelle (et néga-
tion d’'une quantification existentielle) aprés son instanciation.

2. Dans leur construction, nous ne devons jamais retourner en arriére : aucune occurrence d’'une
quantification universelle ne sera instancié plus qu’une seule fois.

3. Les formules sur une branche ouverte d’un tableau déterministe, soit qui est infini soit ne
contient que de phrases utilisées, forment un ensemble de Hintikka.

(3) s’ensuit de notre définition parce qu'une branche ouverte et finie soit ne contient pas de formule
du type Y, soit ne contient une quantification universelle (ou une négation d’'une quantification exis-
tentielle) ‘vide’, c’est-a-dire de la forme [TX{¢) Cdir @ ne contient pas d’occurrence de “x”. Si le tableau
est infini, notre méthode de construction nous assure que toutes les autres formules que celles du type
y ont été utilisées.

Nous pouvons maintenant prouver la complétude de la méthode des arbres :

Théoréme 74 (Complétude de la méthode des arbres). La méthode des arbres pour la logique des prédicats
est complete : toute formule valide est prouvable.

PREUVE Supposons que @ est une formule valide et T son tableau déterministe (qui a [Cdomme
origine). Si T contenait une branche ouverte, les formules sur cette branche formeraient un ensemble
de Hintikka qui, par le lemme, serait satisfaisable. Comme Cskrait un élément de cette branche,
Cskrait également satisfaisable, donc ¢ ne serait pas valide. 1

Le lemme de K6nig, que nous avons prouvé dans la lecon 9 (cf. p. 140), dit qu’un arbre infini doit conte-
nir une branche infinie. Un tableau fini (qui, par définition, ne contient que des branches finies) doit
donc étre fini. Le théoréme de complétude nous assure par conséquent que tout tableau systématique
pour la négation d’une formule valide doit se fermer aprés un nombre fini d’étapes.

13.3 La théorie des modeles et le théoreme de Lowenheim-
Skolem

Revenons sur la modification que nous avons faite de la méthode des arbres en modifiant les regles
pour le quantificateur existentiel et la négation du quantificateur universel en ne les instanciant qu’avec
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la constante nouvelle, censée représenter un individu arbitraire. Est-elle vraiment innocente ?

La réponse est oui, pour la raison suivante : Si une formule @ est vraie ou fausse dans une structure
avec un univers de discours de n individus, elle sera également vraie ou fausse dans beaucoup de
modeles contenant des univers de discours plus larges. Supposons que nous sommes arrivés, par la
nouvelle méthode, 2 un modéle qui rend vrai “Rab”, pour une nouvelle constante “b”, et que nous
aurions obtenu, par 'ancienne méthode, deux modeles, rendant vrais “Raa” et “Rab” respectivement.
Supposant que nous n’avions pas utilisé d’autres constantes, 'un de ces modeles ne contient quun seul
individu, a, bien que les autres en contiennent aussi un autre, b. Cependant, cet autre individu ne peut
pas étre distingué de a dans le modele : d’apres tout ce que nous savons de a et de b, il pourrait s’agir
du méme individu. Nous remarquons ainsi que pour tout modele, nous pouvons en créer d’autres, en'y
ajoutant des individus indistinguables de ceux qui se trouvent dans le domaine du discours du premier.

Nous pouvons faire quelques observations sur la satisfaisabilité et la consistance de formules ou
d’ensembles de formules de notre langage L™. Soit 2 un ensemble de formules de cette langue.

1. Que X soit ou pas satisfaisable dans une structure A, ne dépend que de la cardinalité de |A],
c’est-a-dire du nombre d’éléments contenus dans 'univers de discours de A.

2. Si X est satisfaisable dans A, alors X est également satisfaisable dans toute structure qui garde
linterprétation des signes de relations, des signes de fonctions et des constantes mais contient
un univers de discours plus large.

3. Ily a des formules satisfaisables dans une structure infinie qui ne sont pas satisfaisable dans une
structure finie.

A la réflexion, ces observations ne sont pas étonnantes. Beaucoup plus étonnant, et le sujet d’un
méta-théoréme important, est une converse partielle 4 notre premiére observation, converse qui nous
permet de réduire nos modeles au lieu de les agrandir.

Loéwenheim a prouvé en 1915 que si une formule @ est satisfaisable, alors elle est satisfaisable dans un
domaine de discours dénombrable, c’est-a-dire un domaine de discours contenant le méme nombre
d’éléments qu’il y a de nombres naturels. Nous obtenons ce résultat comme corollaire de la satisfaisa-
bilité de tout ensemble de formules sur une branche ouverte d’'un tableau déterministe :

Théoreme 75 (Lowenheim). Si une formule @ est satisfaisable alors elle est satisfaisable dans une struc-
ture avec un domaine de discours dénombrable.

PreUVE Par le théoréme de complétude, le tableau systématique de @ ne peut pas étre fermé. Il doit
donc contenir une branche ouverte. Les formules se trouvant sur cette branche sont simultanément
satisfaisables parce qu’elles forment un ensemble de Hintikka. Linterprétation qui satisfait la branche
ouverte ne parle que d'un nombre dénombrable d’individus ; par la construction du tableau systéma-
tique, tous les individus dans son domaine de discours seront nommés par des constantes, dont il n’y
a qu'un nombre dénombrable. Linterprétation satisfaisant la branche ouverte doit aussi satisfaire son
origine, qui est Q. L1

Skolem a étendu ce résultat, prouvant que si un ensemble dénombrable de phrases est satisfaisable
simultanément, il est simultanément satisfaisable dans un domaine de discours dénombrable.

La preuve repose sur une extension de la méthode de tableaux déterministes a des ensembles de
formules : nous appelons un tableau >-complet pour un ensemble de formules X si les formules sur
chacune de ces branches déterminent un ensemble de Hintikka et s’il contient également toutes les
formules dans X. Pour n’importe quel ensemble de phrases X, nous construisons un tableau qui est
>-complet en utilisant la procédure systématique pour la construction d’un tableau déterministe,
commengant par la premiére formule dans X (par rapport 4 n’'importe quelle énumération) et ajoutant



13.4 Lalogique des prédicats du deuxiéeme ordre 217

la néme formule dans Z a la néme étape de la construction a chaque branche ouverte. Pris ensemble,
ceci nous donne le théoréme suivant :

Théoréme 76 (Lowenheim-Skolem). Si un ensemble dénombrable de formules T est simultanément.
satisfaisable alors X est satisfaisable dans un modéle dont le domaine est dénombrable.

PreUVE Supposons que  est un ensemble dénombrable de formules. Nous savons qu’il existe un
tableau T qui est S-complet. Si T était fermé, il ne contiendrait qu'un nombre fini de formules (par
le lemme de Konig). Puisqu’il contient toutes les formules de X, 3 devrait également étre fini et, par
le théoréme de complétude, ne serait pas satisfaisable. Donc T ne peut pas étre fermé et contient
une branche ouverte. Par la construction des tableaux X-complets, les formules sur cette branche
ouverte composent un ensemble de Hintikka contenant toutes les formules dans 2. Par le lemme,
cette ensemble est satisfaisable dans un univers de discours dénombrable. 1

Comme corollaire, nous pouvons prouver la compactitude de la logique des prédicats :

Théoréme 77 (Compactitude). La logique des prédicats est compacte : si un ensemble de formules X est.
insatisfaisable alors il existe un sous-ensemble fini Z°US Yui est également insatisfaisable.

PrEUVE Si 2 est insatisfaisable, il y a un tableau fermé qui est Z-complet. Un tel tableau doit étre fini,
donc ne peut contenir qu'un nombre fini d’éléments de Z. 1

Comme dans le cas de la compactitude de la logique propositionnelle, ce théoréme nous assure que
toute formule qui est une conséquence sémantique de quelques prémisses, s’ensuit déja d’'un nombre
fini de ses prémisses.

Les raisonnements de Léwenheim et Skolem, bien que pertinent pour des questions logiques, n’utilisait
pas de formalisme logique ni des axiomes d’un calcul précis. Il portait sur des structures considérées
comme des entités mathématiques, c’est-a-dire des ensembles satisfaisant quelques conditions. Le
champ de recherche auquel appartiennent des raisonnements de ce type s’appelle la théorie des modéles’
La théorie des modeles étudie, en tout généralité, la nature et I'existence des modeles pour des systémes
modeles, et les question de la consistance et de la satisfaisabilité qui y sont liées.

13.4 Lalogique des prédicats du deuxieme ordre
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Chapitre 14

La logique modale

14.1 Lalogique modale

Voici quelques inférences valides en logique modale :

Quelqu’un de sage est nécessairement heureux.
) Dieu est nécessairement sage

Dieu est nécessairement heureux.

Il n’est pas possible qu’une chose soit entierement rouge et verte en méme temps.
) Nécessairement, quelque chose de rouge n’est pas bleu.

Dieu est nécessairement heureux.

La logique modale étudie les notions de possibilité, d’'impossibilité, de nécessité, de contingence et
de compatibilité. Une phrase est possible si elle peut étre vraie et impossible dans le cas inverse. Elle
est nécessaire si sa négation est impossible, contingente si elle n’est ni nécessaire ni impossible. Deux
phrases sont compatibles s’il est possible qu’elles soient toutes deux vraies.

Définition 78. Lulphabet du langage | “de la logique modale propositionnelle consiste en les signes
suivants :

1. des phrases atomiques “po”, “p1”,“P2” ... (une infinité dénombrable) ;

2. un opérateur “U_1" (“‘nécessairement’) ;

3. lescommecteurs “— ... . .. 217 0 L7 00 o Tet L o
4. des symboles auxiliaires : parenthéses,virgules;

Définition 79. Une formule propositionnelle de L st toute expression obtenue par la procédure
suivante. :

1. Toute phrase atomique “pi” (i LN est une formule propositionnelle.
2. SiQest une formule propositionnelle,alors (I Q) et. (@) Csdnt des formules propositionnelles.
3. St et ) sont des formules propositionnelles,alors (¢ TUD) (¢ [U1) Ced. (@ — W) Csdnt des formules

propositionnelles.

Nous introduisons 'opérateur “ 1" comme abréviation pour “= [=11..”.



220 14. Lalogique modale

14.2 Sémantique de lalogique modale propositionnelle

Le systéme le plus simple (et le systéme le plus faible dit “normal”) de logique modale propositionnelle
est le systeme K. Il consiste en une axiomatisation de la logique propositionnelle (comme l'est par
exemple le calcul HC introduit en legon 5) et un seul schéma d’axiomes modal :

K [l q) - (03 gy

avec (MP) et une nouvelle régle d’inférence appelée “régle de nécessitation” (Nec) :

g
qui nous permet de passer de n'importe quel théoréme “@” a sa nécessitation [TIpII]

Il est important de distinguer cette régle d’inférence, qui n’est applicable qu’a des théorémes d’'une
phrase de la forme “p — [p”1Si une telle phrase était dérivable dans un systéme modal, ce systéme
modal serait trivialisé :

Dans le nouveau calcul K, nous construisons des preuves de la méme maniére que dans HC. Voici par

exemple une preuve de “ [L(pICq) - (T

O KLCpLg-p H
@ K[ Lq) - p) Nec de (1)
(® K @ Cq) - p) -~ (CpICg) - [py K
(» K [plCq) - [p1 (MP) de (2) et 3)
® KLy -q H,
(6) K LI q) - q) Nec de (5)
¢ K I Cq) - q) - (KplCg) - Cgy K
® K plcg) - g1 (MP) de (6) et (7)
(9 K CO(pltg) - - ((HpItg) - - (Kplg) - (CpI1m)) H,
(o) K [[I(plq) - Y- (plCg) — (CpIIm)y) (MP) de (9) et (4)
G K C(plCqg) - (Cp I Imy (MP) de (10) et (8)

D’autres théorémes de K sont par exemple :

() “(pIImd- gy
() “( gl [pirgy
@Gi) “( Cpgyde C(picqy”
Gv) “ [pICqY - (Cp T

Par contre, les suivants ne sont pas des théorémes de K :

(@) “ [plCq) - (CprImy

() “(pITml- C(piCq)y
(i) “ p+ p”
Comparons le théoréme (ii) avec le non-théoréme (i), nous notons une similarité entre I'opérateur de
nécessité “ ek le quantificateur universel : ([P T T~ [(pICq) et (Cp TRl [(pICG)sont des
théorémes, au méme titre que le sont (X [CIXP) « X ) et (X CIXP) - X{@ Q) dela
logique des prédicats, mais [(PI1CQ) - ([T Ket X{¢ ) - (IX§ CIXW)) ne le sont pas.

Pour Popérateur de possibilité “ [Z{#t quantificateur existentiel), les relations sont inversées : ils dis-
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tribuent sur la disjonction, mais dans une seule direction sur la conjonction.

Cette analogie nous donne la clef pour la sémantique de la logique modale, qui a été introduite par
Saul Kripke (Kripke 1959 1963ab 1965).

Comme pour la logique des prédicats, nous développons la sémantique de la logique modale pro-
positionnelle en deux étapes : la premiére notion détermine Tunivers modal’ de différents ‘mondes
possibles’, la deuxieéme fournit une interprétation des phrases simples (relative 2 un monde possible).

Définition 80. Un cadre est une paire \W,RCdun ensemble non-vide \N, dont les membres sont appelés

P

“mondes possibles” et une relation binaire R dite ‘duccessibilité” entre ces mondes possibles.

Définition 8x. Un modéle est un triple TW, R, | Cdonsistant en un cadre N\, RUét en une fonction.
1:FmI(L) W - {v, £} (@ppelée “interprétation”) qui assigne a toute phrase et tout monde possible une
valeur de vérité satisfaisant les conditions suivantes :

I S/Qest une P% atomique “p” et. w DM, soit. 1 (@, W) := vsoit. 1 (@, w) :=f

L \4 I((p,W):f
L2 1Gew:= ¢ jow=v
= I(e,wW) =ver I(Y,w) =v
I3 1(e Lw) = f 1w =foul(,w)=Ff
:vl I(e,wW) =voul(Y,w) =v
_Y 1w =@ w =y
15 |((P - llJ:W) = f |(¢,W) :vet,l(llJ,W) =f
S ew=1ww
16 '(<P~L|J’W>;; £ 1(o,w) B 1(W,w)
_ v DRwv - I(@,v)=V)
I oW = ¢ GRwy [Ige.v) = 6

Ix relativise I'attribution des valeurs de vérités a un monde possible spécifique : dans différents mondes
possibles, les phrases simples recevront différentes valeurs de vérités. En ce sens, les mondes possibles
correspondent aux différentes lignes dans une table de vérité.

I2 216 assurent que l'interprétation des connecteurs propositionnelles est consistante avec leurs tables
de vérité : nos mondes seront “logiquement possibles” dans le sens qu’il respectent la sémantique
standard des connecteurs propositionnels.

I7 est la condition qui interpréte 'opérateur de nécessité : une phrase est nécessaire dans un monde
W si et seulement si elle est vraie dans toutes les mondes qui se trouvent en relation R avec w. Etant
donné l'interdéfinissabilité des opérateurs modaux ([TIpII3- [SIC=TLIil est facile de voir que X7 est
équivalent a la condition suivante pour 'opérateur de possibilité :

O . v [MRwv [I{g,v) =v)
I W= ¢ rwy = 1(ov) = B)

Nous adoptons une définition relationnelle de validité :

Définition 82. Une formule propositionnelle ¢ de L "edt valide sur un cadre W, R et seulement si
pour tout modéle. WV, R, | Lt pour tout monde possible W 1NN du cadre, 1 (9, W) = v.

Nous avons un premier théoréme de correction :

Théoréme 83 (Correction de K). Tout théoréme de K est valide sur tous les cadres.
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PRrREUVE 1

Nous avons remarqué (cf. (iii’) ci-dessus) que “ [} p” n’est pas un théoréme de K. Si nous I'ajoutons
comme axiome

(m [ptp

a K, nous obtenons un systéme plus fort, appelé T. Voici quelques théorémes de T :
@® “p - [p7
(i) “ C(pl- [pyt

Pour certaines interprétations de “ 7, Taxiome (T) est trop fort : bien qu’adéquat pour l'interprétation
dite “aléthique” de “ " cdomme “Nécessairement ...”, il exclut une interprétation comme “il est obliga-
toire que ...”. Pour cette interprétation dite “déontique”, un systeme plus faible est plus adéquat, ayant
comme seul axiome supplémentaire a (K) le suivant :

D [p} [pl

Lu “déontiquement”, (D) dit que ce qui est obligatoire est permis : ’il est obligatoire de faire quelque
chose, il n’est pas interdit de ne pas le faire.

Pour les preuves de correction des deux systémes T et D, nous devons considérer de plus pres la
relation R dans notre définition d’un cadre. Dans le cas de K, aucune restriction sur R n’a été adoptée :
n'importe quelle interprétation de R sur W nous donne un cadre sur lequel tout théoréme de K est
valide.

Laxiome (T), par contre, peut étre lu comme restriction aux relations d’accessibilité : il force cette
relation a étre réflexive : si W est en relation avec n'importe quel autre monde Vv, alors forcément W est
en relation avec lui-méme.

Théoréme 84 (Correction de T). Si W, RLesz te/ que DNMINIRWY — RWW), alors tout théoréme de
T est valide sur W, R[]

PreUVE 1

Pour la correction de D, nous remarquons que (D) ne peut étre vrai dans un monde que si ce monde
est en relation R avec au moins un monde. Autrement dit, (ID) sera faux dans un monde si ce monde
est une impasse par rapport a R. Nous appelons un cadre ‘sériel’ si sa relation d’accessibilité n’a pas
d’impasses et prouvons la correction de D par rapport aux cadres sériels :

Théoréme 85 (Correction de D). S W, RUdst ze/ que DWINRWV), alors tout théoréme de D est.
valide sur \W, R[]

PreUVE 1

Notre définition du langage L “permet des modalités itérées comme dans “ [TA"J“ CTA”kt “ [(p]—
L)1 Quelques-unes de ces formules propositionnelles sont des théorémes des logiques modales déja
introduites :

() “«(EIIgd- [pIq) estun théoreme de K
(i) “ LI} [p7est un théoréme de T

(i) “ [T} [T@7est un théoréme de D

Drautres, par contre, ne le sont pas :
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() “[p} [I@"In’est pas un théoréme de T (ni, par conséquent, de D ni de K)
() “= [p3 [=Ip7I’est pas un théoréme de T (ni, par conséquent, de D ni de K)

Si nous ajoutons () 2 T, nous obtenons la logique S4, caractérisée par le schéma d’axiomes suivant :

(9 ) 01

En voici quelques théorémes :
® “ 3 A

() “ s 1

(i) “ (I3 [p7

Gv) “ 1A} 11
) “ III1p3 11
i) “ (I ITad I
Ces théoréemes nous montrent qu'en S4, toute phrase modale est équivalente a I'une des formes

suivantes :

() une phrase sans opérateur modale

(i) une phrase de la forme “ 1" ou “...” ne contient pas d’opérateur modale
(iif) une phrase de la forme “ [C_1” ot “...” ne contient pas d’opérateur modale
(iv) une phrase de la forme “ LI 1.]” ot “...” ne contient pas d’opérateur modale

(v) une phrase de la forme “ CI_I1” ou “...” ne contient pas d’opérateur modale
(vi) une phrase de la forme “ CI'T_I1” ou “...” ne contient pas d’opérateur modale
(vi)) une phrase de la forme “ LT ou “...” ne contient pas d’opérateur modale

Pour la preuve de correction, nous notons d’abord qu’un cadre sur lequel tous les théorémes de S4
sont valides doit étre sériel : puisque S4 contient (D), un cadre avec une impasse servirait comme
contre-exemple a un théoréme. En plus, S4 contient également T - la relation d’accessibilité doit
donc aussi étre réflexive ; elle serait en conséquence automatiquement sérielle. Pour valider tous les
théorémes de S4, la relation d’accessibilité doit non seulement étre réflexive, mais aussi transitive :

Théoréme 86 (Correction de S4). S/ W, RUdst te/ que tWIN{RWYV — Rww) ez, DmIVTU{(Rwv [
Rvu) - Rwu), alors tout théoréme de S4 est valide sur W, R[]

PreUVE L1
Bien que “[p} [IT7koit un théoréme de S4,“— [=1Ip”Ine 'est pas. En ajoutant

(5) -

a'T, nous obtenons un systéme plus fort que S4, appelé S5. Dans 85, les opérateurs modaux distribuent
plus librement sur la disjonction et la conjonction :

@ “(paode Ccamy
() “( ol CplCTo
(i) “( oI CICTgN
Gv) “(pIIHde [CuICIHY1
Grice a ces quatre théorémes de ‘distribution’, toute modalité itérée en S5 se réduit a une modalité
simple : dans toute paire de modalités, nous pouvons effacer la premiére :

® “ [ 01
® “ 3 1
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v “[Ids [p™
W “[TAL [

Comme (4) est un théoréme de S5, S4 est contenue dans S§. La relation d’accessibilité d’un cadre sur
lequel (5) est valide doit donc étre réflexive et transitive. En outre, elle doit étre symétrique, donc ce
qu’on appelle une ‘relation d’équivalence’:

Théoréme 87 (Correction de S5). Si W, RCész tel que DWIN{RwWv - Rww), wivIu{(Rwv [
Rvu) — Rwu), et. WINVIRWV — RVW) alors tout théoréme de S5 est valide sur W, R[]

PRrREUVE 1

En somme, nous avons les COI'I'CSPOI’IdaIlCCS suivantes :

systéme | axiomes cadres

K (K) tous

D (K)+(D) sériels

T (K)+(T) réflexifs

S4 (K)+(T)+(4) | réflexifs et transitifs

S5 (K)+(T)+(5) | réflexifs, transitives et symétriques

14.3 Lalogique modale des prédicats

14.4 Propriétés métalogique de lalogique modale
14.5 Lalogique epistémique

14.6 Lalogique temporelle

14.7 Lalogique déontique

Points a retenir
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Chapitre 15

Les limites du formalisme

15.1 Tarski: I'indéfinissabilité de la vérité

Nous avons vu, a la page 52 que le concept de vérité obéit a un principe de disquotation : Dire d’une
phrase qu’elle est vraie est la dire. Alfred Tarski I’a formulé en sa célebre “Convention T” :

(CT) “p” est vrai si et seulement si p

A la gauche de cette équivalence matérielle, on trouve une phrase du métalangage, a sa droite une
phrase du langage-objet.

15.2 Russell:les paradoxes sémantiques

15.3 L’incomplétude des systemes formels : les théoremes de

Godel

», «

Grelling, “hétérologique” : “X est court” est satisfait par soi-méme - (Grelling et Nelson 1908) ; déja
mentionné a 31

via Lowenheim

Théoréme : (incomplétude de Gédel) Tout systéme formel consistant, et susceptible de formaliser en
son sein l'arithmétique des entiers, est incomplet.

En particulier, il existe des énoncés sur les entiers dont on ne sait pas démontrer, a partir des seuls
axiomes de la logique construisant les entiers, s’ils sont vrais ou s’ils sont faux.

Voici un exemple simplifié de ce que signifie le théoreme de Gddel, autrement dit I'insuffisance des pro-
cédés mécaniques de la logique dans le raisonnement mathématique. Supposons qu’on ait pu construire
une machine qui, étant donnée une formule, répond vrai si elle est capable de prouver que la formule
est vraie, faux si elle est capable de prouver que la formule est fausse, et rien du tout sinon. Soumettons
lui la phrase : ”La machine ne répond pas vrai a cette phrase”

* La machine ne peut pas répondre vrai, car si elle répond vrai, la phrase est fausse, et la machine ne
donne que des réponses justes. * La machine ne peut pas répondre faux, car si elle répond faux, la
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phrase est vraie, et la machine ne donne que des réponses justes.

Conclusion : la machine ne dit rien. Et nous, alors, nous pouvons affirmer que donc la phrase est vraie !
Ce que la machine ne peut pas faire. On ne peut donc pas résumer les découvertes mathématiques a
des procédés purement mécaniques, il faut faire appel a l'intuition!

Berry’s paradoxe : “le nombre le plus petit qu'on peut nommer en dix-huit syllabes”

15.4 L’arithmétique
15.5 Premier théoreme de Godel
15.6 Deuxieme théoreme de Godel

15.7 Lalogique de prouvabilité

Le systeme de la logique de prouvabilité est appelé GL (aprés Godel et Lob) et consiste en K avec le
schéma d’axiomes suivant :

(GL) [Th p) -~ [

En voici quelques propriétés :
) “ [} [I@7est un théoréeme de GL.
(i) “ [ p” n’est pas un théoréme de GL

(i) “ [P+ p) o [7est un théoréeme de GL.

Gv) “((Lp} p) TP} p)) — p” est un théoreme de GL.
(v) “ (I 4 [(qC=h)” est un théoréme de GL.

Sinous abrégions par “Bew p” I'assertion que “p” peut étre prouvé dans une formalisation de P'arithmétique
de Peano PA, nous pouvons prouver en métamathématiques les assertions suivantes :

() Sinous avons PA [p] nous pouvons prouver PA [Bew p.
(i) PA [Bew ([pl- gDJ- (Bew (pD)J1- Bew ([gD)Y1
“Bew ...”, interprété comme opérateur modal, est donc au moins aussi fort que le systeme K.

Dans sa preuve de 'incomplétude de I'arithmétique, Godel montrait le ‘lemme diagonal’ suivant :

@ii1) SiF (X) est un prédicat du langage de PA avec aucune autre variable libre que X, il existe une
phrase p de ce langage tel que PA [l » F([pD)]

Il s’ensuit le premier théoréme d’incomplétude :

Théoreme 88 (Incomplétude de I'arithmétique). SiPAest consistant,elle est incompléte : il existe une
phrase qui peut étre formulée dans son langage mais qui est indécidable (ne peut ni étre prouvé ni étre

déprouveé).

PreUVE “—Bew (X)” est un prédicat avec une seule variable libre, donc il existe une phrase tel que
PA [Cd - -Bew ([pDISi cette phrase était prouvable PA [{, alors nous aurions par MP que
PA [9Bew ([PD)})lce qui contredit PA [Bew ([AD) kjue nous obtenons de (i). Si PA ne prouve pas
de contradiction, “p” n’est pas prouvable et alors “Bew ([pL)7 est faux. Si “—p” était prouvable, alors
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“Bew ([pI)1le serait aussi (par la direction de droite a gauche du lemme diagonal) : donc une fausseté
pourrait étre prouvé. Donc ni PA [plni PA [CHp. 1

M.H. Léb a prouvé en 1954
Gv) Si PA [Bew ([pD)Y1- p, alors PA [l
On obtient le deuxieme théoréme d’incomplétude comme conséquence immédiate :

Théoréme 89 (Deuxiéme théoréme d’incomplétude). SiPAest consistant,alors PA T=Bew ([pl=p 011

PreuUVE Si PA prouvait sa propre consistance, PA [3Bew ([l D,lalors PA [Bew ([plC=pD1-
(p =), d’ou s’ensuit par le théoréeme de Lob que PA [Cpl [=p, ce qui le rendait inconsistant. 1

Points a retenir
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Chapitre 16

Exercices

16.1 Formalisation, validité

1. (2 points) Formalisez le discours suivant :

Si les Etats-Unis n'attaquent pas I'Irak et que le prix de I'essence augmente, la Syrie
attaque Isra€l.Si la Syrie n'attaque pas Israél, I'Iran le fera.Si les Etats-Unis n’attaquent
pas I'Irak, le prix de I'essence augmente ou la Syrie attaque Israél. Si la Syrie attaque
Israél, alors les Etats-Unis attaquent I'Irak.

2. (1 point) Au cours d’une discussion, Sam me dit que mon argument est faux. En me disant cela,
Sam se trompe. Pourquoi?

3. (1 point) Sam sait que si Maria aime Paul, alors elle sera dégue. Joséphine, la soeur de Maria,
connar’t les sentiments de Maria pour Paul. Joséphine aime Paul, et pour cette raison elle lui
ment a chaque fois qu’il lui demande quels sont les sentiments de Maria a son égard. Paul a posé
la question a Joséphine. Cette derniére lui a répondu que Maria ne I'aime pas. Est-ce que Maria
sera dégue ?

4. (4 points) Lesquels des arguments suivants sont valides?

(@) Sijétudie la logique, alors je serai heureux et sage ; je serai heureux et sage ; alors jétudie la
logique.

(b) Napoléon était allemand; les allemands sont européens ; donc Napoléon était européen.

(©) Napoléon était allemand; les allemands sont asiatiques ; donc Napoléon était asiatique.

(d) Napoléon était frangais ; tous les francais sont européens ; donc Hitler était Autrichien.

(e) Si Napoléon avait était chinois, alors il aurait été asiatique ; Napoléon n’était pas asiatique ;
donc il n’était pas chinois.

(f Le réalisme nai’f nous ameéne a la physique et la physique, si elle est vraie, montre que le
réalisme na1'f est faux. Donc le réalisme nar’f, s’il est vrai, est faux; alors il est faux (Russell,
Inquiry into Meaning and Truth).

(@ Sl pleut, on annulera le pique-nique. S’il ne pleut pas, Marie insistera pour aller a la plage,
alors le pique-nique sera annulé. Ou bien il pleuvra ou bien il ne pleuvra pas. Donc le pique-
nique sera annulé.

(h) “Dieu existe.”— “Pourquoi ?” — “La Bible le dit.”— “Mais pourquoi penses-tu que tout ce qui
est dans la Bible est vrai ?” — “Parce que la bible est la parole de Dieu.”— “Et comment sais-tu
cela?” — “C’est ce qui est dit dans la bible.”

5. (3 points) En respectant la convention qui veut que 'on forme le nom d’une expression en plagant
ce mot entre guillemets (et selon la fiction qu’il n’y a pas d’autre usage des guillemets), lesquelles
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des phrases suivantes expriment des phrases vraies ?

(@) Llliade a originalement été écrite en frangais.

(b) “Llliade” est un poéme épique.

(©) Ou bien l'expression “philosophie” commence par des guillemets ou bien

(343 2”9

philosophie
ne le fait pas.
(d) 2+2=4 est une vérité mathématique.
(e) “Berne” et “la capitale de la Suisse” mentionnent la méme ville.
(® “le 42éme président des Etats-Unis” est “le mari de Hillary Clinton”.
() Laphrase qui préceéde ne parle pas de Bill Clinton.
(3 points) Mettez des guillemets de telle sorte que le résultat soit sensé :
(a) Méme si X est la 24eme lettre de P'alphabet, quelques savants ont dit que X est 'inconnu.
(b) Bien que Aristote soit un nom d’Aristote et que Aristote soit un nom d’Aristote, Aristote
est un nom de personne.
(© Philipp est mon nom et bien que je sache ce quest la philosophie, je n’ai jamais compris ce
que les gens veulent dire par philosophie.
(d) Italo Svevo est un pseudonyme de Ettore Schmitz.
(e) Dans la langue francaise,
n’est-il pas amusant de constater que
mot est bien un mot
que nom est un mot et un nom
que adjectif est un mot, un nom et un adjectif
tandis qu’adverbe n’est pas un adverbe

. (1 point) Utilisez la distinction entre la sémantique et la pragmatique pour expliquer la différence

entre les deux assertions “Il pleut, et il ne pleut pas.” et “Il pleut, mais je ne le crois pas.”.

. (2 points) Décrivez deux différences fondamentales entre des langues naturelles et des langues

formelles.

. (3 points) Est-ce que les arguments suivants sont valides ? Si oui, sont-ils /ogiquement. valides ?

(@) Tom est célibataire ou anarchiste. Il n’est pas anarchiste. Donc il est célibataire.
(b) Tom est célibataire ou végétarien. Il n’est pas végétarien. Donc il n’est pas marié.
(c) Tom est célibataire et banquier. Il n’est pas célibataire. Donc il nest pas communiste.

16.2 Les connecteurs propositionnels

1. (2 points) Une erreur s’est glissée dans chacune des tables de vérité suivantes. Laquelle ?

(a) Premiére table :

p q|l-p|lqg--p
vV V F F
V F F \Y
F Vv V \Y
F F |V F

(b) Deuxieme table :
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—-p Cqgl| (-p [q) [T

<

mTn< << <|o
TMT<TI< < T <|a
MTITT< < TTTn<|=
<<<m<m7mmmTd
Mm<T<TTT

<< << <TT

F F vV F
2. (3 points) Faites des tables de vérité pour les phrases suivantes :

@ “~(=p [=h)”

b) “(p @ ) ~ ((p Co) L@@ C))”

3. (4 points) Supposons que “p” abrége “Laura aime Marc”,“q” abrége “Guillaume adore Chantal”
et “r” y “Brigitte flippe pour Jean-Pascal”, Jean dit “=(p [=b|) et Janine dit “p [=(q [=F)”. Si
Jean et Janine ont les deux raison, qui a des sentiments positifs envers qui?

4. (1 point)Si ces deux phrases sont vraies :

— Si Jean-Paul est a la maison, il est avec Jean-Pascal.
— Si Jean-Paul est a la maison, il n’est pas avec Jean-Pascal.

Alors ou est Jean-Paul ?
5. (4 points) Montrez que les phrases suivantes ont les mémes tables de vérité :
(@ “=p” et “ap”
®) “p - q” et “=p I
© “=(p CgY et “=p [
(d) “~(p Cq)’ et “=p [=ly”
6. (2 points) Déterminez si “((p ) () - ((p CJ g CL))” est une tautologie.

7. (1 point) Est-ce que la phrase suivante est vraie :
“Si j’étudie la logique, alors je serai heureux et sage” est le nom d’une phrase.

8. (3 points) Considérez le discours politique suivant :

Si les Etats-Unis n’attaquent pas I'Irak et que le prix de I'essence augmente, la Syrie
attaque Israél.Si la Syrie n’attaque pas Israél,I'Iran le fera.Si les Etats-Unis n’attaquent
pas I'Irak, le prix de I'essence augmente ou la Syrie attaque Israél. Si la Syrie attaque
Israél, alors les Etats-Unis attaquent I'Irak.

Existe-t-il un discours plus court qui aurait la méme table de vérité ? Si oui, lequel ? Quel serait
le discours opposé (contradictoire) ?

16.3 Relations logiques et inférences logiques

1. (5 points) Si possible, mettez les guillemets ou demi-crochets nécessaires pour que les phrases
suivantes deviennent vraies (vous pouvez ignorer I'accord des pronoms) :
(@) Paris est a 'ouest de Berne, mais Berne n’est pas a l'est de Paris.
(b) Le dernier mot de la solution optimale a la question (1a) est Paris.
(©) Le nom du dernier mot de la solution optimale 2 la question (1a) est Paris.
(d) Pour toute phrase @, le dernier mot du dernier mot de ¢ contient plus d’'une syllabe contient
plus d’une syllabe.
(e) La femme de Sarkozy appelle Sarkozy Sarkozy.
(® Il n’est pas le cas que la femme de Sarkozy appelle Sarkozy par le nom de Sarkozy.
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(90 Le dernier mot de (1g) est vulgaire.
(h) Le dernier mot de (1) est vulgaire.
() La premiére lettre de I'alphabet grec est O est satisfaite par un objet B seulement si 3 est
identique a o.
() Pour toute phrase @, @ implique =@ implique ¢ implique @ et =@.
(1 point) Mettez les guillemets nécessaires pour que le ‘limerick’ suivant devienne vrai :
According to W. Quine
Whose views on quotation are fine,
Boston names Boston,
And Boston names Boston,
But 9 doesn’t designate 9.

(5 points) Appelons une ligne du probléme 1 “ncorrigible”s’il n’y a aucune maniére de mettre des
guillemets et des crochets sans que le résultat devienne faux ou du non-sens. Il semble que

(@ (1) est incorrigible.

(i) (1h) n’est pas incorrigible
mais aussi que

@ii1) (1g) est identique a (th)

Mais au moins un de (), (i) et (iii) doit étre faux. Autrement nous aurions une violation du
principe que si X est identique a Y, alors tout ce qui est vrai de X doit aussi étre vrai de y. Lequel
est faux? Et pourquoi?
(6 points) Vérifiez la validité des schémas d’inférence suivants, en montrant que les implications
matérielles correspondantes sont des tautologies :

p-q
qg-r e
(@) p o transitivité
p-r
_4-r augmentation _P=T augmentation
® rp-r ° L prpor 8 2
p-q
() P :p P reductiog P :p q reductio;
) P plj_' simplification
e P :p g X falso quodlibet
® P i q verum sequitur ad quodlibet
P-q
© % modus ponendo ponens
p-1q
h) _|—8 modus tollendo tollens
pLgl
@ Tq modus tollendo ponens
|
P 9 || P9
pFl)q ¥ V|| F
0) =q modus ponendo tollens d E Il v
VIV
F F |V
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5. (3 points) Qu’est-ce qu'une tautologie ? Une contradiction ? Indiquez quels rapports simples il y
a entre tautologies, contradictions et la négation.

16.4 Laméthode axiomatique

1. (3 points) Insérez les concepts suivants dans une colonne du tableau : “formule bien formée”,

” K«

“tautologie”, “validité” (la conclusion ne peut pas étre fausse si les prémisses sont vraies), “régle

» K

d’inférence”, “vérité”, “actes de parole” (question, promesse, ordre etc.), “la différence entre
“et” et “mais” (le fait que le deuxiéme, mais pas le premier, indique un contraste), “vouloir

» « ”» «

dire” (comme dans “qu’a-t-il voulu dire en secouant la téte ?), “axiome”, “preuve”, “conséquence
» «

(sémantique)”, “contexte”.
syntaxe sémantique pragmatique

2. (2 points) Aristote, dans la Mézaphysique N 9 dit :

Soit I'intelligence divine pense, soit elle ne pense rien. Or si elle ne pense rien, elle
est dans un état semblable au sommeil, mais c’est 1a chose contraire a sa dignité. Par
ailleurs, si elle pense, alors soit elle se pense elle-méme, soit elle pense quelque autre
chose. Mais il est absurde qu’autre chose soit objet de sa pensée. Donc elle pense, et
elle se pense elle-méme.

Formalisez les quatre premiéres phrases a 'aide de quatre phrases simples, de maniére a ce que
la derniére phrase s’ensuive des quatre prémisses. Vous avez le droit d’utiliser les inférences
dont vous avez démontrées la validité en réponse a la quatrieme question de la troisi¢me série
d’exercices.
. (2 points) Si “@” est un nom pour la phrase “Si j’étudie la logique, je serai heureux et sage” et si
K
g est la phrase “J’étudie la logique”, quelle est la phrase désignée par L@l (ZIQuelle est la
hrase désignée par ““Je serai heureux et sage” est une conséquence logique de @ et de ”?
P gnee p & q g1q
4. (1 point) Montrez que I'ensemble de formules propositionnelles { “-p =4, “p [=h”,“p - g7,
“p a1} forme un carré d’opposition.
5. (2 points) Lesquelles des assertions suivantes sont vraies ?
(@ Aucune inférence valide n’a de conclusion fausse.
(b) Toute inférence ayant une conclusion vraie est valide.
(c) Toute inférence valide contient au moins une prémisse.
(d) Aucune inférence valide n’a que des prémisses vraies et une conclusion fausse.
(e) Ily a des inférences valides qui n’ont que des prémisses vraies et une conclusion fausse.
(§ Toute inférence ayant des prémisses contradictoires est valide.
6. (2 points) Considérez le connecteur binaire “1” défini comme suit :

P q|pig
vV Vv F
vV F || F
F VvV F
F F \Y
On voit donc que “p | q” est équivalent a “~¢@ [=1)”. Montrez de quelle maniére il est possible



234 16. Exercices
d’ajouter ce connecteur a L et comment, dans ce nouveau langage, on peut définir “=”,“ 71 [71
“”et“o” en termes de “1” (utilisez les lois de Morgan ).

7. (8 point) Montrez que les phrases suivantes sont des théorémes de HC :

@ “(p [q) - (q C)”
® “p- (@ - p)

© “p @) - (-p~0)
@ “p - (@ - (p D))’

16.5 Laméthode des arbres

I.

»

(2 points) Rappelons-nous des définitions formelles de la tautologie et de la contradiction et

définissons une phrase satisfaisable comme suit :

Définition 9o. Une formule propositionnelle @ est satisfaisable si et seulement si elle est vraie

sous au moins une interprétation.

(@ Montrez (de maniére informelle) qu'une formule propositionnelle @ est une tautologie si et
seulement si [est pas satisfaisable.

(b) Montrez (de maniére informelle) qu'une formule propositionnelle @ est satisfaisable si et
seulement si [est pas une tautologie.

(2 points) Formulez deux régles de transformation d’arbres pour la barre de Sheffer et justifiez

intuitivement leur validité.

(2 points) Montrez de quelle maniére définir “ 7 - ” et “ - ” en termes de “ ”dt de “~”.

(4 points) A laide de la méthode des arbres, vérifiez si les phrases suivantes peuvent étre prou-

vées :

@ “p - —=p”

®) “(p - @) « ~(p [=h)”

© “(p - =p) — —p”

() “(p LA L)) - p”

(6 points) Soit “A” le nom d’une inférence :

(@ Si toutes les prémisses et la conclusion sont vraies, peut-on conclure que A est valide ou que
A est non valide ?

(b) Si toutes ses prémisses sont vraies mais la conclusion fausse, peut-on conclure que A est
valide ou que A est non valide ?

(©) Si au moins une de ses prémisses est fausse et sa conclusion vraie, peut-on conclure que A
est valide ou que A est non valide ?

(d) Siau moins une de ses prémisses est fausse et la conclusion est fausse, peut-on conclure que
A est valide ou que A est non valide ?

(e) Si ses prémisses sont consistantes avec sa conclusion, A peut-elle étre non valide ?

(f Si ses prémisses sont inconsistantes et sa conclusion fausse, A-elle peut étre non valide ?

(9) Sisa seule prémisse est une vérité logique et sa conclusion vraie, est-ce que A peut étre non
valide ?

(h) Si ses prémisses sont consistantes entre elles, mais sa conclusion fausse, A peutelle étre
valide ?

() Si sa conclusion est inconsistante avec ses prémisses, A peut-elle étre valide ?

() Si sa conclusion est inconsistante avec ses prémisses, mais que les prémisses sont consistantes
entre elles, est-ce que A peut étre valide ?

(k) Si la négation de sa conclusion est consistante avec 'une de ses prémisses, A peut-elle étre
valide ?
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(D Si la négation de sa conclusion est inconsistante avec la négation de une de ses prémisses, A
peut-elle étre valide ?

(m) Si la négation de sa conclusion est inconsistante avec la négation de une de ses prémisses,
et que A ne serait pas valide sans cette prémisse, A peut-elle étre valide ?

6. (4 points) A l'aide de la méthode des arbres, déterminez les valeurs de vérité des phrases sui-

vantes :

@“p-(@-r),=q--p,pkr

®) “(p ~ —a) Lol (@ Er —~ p) LO)) ~ =p kg - —p”

© “p L@~ r), -p L~ =r) kp - =1

@ “(p - —0) Cg} (=g C@r - p) LE) — =p kT — =p”

16.6 La déduction naturelle

1. (16 points) Démontrez les séquents suivants en utilisant les régles d’inférence de la déduction
naturelle :
@ “p~(p-a),p LA
(b) “==q - p, ~p [Fg”
© “-p-q [3q - p”
Dp-@-r) L~ ~(P-r)
@© “p L - 1)~ =p) ~ (= ~ =q)”
®“(Pp-0qL@-r1) P~ (qLOF
@“P-nN@-n -1
) “=p - p @
( “p g1 g []Y
®“p-a,-p-qg G
& “plglqg-r [CALCH
O “==p,p-q LT
(m) “=(p - q) [H - -g”
() “g - r o [q) - (p COP
(o) “ g =p”
@ “pCdC-aq) -9
2. (4 points) A l'aide de la méthode des arbres, déterminez si les phrases suivantes peuvent étre
prouvées :
@ “(p L@ p) -~ 1)) - (@ - 1)
®) “p - (@ - p)”
@M@~ LE-0q)-(-a)
@ “(@ « =r) @ « =q)) - (r - p)”

16.7 Lalogique propositionnelle

1. (6 points) Formalisez les arguments suivants et prouvez, par la méthode de la déduction naturelle,
qu'ils sont valides (ce qui est difficile dans le cas du troisiéme) :

(a) “Etant donné que Pembryon est une personne, il a droit 4 la vie. Si Pembryon a droit 4 la
vie, alors il est faux que quelqu’un a le droit de lui enlever la vie. Cependant, si 'avortement
est moral, quelqu’un a le droit de lui enlever la vie. Par conséquent, si 'embryon est une
personne, 'avortement est immoral.”
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(b) “Si l’existence de Dieu était probable, alors la phrase qu’ll existe serait une phrase empirique.
Dans ce cas, il serait possible de I'ajouter 4 d’autres phrases empiriques pour en déduire des
conclusions qui ne sont pas déductibles de ces autres phrases empiriques seules. Mais cela
n’est en fait pas possible. Alors il n’est pas le cas que lexistence de Dieu est probable.” (A ].
Ayer, “Language, Truth, and Logic”)

(c) “Si je crois en Dieu, alors s'il existe, je gagne, et s'il nexiste pas, alors je ne perds pas. Si, 2
inverse, je ne crois pas en Dieu, alors, s'Il existe, je perds, et s’Il nexiste pas, alors je ne
gagne pas. Il s’ensuit que si je crois, alors je gagnerai ou je ne perdrai pas, tandis que si je ne
crois pas, alors je perdrai ou je ne gagnera pas.” (En faisant un pari sur I'existence de Dieu
(‘le pari de Pascal’; notez que “perdre” n’est pas synonyme de “ne pas gagner”.)

2. (4 points) Vérifiez au moyen de tables de vérité si les formules suivantes sont des tautologies :
@ “p - —=p”
® “(p - (@) - ((p~ ) LA~ 1))’
© “=(=p - q) ~ (p [=H)”

@ “(p ~ =p) = =P

3. (4 points) Formulez les lois de distributivité et utilisez des tables de vérité pour montrer qu'elles
sont correctes.

4. (2 points) Si P est une tautologie, alors [@ - Y [dn est une également. Démontrez que la
converse est fausse, c’est-a-dire qu’il n’est pas vrai que : si [@ - Y Celst une tautologie, alors )
est également une tautologie.

5. (4 points) Par la méthode de la déduction naturelle, prouvez les phrases suivantes :

@ “p,p-q,p-r LJLA

) “—~p LA -r

© “p [pd L@

d“Co -q) - (p- (g0

16.8 Premier examen probatoire

1. (3 points) Descartes, dans la Troisieme Méditation., raisonne a peu prés ainsi :

Encore que l'idée de la substance soit en moi, si I'idée d’'une substance infinie ne
m’a pas été donnée par une substance infinie, je ne peux avoir I'idée d’une substance
infinie. Par conséquent, il faut nécessairement conclure que Dieu existe.

Cet argument est un enthyméme (il est incomplet et a besoin de prémisses supplémentaires
pour étre valide). Au vu des pages qui précédent, Descartes considére comme accordées les deux
prémisses suivantes :

— Je peux avoir I'idée d’une substance infinie.

— Silidée d’une substance infinie m’a été donnée par une substance infinie, alors Dieu existe.
Montrez que la conclusion s’ensuit avec ces deux prémisses supplémentaires. Vous avez le droit
dutiliser les inférences dont vous avez démontré la validité comme réponse a la quatriéme
question de la troisiéme série d’exercices.

2. (2 points) Montrez que 'ensemble de formules propositionnelles {“—p [g1,“p [=h”,“p - g7,
“g - p” } forme un carré d’opposition.

3. (3 points) En respectant la convention qui veut que 'on forme le nom d’une expression en plagant
ce mot entre guillemets (et selon la fiction qu’il n’y a pas d’autre usage des guillemets), lesquelles
des phrases suivantes expriment des phrases vraies ?

(@) Socrate s’appelle Socrate.
(b) Les grecs avaient plusieurs noms pour “Socrate”.
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(c) Lexpression ““philosophie” commence par des guillemets.
(d) Pour parler de Paris, il faut mentionner “Paris”.
(e) Berne n’est pas la “capitale de la Suisse”.
(f La phrase qui précéde ne mentionne pas la capitale de la Suisse.
4. (3 points) Quelle est la négation (en francais) des phrases suivantes ?
(@) Seuls les fous adorent Aristote.
(b) Il n’y a aucun endroit en Suisse plus magnifique que Paris.
(©) Je n’ai rien dit.
(d) Pour passer 'examen, il est nécessaire de faire les exercices.
(e) Ilviendra seulement s'il est invité.
(® Elle est gentille et intelligente.
5. (3 points) Déterminez si les phrases suivantes peuvent étre vraies ensemble. Si elles ne peuvent
pas étre vraies ensemble, indiquez si la raison est d’ordre empirique, sémantique ou logique.
(@) “Il a mangé.” et “Il n’y a rien qui est tel qu’il 'a mangé.”
(b) “Il est nécessaire que tous les modes soient des attributs.” et “La sagesse est un mode mais
pas un attribut.”
(©) “Si Dieu existe, il est omnipotent.” et “Si Dieu n’est pas omnipotent, alors il nexiste pas.”
(d) “Le train est arrivé a ’heure.” et “Le train avait du retard.”
(e) “Marie n’adore que Guillaume.”,“Toutes les personnes adorées par Marie habitent Paris.” et
"Guillaume habite Paris.”
(® “Il ne réussira pas I'examen sauf s'il fait les exercices.” et “Pour réussir a I'examen, il ne faut
que s’inscrire.”
6. (2 points) Déterminez lesquelles des paires de phrases suivantes sont telles que le premier
membre a la méme table de vérité que le second :
@ “(p C=y) [ et “p C(Fq [T
®)  “~(p CqY et “=p [S”
(© “=p Cqlet “~q [Pl
(d “ap CPet “q C=p”
7. (4 points) Soit “@” est un nom de la phrase “Si jétudie la logique, je serai heureux et sage” et
soit “¢” un nom de la phrase “J’étudie la logique”. Mentionnez quatre différentes conséquences

logiques de L[l QL]

16.9 Deuxieme examen probatoire

1. (6 points) A l'aide de la méthode des arbres, déterminez les valeurs de vérité des phrases sui-
vantes :
@ “(p-0q) ~r, =0~ -pkr
() “(p =) Cgd (p L - p) CO)) » 1 kg - 17
©“(p~-nNCgq- (PO - —p) - 1) Er”
@ “p~q,p~—qkF-p
(© “p [(0 [q), ~q ~ —p |k p [
®“p~(a~r), -r k=(p Lqy
2. (14 points) Démontrez les séquents suivants, utilisant les régles d’inférence de la déduction
naturelle :
@ “p ~ (==p ~ @), ~q [Fp”
®) “(p =) -~ p, ~p Fp [
@P-@-1CH-0-@C-r1)
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@“p~(@-r Ly -r

@© “p T ~ 1) » =) ~ (°r » =q)”
® “p - —~p [Hp”

(® “p Cq) Cp Cql
h“p@o-s),@es)-r AL
@ “=(=p [=h), -p G

¢ “~(@ - p) - -p”

® “ P - p’

O« C=3(p [=p)”

(m) “=p o =q @« ¢

@ “(p » —0) @ - —r) @ - 1

16.10 Lalogique des prédicats

1. (2 points) Classifiez les phrases suivantes selon la distinction “SaP” / “SiP / “SeP” / “SoP” :

(@) “Tous les anges sont immortels.”

(b) “Aucun ange n’est mortel.”

(0) “Chomme est un étre raisonnable.”

(d) “Quelques oeuvres d’art ne sont pas jolies.”
(@ “Quelques oeuvres d’art sont laides.”

() “Personne parmi les hommes n’est sans vice.”

. (1 point) Faites un diagramme de Venn pour la phrase suivante. Est-elle compatible avec “Aucun

F n'est G”?

Tous les F sont G et tous les G sont F.

. (2 points) Soient les cartes suivantes :

On sait que chaque carte comporte une lettre de I'alphabet d’'un c6té et un chiffre de l'autre.
Supposez que I'on fasse I'affirmation suivante :

S’il y a une voyelle d'un c6té de ces quatre cartes, il y a un nombre pair de 'autre coté.

Combien de cartes faut-il retourner au minimune. pour vérifier cette affirmation ? Lesquelles ?

. (1 point) Est-ce que les phrases suivantes peuvent étre vraies ensembles; si oui, comment ? (uti-

lisez le prédicat “personne(X)” et la relation “X aime y”)
(@) Toute personne aime quelqu’un.
(b) Personne n’est aimé par tout le monde.

. (2 points) Formalisez les deux phrases suivantes dans le calcul des prédicats (avec “oiseau(x)”,

»

“corbeau(x)”, “personne(X)”, “blanc(x)”, “noir(x)”, “vertueux(x)”, “heureux(x)”) et dites s’il s’agit

ou non de tautologies (de la logique des prédicats) :

(@ S’ily a des oiseaux blancs et pas de corbeaux noirs, alors certains oiseaux ne sont pas des
corbeaux.

(b) S’il est vrai que, si tous les gens sont vertueux, alors tous les gens sont heureux, alors tous les
gens vertueux sont heureux.

6. (1 point) Formalisez les deux énoncés suivants dans le calcul des prédicats. Ces deux énoncés
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sont-ils sémantiquement équivalents ?

(a) Tous les hommes ont une cervelle de moineau.

(b) Seuls les hommes ont une cervelle de moineau.
7. (3 points) Soient les abréviations suivantes :

“a” pour le nom propre “Aristote”

“s” pour le nom propre “Socrate”

“Ph(...)” pour le prédicat unaire “... est un philosophe”
“Po(...)” pour le prédicat unaire “... est un politicien”
“S(...)” pour le prédicat unaire “... est sérieux”
“AC.., ) pour le prédicat binaire “... admire - --”
“R(.., ) pour le prédicat binaire “... respecte - --”

Ainsi, on peut écrire “S(S)” pour “Socrate est sérieux”,“A(S, a)” pour “Socrate admire Aristote”,
“ X(P h(x))” pour “il y a un philosophe” etc.
Au moyen de ces abréviations, donnez une formalisation dans le langage du calcul des prédicats
de chacune des phrases suivantes (lorsqu’une phrase est ambigué, donnez les deux formalisations
possibles) :
(@) “Les philosophes sont sérieux.”
(b) “Les philosophes ne sont pas tous sérieux.”
(©) “Quelques philosophes sont politiciens.”
(d) “Tout politicien s’admire.”
(e) “Tout philosophe respecte Aristote.”
(H “Certains philosophes respectent Aristote et Socrate.”
(g) “Tous les philosophes admirent un politicien.”
(h) “Les philosophes respectent les politiciens sérieux.”
(® “Aristote est admiré.”
8. (2 points) Formulez, dans le langage naturel, des phrases contradictoires aux phrases suivantes
(indiquez les ambigur'tés la ot ily en a) :
(@) Tout ce qui brille n’est pas d’or.
(b) Cette salle est 2 moitié vide.
(c) Tous les chemins ménent a Rome.
(d Certains Québécois ont au moins deux voitures.
(e) Les chiens ont quatre pattes.
(® Le chien est un animal.
(g) Le pingouin est mon animal préféré.
9. (6 points) Soit L™ une langue de la logique des prédicats avec I = {0}, J = {0, 1,2}, K = {0, 1},
A() =2, u(0) =1, u(1) = u(2) = 2. Nous remplacons les signes non-logiques par les suivants :

.Ro--- C1...<--.
fo(.) [1—..
0. ) ..+
folcoiy0) ... %
Co 10
C1 11
(@) Les expressions suivantes sont-elles des termes de L™ ?
@® “0”
()  “x+1717

(111) “« +X1”
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G(v)  “X1%x”
&  “Xyx(0+1)
i) “2”
(b) Les expressions suivantes sont-elles des formules atomiques de L™ ?
@ “xa+1

@Y “o+o0mm
GiY  “(xy <1) 1M
h  “Id(x1 =< (0+1))
&y “o0+180x1"
@i “x =17
() Les expressions suivantes sont-elles des formules de L™ ?
™y «o
(IIEW “X1+1=x¢"
GiY  “Bg(x1 < (0+1))”
WD “1+ (xg % (0+1))”
@ “(1+1) r@=<1)
i “IX3(x1 < (0+ 1))
(d) Dans lesquelles des formules suivantes L™ la variable “X;” a-t-elle une occurrence libre ?
(M “x;+1<1”
G “Dd=(xq [0+ 1))
G “BA+ (X2 X (0+ 1) < x1))”
(™Y “xd(0 = x1) (0 < 1) CIITX)”
¢ a0 =x1) - (1 0x3))
GiY “ X (X2 < X1)”

16.11 Laméthode des arbres

1. (3 points) Vérifiez (de maniére intuitive) si I'argument suivant, dont les prémisses sont (1) a (10)
et dont la conclusion est (11), est valide. A chaque étape, n'utilisez que deux phrases 2 la fois et
en déduisez une troisieéme. Supposez que l'univers de discours ne contient que des animaux.

(1) Tous les animaux dans la maison sont des chats.

(2) Tout animal est susceptible d’étre mon ami s’il adore la lune.
(3) Sije déteste un animal, je évite.

(4) Aucun animal n’est carnivore, sauf s’il chasse la nuit.

(5) Aucun chat ne parvient pas a tuer des souris.

(6) Aucun animal ne s’habitue & moi, sauf ceux qui sont dans la maison.
(7) Les kangourous ne sont pas susceptibles d’étre mes amis.

(8 Seuls les carnivores tuent des souris.

(9) Je déteste les animaux qui ne s’habituent pas a moi.

(1o) Les animaux qui chassent la nuit adorent toujours la lune.
(1x) Donc, j’évite les kangourous.

2. (2 points) Donnez des phrases en francais dont les formules suivantes sont des formalisations :
@ “D(Dx - (Cy [EY) - Hxy))”

(b) “ xX{(Dx [EX) - Pax)”

3. (3 points) A l'aide de la définition de validité, justifiez la vérité des phrases suivantes :

(@ “IX(FXx - Gx), X{Gx - —HXx) k X{Fx - ~HXx)”
(b) “X{FX - GX) k ~[X{Fx [=5X)”
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(© “IX{Fx - GX), X{-GX) k X{-Fx)”
4. (4 points) A l'aide de la méthode des arbres, trouvez des modeéles pour les phrases suivantes :
(@ “ XIy(Rxy) [TXIy(-Rxy)”
(b) “ X (—~Sxx) [IXIyIz{Sxy [Syx [=Bxz)”
(© “ XIyARxy) [IXK-Rxx) [SIXIy(Rxy —» Ryx)”
(d) “ XTIy Rxy [IXFRxx [IXIy(Rxy [=Ryx)”
5. (4 points) Déterminez si les phrases suivantes sont valides a l'aide de la méthode des arbres :
(@ “ XIYARxy) - YIXKRxy)”
b) “IXXFx) - X(Fx)”
© “~“OPy) - yAFy - XFx)”
(d “IX(FX - (Gx [HX)) » X((Fx [GX) - HXx)”

6. (4 points) Soient les abréviations suivantes :

“p”pour “IXIyK(Rxy - Ryx)” (“la relation R est symétrique”)
“Q”pour “IXIyIZY(Rxy [Ryz) - Rxz)” (“larelation R est transitive”)
“r’pour “IXIYIRXy - Rxx)” (“la relation R est réflexive”)
“s”pour  “[IXIy(Rxy)” (“la relation R est ‘ouverte”)
“?pour “IXIyIRxy - —Ryx)” (“la relation R est antisymétrique”)

(@) Prouvez, par la méthode des arbres, la phrase suivante :

O EC@-r

(b) Montrez qu'il n’est pas possible de trouver un modele pour la phrase suivante par la méthode
des arbres :

(2 —((q CsI@) - XIy{-Ryx))

(© Donnez un exemple d’une structure dans laquelle (2) est vraie.

16.12 Ladéduction naturelle

1. (14 points) Par la méthode de la déduction naturelle, prouvez les séquents suivants :
(@ “IX{FX - =Gx), X(Hx - Gx) [IX{Fx - =HXx)”
b) “IX(Gx - =Fx), X{HXx - Gx) [CIX{Fx —» =HXx)”
(© “IXFx » Gx) [Ix{Fx) » X{Gx)”
(d) “IXGx - ~HXx), X{Fx [GX) [IX{Fx [=HXx)”
(e “IX{HX - GXx), X(Fx [=6GXx) [CIX{Fx [(=HXx)”
® “IX{Fx - Gx) [IX{Fx) - X{Gx)”
(@ “IX{Fx [GX) [CIX{Fx) CIX{GX)”
(h) “IX(Fx) [IX{Gx) [IX({Fx [GK)”
@ “IX{Fa - Fx) [Fa - [X(Fx)”
() “IX@Fx) - Fa CIX{Fx - Fa)”
(k) “ XIy(Rxy) CIFIX{Rxy)”
() “ XIy(Rxy) [CIyIX{Rxy)”
(m) “X(Fx - Gx) [Ix{y(Fy [Rky) -~ ¥(Gy [RKy))”
(n) “IX(Fx [Gx), X(Fx [CI¥(Gy - —-Rxy)) [CIX(Fx [SIy(Fy - Rxy))”

2. (6 points) Dites si les applications suivantes des régles de déduction naturelle pour les quantifi-

cateurs sont correctes. Si elles ne le sont pas, dites pourquoi.
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(@
I XTZ(F xz [CGIxz)
2 XTZ(F xz [CGIxz)
(b)
I XTZ(F xz [CGIxz)
2 XTz(F xz [CGIxz)
©
I Fba
2 Fba
(d)
I [X{F xa)
X{F xa)
(e)
I Fab - [X{Gax)
2 Fab - [X{Gax)
®
I X{F xa CGbx)
2 X({F xa [CGbx)

16.13 Formalisation dans lalogique des prédicats

[IxIZz(Fxz [Gixz)
[1z({Faa [Ghz)

[IxXTz(F xz [CGIxz)
[Iz(Faz [Gbhz)

[Hba
CIyqF by)

[CIX(F xa)
Iy IX{F xx)

[HFab - [X({Gax)
COy(Fay - [X{Gax))

[CIX{F xa [CGbx)
[CFba [Ghb

1. (1 point) Faites un diagramme de Venn pour la phrase suivante :

prémisse

de (1) par (SU)

prémisse

de (1) par (SU)

prémisse
de (1) par (GE)

prémisse

de () par (GE)

prémisse

de (1) par (GU)

prémisse
de (1) par (SE)

Une chose est flexible si et seulement si elle est soit granulée soit lourde.

2. (5 points) Formalisez les arguments donnés dans le langage de la logique des prédicats et vérifiez
s’ils sont valides avec des diagrammes de Venn :
(@ Tous les témoins qui sont des actionnaires sont des employés. Tous les témoins sont soit des

employés, soit des actionnaires. Donc, tous les témoins sont des employés.
ployes, ) ploy

(b) Toute personne qui connar’t Jeanne et Marie admire Jeanne. Quelques personnes qui connaissent

Jeanne ne 'admirent pas. Donc, il existe quelqu’un qui connai’t Jeanne mais pas Marie.
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(¢) Aucun pingouin européen n’est noir; tous les pingouins noirs sont européen. Donc, aucun
pingouin n’est noir.

(d) Seuls les mar“tres de conférence parlant anglais sont éligibles ; certaines personnes parlent
anglais mais ne sont pas des mai’tres de conférence ; donc certaines personnes qui ne sont
pas éligibles parlent anglais.

(e) Tout est soit une substance, soit un attribut ; les modes ne sont pas de substances. Donc, les
modes sont des attributs.

3. (2 points) Formalisez les phrases suivantes dans le langage de la logique des prédicats :

(@) Si tous les commandeurs doivent étre renversés, alors aucun commandeur ne doit pas étre
renversé.

(b) Tout oiseau qui n’est ni nuisible ni dangereux n’est pas un rapace.

(©) Quelques champignons sont a la fois répandus et vénéneux.

(d) Quelques champignons sont répandus et quelques champignons sont vénéneux.

4. (2 points) Formulez en langage ordinaire les négations des phrases (c) et (d) de la troisieme
question. (c) et (d) ne sont pas logiquement équivalentes dans la mesure ot 'un des deux implique
lautre, mais la converse (que la deuxiéme implique la premiére) n’est pas vraie. Dans quel sens
va l'implication ?

5. (3 points) Parmi les énoncés suivants, trouvez ceux qui sont équivalents et ceux qui sont la
négation 'un de l'autre. Formalisez chacun des énoncés en langage de la logique des prédicats :
(@ Les amours heureuses sont imaginaires.

(b) Les amours imaginaires sont heureuses.

(c) Les amours malheureuses ne sont pas imaginaires.

(d) Il n’y a pas d’amours heureuses qui ne soient imaginaires.

(e Iln’y a d’'imaginaire que les amours heureuses.

(f Toutes les amours imaginaires sont heureuses.

6. (3 points) A l'aide de la méthode des arbres, prouvez les phrases suivantes :

@ “IX(Fx) - MFy)”

b) “(X{Fx - Gx) [IX({Fx [Hx)) - X{Gx [HXx)”

(0 “XIyIzASxyz) - YIXIZ{Sxyz)”

7. (4 points) Par la méthode de la déduction naturelle, prouvez les séquents suivants :

(@ “IX{Fx - Gx), X{Hx » =Gx) [CIX{Fx - = HXx)”

b) “IX((Fx [GX) - Hx), Xh(Hx) CIxh(Fx)”

(0 “IxX{Fx [Gx) [CIX{Fx) CIX(Gx)”

d “IX(Fx - Fa) CIx(Fx) - Fa”

16.14 Lalogique des prédicats

1. (10} Formalisez (supposez que le domaine de quantification est la totalité des étres humains) :
(@) Suzie est F.
(b) Sam est F.
(©) Quelques D sont F.
(d) Tout D est F.
(e) Seulsles D sont F.
(® Aucun H n'est F.
(@ Quelques H ne sont pas F.
(h) Sam n’est pas F.
(@ Suzie a tué Sam.



244

16. Exercices

() Quelqu’un a tué Sam.

(k) Sam a tué quelqu’un.

(0 Quelqu’un a tué quelqu’un.

(m) Quelqu'un s’est tué.

(n) Personne ne s’est tué.

(0) Quelqu’un a tué tout le monde.

(p) Quelqu’un a été tué par tout le monde.

(@) Iy aun S entre Sam et Suzie.

() Chaque douanier hait un coureur. [n’importe lequel}

(s) Quelques coureurs aiment chaque douanier.

(© Ilyaun coureur har” par tous les douaniers fous.

(W Quelques C nont la relation P avec aucun FD.

) Quelques C ont la relation P seulement avec des D qui ne sont pas F.
(6 points) A l'aide de la méthode des arbres, vérifiez la validité des phrases suivantes. Décrivez
des structures dans lesquelles les converses de (b) et de (d) sont fausses.
(@ “IX(Fx [GX)  (X{Fx) CIX(GX))”

b) “(XFx [TXGX) — [X{Fx [GX)”

(0 “IXXFx [GKX) ~ (IX{Fx) CIX({Gx))”

(d) “X(Fx [GK) - (IX{Fx) [IX{Gx))”

16.15 Troisieme examen probatoire

(3 points) Formulez les lois de Morgan pour la logique propositionnelle et utilisez des tables de
vérité pour montrer qu’elles sont correctes.

(2 points) Déterminez lesquelles des paires de phrases suivantes sont telles que le premier
membre a la méme table de vérité que le second :

@ “(p C=by) [ et “p [(Fq CO)

(b) “=(p Cq) et “—p C=hy”

(2 points) Considérez les deux phrases suivantes :
I Chaque douanier fou hait un coureur.
2 Il'y a un coureur qui est hai” par tous les douaniers fous.

(@) Est-ce que 'une de ces phrases est structurellement ambigiie ? Si oui, laquelle et entre quelles
deux formes logiques est-elle ambigiie ?

(b) Est-ce que 'une de ces phrases implique sémantiquement l'autre et si oui, dans quel sens va
I'implication ?

(3 points) Formalisez les phrases données dans un langage de la logique des prédicats et formulez,

en frangais, des phrases contradictoires aux phrases données (a) a (c) :

(@ Quelques champignons sont répandus et quelques champignons sont vénéneux.

(b) Tous les chemins meénent a Rome.

(0) Seuls les fous adorent Aristote.

(5 points) A I'aide de la méthode des arbres, prouvez les phrases suivantes :

@ “(p - @) ~ (=p LGy’

® “((p » (p L) [P - @7

© “IXfFx - Ga) - (xX(Fx) - Ga)”

d) “Ga - (X{Fx) - X{Fx))”

(5 points) Par la méthode de la déduction naturelle, prouvez les séquents suivants :

@ “p,p - g, p~r gL

b “pC@p-r,q-r [OLCA
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© “IX(F x) [TX(GX) [IX(Fx [GK)”
(d) “IX{Gx - Hx), X{Fx [Gx) IK{Fx [CHX)”

16.16 Quatrieme examen probatoire

1. (2 points) Montrez au moyen de tables de vérité que les formules suivantes sont des tautologies :
@ “p - p”
G “(pLP -1) - ((p-r1) LA~ 1)
© “=(=p [q) « (p C=0)”
@ “(p - a) ~ =(p L=h)
2. (4 points) A l'aide de la méthode des arbres, vérifiez si les phrases suivantes peuvent étre prou-
vées :
@ “(=q - p) » (=p - (=4 - P))”
®) “=(p « @) = (p - —0)”
© “(p L) ~ (P~ @) - )
@ “(p -~ ) LAY L@ - 5)) ~ (s - p)
3. (4 points) Par la méthode de la déduction naturelle, prouvez les séquents suivants :
@“p-q,p-r - (qCoy
®“p-gq,r-s - (qLsy
© “CB - (q (=)’
@ “p g
4. (2 points) Expliquez
(@) ce qu'est un terme singulier
(b) ce qu’est une phrase ouverte
(c) quelle est la distinction entre usage et mention
(d) ce qu'est un systéme formel axiomatique
(e) ce qu’est I'analyse Russellienne d’une description définie
5. (2 points) Expliquez, en vos propres mots, les distinctions (i) entre variables et constantes indi-
viduelles et (ii) entre noms propres, indexicaux et descriptions définies.
6. (3 points) A l'aide de la méthode des arbres, prouvez les phrases suivantes :
(@ “IXKFX - GX) » (X(Fx) - X(Gx))”
b) “IXFX - GX) - (X(Fx) —» XXGx))”
(© “(XXFx -» Hx) [IX{GXx - Hx) [CIX Fx [GX)) » X(Hx)”
7. (3 points) Par la méthode de la déduction naturelle, prouvez les séquents suivants :
() “ XIyIz(Sxyz) [CIyIxI1z{Sxyz)”
b) “X(Fx), X{Gx) [IX{Fx [G)”
(0 “IX{Fx [Gx) [CIX{Fx) CIX{Gx)”

16.17 Cinquieme examen probatoire

1. (2 points) Faites des tables de vérité pour les phrases suivantes :
@  “((=p - Q) L@ - (p 0S)) [=6) ~ (p CaY
(b) “=(p Q) & (—p C=hp)”
2. (3 points) La police arréte trois suspects : Maria, Sam et Jonathan. Ils font les témoignages
suivantes :
— Maria : “Jonathan est innocent, mais Sam ne l'est pas.”
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— Sam : “Si Maria n’est pas innocente, alors Jonathan ne U'est pas non plus.”
— Jonathan : “Je suis innocent, mais au moins I'un des deux autres ne l'est pas.”
Abrégeant “Maria est innocente” par “p”, “Sam est innocent” par “q” et “Jonathan est innocent”
par “r”,
(a) exprimez les trois témoignages comme formules de la logique propositionnelle et faites-en
les tables de vérité
(b) utilisez ces tables pour déterminer
@ si les trois témoignages sont consistants ;
(i) sil'un des trois témoignages s’ensuit d’un autre (et si oui, lequel s’ensuit duquel) ;
(iii) qui a menti si tous sont innocents;
(iv) qui est innocent et qui est coupable si les trois témoignages sont vrais;
(v) qui est innocent et qui est coupable si le ou les innocent(s) a/ont dit la vérité et que le
ou les coupable(s) a/ont menti.
3. (3 points) Formalisez les phrases et formulez, en frangais, des phrases contradictoires :
(@) “Quelques champignons sont répandus et quelques champignons sont vénéneux.”
(b) “Aucun pingouin n’est fou.”
(©) “Il viendra seulement s’il est invité.”
(d) “Elle n’est ni gentille ni intelligente.”
(e) “Il'y a un philosophe qui est adoré par tous les douaniers fous.”
(® “Le roi de France est chauve.”
4. (6 points) Par la méthode de la déduction naturelle, prouvez les séquents suivants :
(@ “ @ [=p”
G “pC@p-r,q-r 0L
@“P-nNC@-r Q-1
(d) “X(Fx) CIX({Gx) [Ix{Fx [CGK)”
(e “IX{Gx - Hx), X{Fx [GKX) [IK({Fx [HXx)”
O “IXFx - Gx), X{Hx - =Gx) [CIX{Fx - =HXx)”
5. (4 points) A l'aide de la méthode des arbres, prouvez les phrases suivantes :
@ “(p - @) ~ ~(p C=)”
®) “((p £@ ~ 1)) CGEp L@ ~ =r))) - (p —» )7
(©) “ XIyARxy) - YIXIRxy)”
(d) “(XIy(Rxy - Ryx) [IXIyI1z{(Rxy [Ryz) - Rxz)) » IXI¥{Rxy —» Rxx)”
6. (2 points) Montrez que les phrases suivantes ne sont pas des théorémes de la logique des prédi-

cats :
(@ “IX{Fx [GKX) - (IX{Fx) [IX{Gx))”
(b) “ XIy(Rxy) - YIX({RXy)”



Glossaire

Mots possédant une autre signification en logique, en philoso-

phie ou en mathématiques que dans le langage ordinaire

I.

2.

3.

“Phrase.” : unité syntaxique constituée d’au moins un groupe nominal (NP) et d’'un groupe verbal
(VP) et terminée, dans le cas des phrases assertives, par un point; les phrases, dans ce sens, ne
sont ni ambigiies ni indexicales : elle gardent leur valeur de vérité sans considération pour o,
quand et par qui elles sont prononcées.

“Proposition.” : ce qui est exprimé par une phrase ; le contenu d’une phrase ; ce qui posséde (méme
essentiellement) une valeur de vérité.

“Argument.” : 'ensemble d’au moins une prémisse et d'une conclusion qui vise & donner une
raison de croire la derniére.

Vocabulaire technique spécifique a la (philosophie de 1a) lo-
gique

1.

(%N}

7-

“bien formé”[“mal forme” : qualifie les phrases construites en accord avec les regles syntaxiques
d’un langage / celles qui ne le sont pas.

. “Validité”” (d’un argument) : pour étre valide, un argument doit étre tel que si I'on accepte ses

prémisses, on accepte aussi sa conclusion ; ou, en d’autres termes, il doit contenir une conclusion
obligatoirement vraie si ses prémisses sont vraies.

. “Solidit¢” (d'un argument) : pour étre solide, un argument doit avoir toutes ses prémisses vraies.
. “Solidit¢” (d'un calcul) : pour étre solide, un calcul doit contenir exclusivement des théorémes

qui sont des tautologies (logiquement vraies).

. “Complétude” : pour étre complet, un calcul doit permettre la déduction de n'importe quelle

tautologie (phrase logiquement vraie).

. “Vérifacteur” : ce qui, dans le monde, rend une phrase donnée vraie ; par ex. Sam, le chien, dans

le cas des phrases “Sam existe” ou “Il y a des chiens”.
“Falsifacteur” : ce qui, dans le monde, rend une phrase donnée fausse ; par ex. Sam, le chien, dans
le cas des phrases “Sam n’existe pas” ou “Il y n’a pas de chiens”.
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