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PREMIERE PARTIE
QUELQUES NOTIONS DE BASE DU CALCUL DES
PROBABILITES ET DE L’ANALYSE STATISTIQUE
CHAPITRE 1

VECTEURS ALEATOIRES

Définition

On peut associer a tout résultat possible w d’une expérience aléatoire un vecteur X (w) €
R*. Si pour tout = = (x1,...,zx) € R¥, 'ensemble:

{w|X’i(w)§$i7 Z:Lak}
est un événement dont on peut calculer la probabilité, la fonction X (w) est dite mesurable

et X porte le nom de vecteur aléatoire. Il est discret si X (w) prend ses valeurs dans un
ensemble dénombrable, continu sinon.

1.1 Distribution jointe

Dans le cas discret et continu, elle peut s’énoncer comme:
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1.2 Densité jointe

e (Cas discret:

fX17"'7Xk ($1, .. .,zk) = P[(Xl = $1) N (XQ = $2) n...N (Xk = $k)]

e Cas continu: la fonction de densité est la fonction dont I'intégrale donne la fonction
de distribution. Formellement, fx = fx,.. . x,, est la densité jointe du vecteur X =
(Xl, ce ,Xk) si:

Tl 1
Fx(wl,...,zk):/ / fx (u1,...,ug)duy ... dug

Note

Dans tout ce qui suit, nous supposerons pour alléger la notation que k = 2. La généra-
lisation a k£ > 2 est facile et les définitions pertinentes se trouvent dans la littérature. On
étudiera donc un vecteur (X,Y).

Exemples

e Cas discret: Le tableau suivant donne les valeurs de deux variables X et Y et les
probabilités que le couple (X,Y') prenne la valeur (z,y):

X

0 1 2
v 0 020 0,20 0,10 | 0,5
1 0,40 0,06 0,05 | 0,5

0,60 0,25 0,15
On obtient:
fxy (0,0) =0,2 ; fxy (0,1)=0,4 ; etc.
FX,Y (1,0) :0,4 ] FX7y(1,1) :0,85 ; etc.

e Cas continu:

2 2
fxy (z,y) = ! eXp( w——y—)

2mo109 20% 203

(densité jointe de deux variables normales centrées indépendantes)

En intégrant cette densité sur [a,b] X [¢,d], on obtient P[(a < X <b)N(c <Y < d)]
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1.3 Densité marginale

e (Cas discret:

fx(zi)

fy (y5)

e Cas continu:

fx(z)

fy ()

Exemple

fo,y (zi,y5)
fo,y (zi,y5)

+oo
/ fxy (z,y) dy

— 00

+oo
/ fX7Y (zay) dx

Pour les densités jointes données précédemment a la section 1.2:

(a) fx(0)=10,6 ; fx(1)=0,25 ; [fx(2)=0,15
)=0,5 ; (

fr(y) =
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1.4 Densité conditionnelle

e Cas discret: les densités conditionnelles s’obtiennent a partir de la définition d’une

probabilité conditionnelle P(A|B) = PE;E;?)

Donc:

Fxiy (x| y5) = %

(définie si fy (y;) # 0).

e Cas continu:

_ fX7Y ($,y) si
fxy (@]y) = A fy(y) #0

Note: cette fonction dépend d’une réalisation particuliere de Y. Cette fonction est donc
aléatoire car Y est aléatoire (on peut dire aussi qu’elle dépend d’un parametre aléatoire).

Exemple pour les densités jointes données précédemment (section 1.2):

(a) Cas discret:
fX|Y (O | 0) =0,4
fX|Y (1 | 0) =0,4
fX|Y (2 | 0) =0,2
Les valeurs de fx|y (x| 1) sont celles d'une autre densité.

(b) Dans le cas continu, on avait fxy (z,y) = fx(z)fy (y). Donc fxy (z|y) =
fx ()

1.5 Indépendance

e Cas discret: X et Y sont indépendantes si pour tout ¢ et pour tout j, on a:

fxy (xi,y5) = fx (i) fy (y5)

Dans ’exemple précédent (section 1.2, cas discret), X et Y ne sont pas indépendantes,
car:

fxy (0,0)=0,2# fx(0)fy(0) =0,6-0,5

e Cas continu: X et Y sont indépendantes si pour tout x et pour tout y, on a:

fxy (z,y) = fx(x)fy (y)
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Dans 'exemple précédent (section 1.2, cas continu), on a 'indépendance.

Propriété tres importante
Si X et Y sont indépendantes, alors: E(XY) = E(X)E(Y). La réciproque n’est pas
vraie en général!

Exercice. Démontrez la propriété précédente dans le cas continu.

1.6 Covariance

Définition

Cov(X,Y) = E[{X — E(X)}{Y — E(Y)}]

Exercice
Montrez que Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
Propriété importante (conséquence de 1'exercice)

Si X et Y sont indépendantes, alors Cov(X,Y) = 0. La réciproque n’est pas vraie en
général!

Contre exemple montrant que la réciproque n’est pas vraie.

X

-1 0 +1
1] 3 1 5
16 16 16 16
3 3 6
Y 0 16 0 16 16
1 3 1 5
+1 16 16 16 16

5 6 5

16 16 16

On n’a pas l'indépendance, car

6 6

fxy (0,0) = 0# fx(0)fr(0) = 5 1
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Mais la covariance est nulle:

1 3 1 3
EXYy) = 1.-— = —1.= =
(XY) ]6+016 16+016+00
+0 3 1- 1+0 3+1 1—o
16 16 16 16
5 5
EX) = -—— — =
(X) 16+0+16 0
5 5
EY) = -—— = =
(Y) 16+0+16 0
— Cov(X,Y) = EXY)-EX)EY)=

1.7 Espérances conditionnelles et partielles

L’espérance conditionnelle s’évalue a partir de la densité conditionnelle.

e Cas discret: B (X |Y =y;) = >, zifx|y (xi | y5)
e Cas continu: E (X | Y = y) f_ zfxyy (x| y)de

Dans I’exemple de la section 1.2 (cas discret):

E(X|Y=0) = 04-040,4-14+0,2-2=0,8
E(X|Y=1 = 08-040,1-14+0,1-2=0,3

Propriété tres importante
BE(X) = Ey[E(X|Y)]
Cette propriété porte le nom de “loi des espérances itérées” (Law of Iterated Expecta-

tions). Elle est analogue au théoreme de la probabilité totale: une espérance incondition-
nelle, tout comme une probabilité inconditionnelle, peut étre évaluée a 1’aide d’un arbre.
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e Loi des espérances itérées dans le cas discret:
E(X)=) EX|Y=y)P(Y =y)
J
e Loi des espérances itérées dans le cas continu:

+oo +o0o
E(X)= / fr () / cfxyy (@] y)de dy

— 00 — 0o
(& J/

B(X|Y)

Exemple pour le cas discret (données de la section 1.2):
e Onavuque E(X |Y=0)=0,8et E(X|Y=1)=0,3.

e Par ailleurs P (Y =0) =0,5et P(Y =1) =0,5. Ey[E (X | Y)] est la moyenne des
espérances conditionnelles:

Ev[E(X|Y) = EX|Y=0PY=0+EX|Y=1)P(Y =1)
~ 0,8:0,5+0,3-0,5=0,55

e Il est facile de vérifier a I’aide de la densité marginale que 0, 55 est bien égale a F(X):

E(X) = inP[X:xi]

= 0-0,6+1-0,254+2-0,15=0,55
Cas particulier de ’espérance conditionnelle: I’espérance partielle

Définition

E(Y|Y <a) = ZyjP(Y:yj|Y§a) (cas discret)
J
+oo
= / yf (Y <a)dy (cas continu)
. d
on f(y|Y<a) = —PY<ylY<a)
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Propriété

e Dans le cas discret:

T PY =y;)
E(Y Y < = P S
( | —= a‘) ‘ Yj P(Y S a)
{j:y;<a}
e Dans le cas continu:
“ fy(y)
EY|Y <a) = d
viveo= [yl

Démonstration pour le cas continu:

PY<y|Y<a) = =

Donc:

fylY<a) = —PY<yl|Y<a)

et [Cyf(ylY <a)dy= ffooyFy(a) dy.

Exercice. Démontrez la propriété précédente dans le cas discret.
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1.8 Application économique des espérances partielles (gestion de stock)

Cet exercice a pour but d’illustrer I'intérét de la loi des espérances itérées, appliquée
aux espérances partielles.

Enoncé

Un commercant a une demande journaliere aléatoire Y pour une denrée vendue par
kilos. Y, mesurée en centaines de kilos, a la densité suivante:

fry) = 3y si 0<y<1
= (0 sinon

(Le commercant ne peut stocker plus de 100 kilos).

Il veut commander k - 100 kilos de cette denrée. Il ’'achete 6 francs par kilo et la vend
10 francs par kilo. Quelle est la valeur de k£ qui maximisera ’espérance mathématique de
son profit journalier?

Solution

Le profit peut s’écrire comme:

(kYY) = 1000V —600k si Y <k
= 400k si Y >k

Le profit est aléatoire. Mais son espérance ne dépend que de la variable de décision k.
Il s’agit donc de calculer cette espérance et de la maximiser par rapport a k.

La loi des espérances itérées donne:
EIM) = EM|Y<KHPY<K+EI|Y>kP(Y >k)

On va évaluer tour a tour chacun de ces termes. E (I | Y < k) dépend de:

k
EY|Y<k = /_yﬁj((f)dy
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Alors:
E(M|Y <k) = 1000E(Y |Y <k)— 600k

= 1000 (Zk) — 600k = 150k

k 3y3 k
P(Y <k) = / 3y’dy = [—} = k3
0 3 0
P(Y>Ek) = 1-k&
EM|Y >k) = 1000k — 600k = 400k
En combinant:
E) = (150k)k® + (400k) (1 — k%)

=  —250k* + 400k

En maximisant:

E (I
dd;) = —1000k>+400=0
— P =0,4=k=(0,4)3~0,7368
d2E (II)

5 = —3000k* <0
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CHAPITRE 1II

FONCTIONS DE VARIABLES ALEATOIRES

2.1 Changement de variables (cas univarié)

Enoncé du probléme

On connait une densité fy (y). Quelle est la densité d’une fonction strictement monotone
(i.e. strictement croissante ou strictement décroissante) de Y7 Si U = h(Y), alors, si h est
croissante:

PlU<u] = P[hY)<u
— P <h7M(u)]
et, si h est décroissante:
P[U<u] = PIY>ht).

Mais quelle est la densité qui donne bien cette probabilité lorsqu’on I'integre? La réponse
est donnée par le théoreme du changement de variables, dont on va voir la version univariée

et multivariée.

Théoreme.

Supposons que la variable aléatoire continue Y ait pour densité fy (y) et soit:

Y=A{y]| fy(y) >0} (Y s’appelle le support de fy)

Si h(-) est une fonction dérivable et strictement monotone de domaine ) et d’image U,
alors U = h(Y') a pour densité:

fulu) = fy(h_l(u)))g—si) pour u €U

= (0 sinon
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Exemple
e Soit
frly) = 2y si 0<y<1
= 0 sinon
e On cherche la densité de U = h(Y) = —4Y + 3. Cette fonction est dérivable et
bijective.
e En résolvant u = —4y + 3, on obtient:
3 — 1 3 —
Yy = 4u , donc )%):Z et h'(u) = 4u

e Le théoreme donne:

ww = ()5

fu(u) = 0 sinon

Exercice: Soit Y la valeur d’un portefeuille en euros et U = 1.5Y la valeur du méme
portefeuille en francs suisses. On suppose que la densité de Y est exponentielle:

fy(y) =Be ¥ poury >0
= (0 sinon.

On demande de trouver la densité de la variable U.

2.2 Changement de variables (cas multivarié)

Théoreme.
Soit Y1 et Ya deux variables aléatoires de densité jointe fy, v, (y1,y2). Soit:

y = {(ylva) | fY17Y2 (ylva) > O}

Soit (Zl) =h (zl ) une fonction bijective de domaine ) et d’image U.
2 2

Si:
(1) lIes dérivées partielles de h sont continues sur ),
(2) lIe jacobien:

Oy1/Our  Oy1/Ous
J = det
Oya/Our Oy /Ous

est non nul pour (ui,u2) € U,
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alors:

fovvs (ui,uz) = | J| fryvalh ' (u1,u2)] pour uel
= (0 sinon

Exemple
Densité de la somme et de la différence de variables uniformes.

Soit  fy, v, (W1,y2) = 1 st 0<y; <1 et 0<y;<1

= 0 sinon
On demande la densité jointe de:
Uy Yi+Y;
Us Yo— Y1

On peut écrire:

Uy

L)-COE
)

Y1 1 1 -1 U1
e = 5

Y2 I 1 U2

1 1 1
J = — —_ = - = J
- iti=3 =1/
1
Donc  fu, v, (u1,u2) = 5 pour ué€ U
= (0 sinon

Mais quelle est la forme de U? Pour déterminer la forme de U, il faut traduire les
conditions sur yi,y2 en un systeme de conditions sur uy, uso.
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(u1 + ug2). Donc:

N[

Onaylzé(ul—m)etw:

y1>20 = wuz<wu
<1l — us>-24u
Y220 = wu2>-—w
<1l =— u<2-u

et I’ensemble U/ prend la forme indiquée sur la figure suivante:

Uz
2 N B
U2 = U1
\u2:—2—i—u1
— w1
3
uQ:2—u1
/
U2 = —Uq
o] %

Quelle est alors la densité d’une somme de variables uniformes?

Pour calculer la densité de Y1 4 Y5, il suffit de calculer la densité marginale de Uy ; on voit
sur la figure que si 0 < uy < 1, la densité fu, v, (u1,us2) est non nulle pour —u; < ug < ujg.
Sil<wu; <2, ladensité est non nulle pour —2 4+ u; < ug < 2 — uy.

Donc:

U1 1 1 Ul

fu, (u1) = / —duo = | =us =wu; pour 0<wu; <1
g 2 2 u

1

2—u1 1 1 2_ul

fo, (Ul) = / §dU2 = [§U2}
—2+U1 —2+U1

2 — -2
= 2u1_ ;ul:Q—ul pour 1 <wu; <2
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La densité marginale de U; = Y7 + Y2 a donc la forme triangulaire suivante:

fUl (ul)

1_

2.3 La fonction génératrice des moments

Définition
Soit X une variable aléatoire. Si (etX ) existe pour ¢t dans un voisinage ouvert de zéro,
la fonction génératrice des moments de X est définie comme:

mx (t) = FE (etX)
Utilité
mx (t) permet de calculer facilement les moments de X; la fonction génératrice des

moments permet en outre, dans certains cas, de calculer facilement la distribution d’une
somme de variables aléatoires indépendantes.

Propriétés
d?”
(1) 2= mx(0) = B(X")
e En effet:
Dplex| = p|Lax| — plxex =E(X) si t=0
dt dt

e De méme:

d? d?

@E [etx] - F [@e“"} = F [XQetX] =E(X? si t=0 , etc

(2) Simx(t) = my(t) pour tout ¢ dans un voisinage ouvert de ¢ = 0, alors
Fx(xz) = Fy(y) pour z =y

(3) Si X et Y sont indépendantes, alors mx 1y (t) = mx (t)my (t). En effet:

E[et(X—l-Y)] — E[etXetY] ) (etX) E (etY)
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Exemple: calcul de la fonction génératrice des moments d’une variable normale.
Soit X ~ N (p,0?),

_|_
R S Te S S L

_ tX\ _ tu (X —p)) — otu
mx (t) =FE (e"') =e E<e )—e /_OO o

:etu/+°° ! exp{—%[(z—uf—?a%(w—u)]}dw

—0o OV2T

(z — p)® =20t (x — p) = (z — p)° — 20t (x — p) + o*t? — ot

Donc:

_ tp o%t? /2 e 1 — L (z—p—0c?t)?
mx (t) = ete e 207 dx
—0o OV2T

(. J/

~
=1 car intégrale d’une densité N (u+o?t,02)

2,2
ethto™t /2

Exemple d’application: calcul des deux premiers moments E(X) et V(X)) d’une variable
normale.

02 2
Si X ~ N(u,02), on a vu que mx (t) = et"+%= . Alors:

Cmx () = (o) e = mi(0)=p=B(X)
d? 0242 9 0242
@mx (t) = olett T 4 (M + 02t) etht —=—
—  m%(0) = o® 4+ p? = B(X?)
— V(X)) = EX? - FX)

— 2o =0?

On peut, de maniere analogue, calculer tous les moments de X.
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Note: il existe des tables des fonctions génératrices des moments des variables les plus cou-
rantes; voir 'appendice B de Mood, Graybill, Boes, Introduction to the Theory of Statistics,
1974.

Exercice: Soit X une variable aléatoire ayant la distribution normale réduite N(0,1).
Montrez que F(X?) =0 et que E(X?*) = 3.
Autre exemple d’application: calcul de la distribution d’une somme de variables nor-

males indépendantes.

Soit X ~ N (ux, ag) et Y ~ N (uy, 03) et supposons X et Y indépendantes.

mx+y () = mx (t)my (t) (Propriété 3)
etha +05t? /2 gtuy + ont?/2

_ oty + (03 + 02122

mx+y (t) est donc la fonction génératrice des moments d’une variable distribuée selon
N (pz + piy, 02 + 02). En vertu de la propriété 2, la distribution de Z = X 4+ Y est donc
une normale de parametres p; + p, et o2 + 03.

Il est beaucoup plus facile de prouver le résultat de cette maniere que par 'utilisation
du théoréme de changement de variables.

2.4 Fonctions de variables normales

(1) Toute combinaison linéaire de variables normales indépendantes est normale:

X; ~ N (pj,07) indépendantes (j =1,...,n)

a; constantes en probabilité (j=1,...,n)
n n n
2 2
j=1 j=1 j=1

(2) Variable Chi-Carré:

X; ~N(0,1) indépendantes (j=1,...,k)

k
=1
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(3) Variable ¢ de Student:

X~N(0,1) ; Y~xi ; X et Y indépendantes

X
Yk

(4) Variable F' de Fisher-Snedecor

X~x: 5 Y~x2 ; X et Y indépendantes

- Z=—=—~F,
Y/r ®,

Notes sur ce qui précede

(1) La densité de Student est symétrique autour de 0. Elle tend vers la densité N (0, 1)
lorsque £ — 00. Ses deux premiers moments n’existent que si k > 2.

(2) La densité de Fisher-Snedecor tend vers la densité d’une variable x% /k lorsque r, le
nombre de degrés de liberté au dénominateur, tend vers I'infini.

(3) Les expressions des densités x2, Student, et Fisher peuvent étre trouvées dans la
littérature, notamment l'ouvrage de Mood, Graybill, Boes (en téte des tables). Elles
sont compliquées et nous n’en ferons pas usage dans la premiere partie du cours. Elles
sont obtenues a l'aide du théoreme de changement de variables vu précédemment.

(4) Nos définitions précédentes permettent d’engendrer des réalisations simulées des
variables en question.

Exercice. Supposons que vous disposiez d’un logiciel permettant d’engendrer des réalisa-
tions simulées de variables aléatoires normales réduites indépendantes. Comment pourriez-
vous engendrer des réalisations simulées d’une variable ayant une distribution de Student
avec k degrés de liberté?



PREMIERE PARTIE, CHAPITRE III 21

CHAPITRE III

ESTIMATION PONCTUELLE

3.1 Echantillon aléatoire, estimateur, estimation

Echantillon aléatoire

Suite de variables aléatoires indépendantes ayant la méme distribution (i.i.d.)

Exemple

Tailles de 100 étudiants de premiere année, distribuées N(u,0?) et indépendantes:
(X;,i=1,...,100).

Estimateur

Fonction de variables aléatoires observables, ne dépendant pas de parametres inconnus.

Exemple

100

IEL Zi:l X'L
100
100 N2
52 = 21:1 (Xi —f1)
100

Estimation

Valeur prise par une telle fonction pour des réalisations particulieres des variables
aléatoires, soit x1,x2,. ..

Exemple
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3.2 Fonction de vraisemblance

Soit (x1,...,x,) des réalisations des variables aléatoires Xi,..., X,,.
Soit fx (z1,...,%n | 01,...,0k) la densité jointe de ces variables au point (z1,...,2,);
cette densité dépend des parametres inconnus 61, ...,60,. Si I'on considere cette densité

jointe comme une fonction des parametres inconnus, on I’appelle fonction de vraisemblance
et Décrit:

L(61,...,0;;x1,...,2,) ou plus simplement L (60y,...,60k)

Note

Les observations x; sont ici des parametres de la vraisemblance; en d’autres termes, la
vraisemblance n’est définie qu’aprés 'observation des réalisations des variables! La vrai-
semblance est donc une notion statistique, tandis que la densité jointe est une notion
probabiliste.

3.3 Maximum de vraisemblance

Principe

On choisit comme estimations des 6; les valeurs de ces parametres qui maximisent

L(0y,....00).

Interprétation dans le cas discret

On choisit comme estimations les valeurs des 6; qui donnent la plus grande probabilité
d’avoir obtenu le résultat expérimental (z1,...,zy).

Exemple 1

Une boite contient 3 boules, qui peuvent étre soit rouges, soit blanches. Le nombre de
boules rouges est inconnu. On tire deux boules sans remise. On obtient 2 boules rouges. On
demande d’estimer le nombre n de boules rouges que contient la boite a 1’aide du principe
du maximum de vraisemblance.

Solution

La vraisemblance est donnée dans ce cas par la probabilité d’obtenir le résultat expéri-
mental observé (tirage de 2 boules rouges), considérée comme fonction des quatre valeurs
possibles du parametre inconnu (n = 0,1, 2, 3).
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L0) = P(RiNRy|n=0)=0
L(1) = P(RiNRy|n=1)=0
L(2) P(RiNRy|n=2)
= P(Ry|Rin=2)P(R|n=2)
1 2 1
T 23 3
L(3) = P(RiNRy|n=3)=1

Donc l'estimation est n = 3.

Exemple 2

On demande d’estimer par maximum de vraisemblance le parametre p d’une loi bino-
miale Bi(n,p).

Rappel
n = nombre d’essais indépendants
p = probabilité de succes lors de chaque essai
Y = nombre de succes est Bi(n,p)
PY=r) = Cpr(1-p" "
Solution
On peut écrire:
n
Y = Z X; ou X; = 1 sillessai? donne un succes
=1
X;, = 0 sinon
e On observe les réalisations (21, . .., 2, ). Le nombre de succes observé est r = Y| @

e On a:

n—r

f(z1,...,zn | p)=p" (1 —p) (car I'ordre des réalisations est donné)

e En considérant cette densité comme une fonction du parametre inconnu p, on a:

Lp = p(A-p" "
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e Pour maximiser cette fonction, il est commode de maximiser son logarithme:
logL(p) = rlogp+(n—r)log(l—p)
dlogL r n-—r _ 0
dp p 1l-p
r n-—r l—p n-—r
— - = =
p 1-=p p r
1 n T
p r n
e On estime donc p par le pourcentage des succes observés. On a bien un maximum
car:
d?log L —
dlogl v n-r
dp? p* (1-p)?
Exemple 3
e On demande d’estimer par maximum de vraisemblance les parametres et o2 d’une
loi normale a partir d’un échantillon aléatoire (X;,i =1,... ,n).
e On a, par définition de la densité normale:
o\ —1/2 1 2
fxi (@) = (2m0?) Texp —ﬁ(%‘ — 1)

e En vertu de I'indépendance:
Cny2 1 —
fx (xl, ces Ty | 1, 02) = (27T02) n/ exp <_ﬁ (x; — M)2>
1

e En considérant cette fonction comme fonction des parametres inconnus:

L (o) = (2r0%) " exp <‘% 2 (i “)2>

n n 9 1 < 2
logL = —§log(27r) — §loga — ﬁ;(wz — 1)

qui est & maximiser par rapport a u et o2.



PREMIERE PARTIE, CHAPITRE III 25

Les conditions de premier ordre s’écrivent:
Olog L 2 —
1 = ; — 1) =0
W) T = gr e w

OlogL. —n 1 « 9
2 = P — =0
2) 0o? 202 + 204 ; (i = p)

(1) = Zwi:n,u, donc jp==E=2"2 =g

=1 !
1 n
2
@ = —nt 5 (@-w =0
=1
2
— g?= 2o (@)
n
n _\2
— ~92 Zi:l (wz $) en rempla(;ant K par /l
n

Exercice: vérifier que ’on a bien un maximum.

Note: Par la suite, nous utiliserons toujours 62 pour désigner l’estimateur de o2 par

maximum de vraisemblance. Un autre estimateur, que nous désignerons par s2, sera vu au

début du chapitre suivant.
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CHAPITRE IV

PROPRIETES DES ESTIMATEURS

4.1 Estimateur sans biais

Définition:
Un estimateur 0 de 6 est dit sans biais si E(f) = 6.

Exemple:

Soit un échantillon aléatoire (X;,i = 1,...,n) avec E(X;) = u pour tout i et V(X;)

pour tout 7. On va montrer que:

et

sont sans biais.

En ce qui concerne la moyenne:

E(X) = (ZX)_—E<ZX) ~Y EWX —nu "

En ce qui concerne la variance, notons que:

E[Z(X X} [Zﬁ—nx?]— (S x2) - ZX)

et que:

B(YXZ) =Y E(X2) =3 (0*+ 1) = n (0> + 1)

car 02 = E (X?) — pi?, et donc E (X?) = 02 + 2.

7

=0
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D’autre part:

E<§:X>2 — [ZX2+QZZXX]

= 1] i+1

= ZE X?) +QZZ

z 1 j=1+1

J/

n(n—l)/Q termes

Mais E (X?) = 02 + 12, et, par I'indépendance:

E(X:X;) = BE(X)E(X;)=p
Donc:
- ’ 2 1
E<ZX,> = n(02+u2)+$ 1
i=1
= no® +np® +n*u? —np® =n (0 +np?)
E(Y X;)?
Donc (2 X)” _ o +npu
n
n B Xl 2
N o
=1
= n(o” +u)—02—nu (n—1)c?
Donc:

ce qui montre que s? est sans biais.

4.2 Estimateur convergent

Définition

Un estimateur 6, de 6 est dit convergent si et seulement si:

n——-mao

lim P[| 6, — 6 |> e] —0 pour tout €>0; onécrit plimb, =6

27



28 P. DESCHAMPS, COURS D’ECONOMETRIE

Interprétation

Si 0,, posséde une densité f(f,,), la probabilité P[] 6,, — 0 |> €] est la zone hachurée de
la figure suivante:

fQ(én

N
~—

0—¢ 0 0+ ¢

Cette probabilité doit tendre vers 0 lorsque n tend vers l'infini; ceci sera le cas si les
densités deviennent de plus en plus concentrées autour de 6.

Conditions suffisantes

Si lim, o0 E(én) =0 et silim, o V(én) = 0, alors plimf,, = 6. Ceci sera démontré
au chapitre X de la deuxieme partie.

Exemple

Si (X;,i =1,...,n) est un échantillon aléatoire avec E (X;) = pu, V (X;) = o, alors
pim X = p , car:
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Note

Contrairement a ’absence de biais qui est une propriété de petit échantillon (valable
pour tout n), la convergence est une propriété asymptotique (valable si n — 00).

4.3 Estimateur efficace

Un estimateur efficace est un estimateur sans biais, et de variance minimale parmi tous
les estimateurs sans biais.

Définition

A~

0 est efficace:

Interprétation

La variance d’un estimateur est une mesure de 'imprécision de notre estimation de la
vraie valeur du parametre. Un estimateur sans biais, mais de variance énorme, est inutile:
on ne se trompe pas en moyenne, mais on peut se tromper énormément dans des cas
individuels, c.a.d. pour certains échantillons. Il est donc important que la variance soit la
plus petite possible.

Exemple

Nous prouverons au chapitre X de la seconde partie que si les X; sont normales i.i.d.,
alors X est efficace.

4.4 Minimisation de ’erreur quadratique moyenne

e Que faire si ’on doit choisir entre un estimateur sans biais mais de grande variance,
ou un estimateur un peu biaisé mais de petite variance?

e Réponse: on peut minimiser ’erreur quadratique moyenne:

EQM(0) = E(0 — 0)?

<Si 0 est sans biais, EQM(f) = V(é))

e Justification: On va montrer que:

EQM(0) = V() + Biais?(0)
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o En effet:
EQM(0) = E(6—0)?
= E[@—E(é)JrE(é)—er
- E [é - E(é)] B lE(é) - e} .y l(e - E(é)) (E(é) - 9)}
Mais E KG - E(é)) (E(é) - 9)} - :E(é) —9|E [é — E(é)]

D’autre part:

4.5 Interprétation des propriétés

e Il est utile d’illustrer ces propriétés a 1’aide d’échantillons fictifs, qui peuvent étre

obtenus par simulation.

e Supposons donc que 'on ait m échantillons de taille n, permettant de calculer m

estimations 6;(n):

échantillons
T11 T12 T1im
Tnl Tn2 Tnm
01(n) 02(n) O (1)

e Si # est sans biais, on aura en général

m——00 M, 4

1 o,
lim —E 0;(n) =60 pour toutn
=1
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e Si 0 est efficace, on aura en général

R ) N
ml_lgloo - Zl <91(n) — G(n)) minimale pour tout n
1=
e Si § minimise I'’EQM, on aura en général
LS (5 o) 1
i L < o ) .
. Zl i(n) minimale pour toutn
1=
e Sifest convergent, on aura pour tout %:
lim P[| 0:(n) — 0 |> e} =0
n——-aQo

On fait donc ici tendre n (et non m) vers 'infini.

Remarque: Dans ce contexte, les estimations 6;(n) sont des nombres pseudo-aléatoires,
car il s’agit d’une expérience de simulation. La notation “lim” est par conséquent plus
appropriée que la notation “plim”.
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CHAPITRE V

TESTS D’HYPOTHESES

5.1 Méthode des intervalles de confiance

Cette méthode est facile a appliquer lorsque 'on posséde un estimateur sans biais d’un
parameétre inconnu 0 (soit 0 cet estimateur), et que la densité de 0 est symétrique autour
de 0 (par exemple normale). On cherche alors un intervalle entre les bornes duquel la vraie
valeur du parametre inconnu # a une certaine probabilité 1 — o de se situer.

Exemple: construction d’un intervalle de confiance sur l'espérance p d’une population
normale.

e Si la variance o2 est connue, on a:
échantillon (X1,...,X,) ; X; ~ N(u,0?)
Valeurs observées x1,...,x,

Z?:l Li

n

- T = est une réalisation d’une variable distribuée N (u, "72)

I C

Si Z, /2 est la valeur de la N(0,1) ayant une probabilité a/2 d’étre dépassée:

) est donc une réalisation d’une variable distribuée N(0,1).

P[—ZQ/Q < Za/2:| =1—a , donc:

/f

o
P[@—ZQ/Q\/_ <M<$+Za/2\/—:| =1—«
On a une probabilité de 1 — « de ne pas se tromper lorsque ’on affirme que u se situe
entre ces 2 bornes.

e Si la variance o2

’ 2
est inconnue, on peut I'estimer par s> = =37 | (z; — )%

)

On peut écrire:
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> (@i — x)?

. . , 2
2 est distribuée x7 _;

On démontrera plus loin (4.3 de la seconde partie) que

et est indépendante de /n (M — x)

o

—
Alors \/n (M ) ~ t,_1, et I'intervalle de confiance s’écrit:
s

Plg—c—tn_l;g <T+t =1-a

S S
— < q.a——
B) \/ﬁ S n—1%5 \/ﬁ
On ne rejette pas une hypothese impliquant que p soit intérieure aux deux bornes, on
rejette une hypothese impliquant que p soit extérieure aux deux bornes.

5.2 Méthode générale de construction des tests

On a ici un vecteur de parametres inconnus 6 = (01, ... ,60x). On veut tester: Hy : 0 = 6y
contre Hy : 0 # 6y  (0y est un vecteur de nombres)

Note: rien n’empéche 6 d’étre une fonction d’un autre vecteur ¢ de parametres plus
fondamentaux; exemple: k =1 et 01 = ¢1 — ¢2, Hp : 61 = 0 contre Hy : 61 # 0

Procédure de test

Elle doit conduire, soit au rejet de Hy en faveur de Hi, soit a 1’absence de rejet, en
tenant compte des deux types d’erreurs possibles:

Rejeter Hy Ne pas rejeter Hy

Hy vraie Erreur de type I (prob. «) Décision correcte (prob. 1 — «)

Hj fausse | Décision correcte (prob. 1 — f3) Erreur de type II (prob. ()

Les probabilités sont conditionnelles aux événements définissant les lignes!

e On a donc:

a = P(rejeter Hy| Hp vraie) = taille du test, ou niveau

B = P(nepasrejeter Hy | Hp fausse)

e 1 — 3 s’appelle la puissance du test. C’est la probabilité de déceler la violation de Hy,
si Hy est fausse (probabilité conditionnelle!)

e Malheureusement, on peut montrer qu’il est impossible, en général, de minimiser « et
[ simultanément. La procédure générale de construction d’un test que I’on va décrire
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tient compte de cet état des choses: on va, des le départ, choisir une valeur faible
de a (typiquement 0.01 ou 0.05), et, pour cette valeur de «, choisir un test puissant
parmi les tests de taille a.

Procédure de construction

Etape 1: on se donne une probabilité o de commettre une erreur de type I (rejeter Hy si
Hj est vraie).

Etape 2: on choisit une statistique s(é,@o), a l'aide d’un critere tel que ceux que nous
exposerons aux sections 5.3, 5.4, et 5.5. Ces criteres conduisent a des tests puissants.

Etape 3: on détermine la distribution conditionnelle de s(é, 6o) sous I'hypothese Hy, c’est-
a-dire si 0 = 6.

Etape 4: la probabilité o permet de déterminer une région d’acceptation R4(«) et une
région critique Reo(a):

Ra(a) = {s|P(s€ Rala)| Hy)=1—-a}
Ro(a) = Ra(a)

Ces régions peuvent étre calculées a ’aide des résultats de I’étape 3, qui nous donne la
distribution de s = s(0, 6y) sous Hy!

Etape 5: on décide de rejeter Hy si s(0,6y) € Re ().

Notes

(1) Par construction, « est alors bien la probabilité de commettre une erreur de
type I (rejeter Hy si Hy est vraie) car on a supposé que Hy était vraie en
calculant la distribution conditionnelle de s(6,6p) a ’étape 3.

(2) La puissance 1 — § dépend de la vraie valeur (inconnue) de 6, puisqu’elle se
calcule conditionnellement & H;, c’est-a-dire lorsque la valeur de 6 n’est pas
donnée a priori.

(3) Le fait de ne pas rejeter Hy ne signifie pas démontrer Hy: cela veut seulement
dire que les données ne fournissent pas suffisamment d’informations pour
infirmer Hy! Il est donc plus correct de dire “on ne rejette pas Hy” que “on
accepte Hy”.
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(4) Pour I’étape 2, il existe un assez grand nombre de criteres. Les trois criteres
que nous allons exposer sont tres employés, sont d’une applicabilité générale,
et ont des propriétés d’optimalité sur le plan de la puissance. Dans certains
cas les trois criteres conduisent a la méme statistique. Dans la plupart des
cas les trois criteres sont asymptotiquement équivalents.

5.3 Le critére du rapport des vraisemblances (LR)

Définition

Le rapport des vraisemblances A est défini comme:

_ maxgy, L(0)
~ maxq L(6)

ou 0 est le vecteur de parametres inconnus de vraisemblance L(6). Hy désigne ici I'en-
semble des valeurs de 6 compatibles avec I’hypothese nulle, et 2 désigne I’ensemble de
toutes les valeurs admissibles de 6.

Exemple

o = (;) CH {(/;0)|w>0}§R
0 = (1)1} e

Interprétation

Comme la vraisemblance est une fonction positive, A > 0,

Comme un maximum contraint est inférieur a un maximum libre, A < 1
Donc 0 <A<1 ; et:
si A~ 0 , mauvais accord entre l'observation et I’hypothese H
si A~ 1 , bon accord entre l'observation et I’hypothese Hy

En d’autres termes, si A est proche de 0 I’hypothese Hy ne parait pas vraisemblable
a la lumiere des informations fournies par I’échantillon. Donc, on rejettera Hy si A
est proche de 0.

Probleme: en-dessous de quelle valeur décidera-t-on que A est suffisamment proche
de 0 pour que I’on puisse rejeter Hy? La réponse est fournie par la procédure de test
décrite plus haut. On devra choisir )\, de telle sorte que si 'on rejette Hy lorsque
A < Aq, alors la probabilité d’une erreur de type I est précisément égale a a.. Le calcul
de A\, nécessite la connaissance de la distribution de A (ou d’une fonction monotone
de \) conditionnelle a I’hypothese Hy.
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Premier exemple d’application: test sur ’espérance
d’une population normale dont la variance est connue

On a X; ~ N(u,0?) indépendantes (i = 1,--- ,n), o2 connue.

On veut tester Hy : = po contre Hy : o # po.

On a ici § = p (un seul parametre inconnu)

L(p) = (27“72)—71/2 exp (—gpz 2 (i — 1)?)

_ 2\—"n/2
III%XL(M) = (2m0?) exp

E=
maxL(y) = (2m02) " ?exp (—% 3 (i - :2)2)
(

Q

e Notons que > (z; — po)? = Y (i — T)? + n(T — po)?.

En effet:
Y (wi—po)® = (wi—z+2—po)® = Z(%—E)QﬂLn(f—uo)QﬂL? Y (@i —z)(@ - Mo}
e Donc:

A= exp [—% (@i = +n@—po) =3 (@i - E)Q)}

n

= exp [——(f - M0)2]~

202

e Une fonction monotone de A est donnée par:

— N2
M:LR

—2log A =
8 02/n def

(LR = —2log A s’appelle la statistique du rapport des vraisemblances)

e Si Hy est vraie (i = f10), LR est le carré d’une normale réduite! On a donc trouvé la
distribution d’une fonction monotone de A sous Hj.
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Conclusion
_— 2
e Ona: —2logh= T _H0)S
o?/n
(T — po)

On définit: Zyps = ———=
e On défini b N

e Si on décide de rejeter Hy : = g lorsque Zops > Zajz OU Zohs < —Zg 2, @ sera
bien la probabilité d’une erreur de type I puisque Zons ~ N(0,1) sous Hy.

e De facon équivalente, on rejette Hy si A < A, ou A, est défini implicitement par

—2log Ao = 23/2 (soit A, = exp <—%Z§/2)).

Exercice. Calculez, en fonction de p, la puissance du test précédent lorsque a, pg, 02, et
n sont donnés. Comment cette fonction de puissance se comporte-t-elle lorsque la taille n
de I’échantillon tend vers 'infini?

Second exemple d’application: test sur I’espérance
d’une population normale, variance inconnue

On a toujours X; ~ N(u,0?) indépendantes pour i = 1,... ,n; mais o2 est inconnue.

Le test est toujours Hy : = po contre Hy : p # o

N
Ici, 0 = (02)

e Sous Hj : la maximisation de L implique fig = puo et 63 = > i, (@; — 10)* /n.

e Sous : la maximisation de L implique i = Z et 6% = > | (x; — z)? /n comme on
I’'a vu.

e Le rapport des vraisemblances s’énonce comme:

(2753) """ exp |5y ¥ (i — po)’]
(2762) " exp [~ 32 X (@i — 2)°]

6_2 —n/2
= (0) , Ppuisque:

6-2

Y (@i—po) =nég ;Y (v —1)° =n6”.

e On a vu que:

D (@i — o) =Y (wi—2) +n (T — po)
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e En substituant plus haut:

(n—1) <)\—2/n _ 1) (% — po)” 2 Y(zi—3)°

s?/n - on-—-1

e On reconnait le carré d’une variable de student avec n — 1 degrés de liberté sous Hy.
On a donc de nouveau trouvé la distribution d’une fonction monotone de A\ sous Hj.

Conclusion
(T — o)
s/\/n

e Ona(n—1) ()\_2/” — 1) =t2,,, soit aussi: A = [1 + Lo

obs? n—1

e On définit tops =

I

e Si on décide de rejeter Hy lorsque tops > tn—1,2, OU tobs < —lp_1 o, (v sera bien la
probabilité de commettre une erreur de type I puisque tops ~ t—1 sous Hy.

e De facon équivalente, on rejette Hy si A < A\, ou:

2 -n/2
tn—l,%]

Ao =
n—1

1+

5.4. Le critere de Wald

Nous n’énoncerons ici ce critere que pour le test d’une seule hypothese, car la généralisa-
tion aux tests joints sera vue plus tard.

Définition
Soit L(0) = L(01,- - ,0;) la vraisemblance et soit § = (61, .. ,6;) Uestimation de 6 qui
maximise L(#). On s’intéresse au test:

Hy : 0; = 60y contre Hy : 0; # 6y

(0; est un élément de 6, Oy est un nombre)

La statistique de Wald est définie comme:

(6; — 60)?
V(6;)

Y
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ou V' (0;) est 'estimation de la variance de 6; obtenue par maximisation de la vraisem-
blance.

Note: la vraisemblance est maximisée sans contraintes!

Interprétation

11 s’agit du carré d’une distance entre I'estimation de 6; sous Hy (a savoir ) et l'esti-
mation de 6; sous H; (a savoir ;). On divise par la variance estimée pour tenir compte de
la précision de l’estimation.

Exemple

e Soit L(u,0?) la vraisemblance précédente (population normale, variance inconnue).
Pour tester Hy : u = po contre Hy : p # po, on forme:

2 ~ 2
wo B (&)
7 (i) 7 /n
ou6?==L3" (z;— z)? est Destimation de 02 par maximum de vraisemblance.

e Comme précédemment, on peut transformer la statistique ¥V en une autre statistique
possédant une distribution connue sous Hy, a ’aide d’une transformation monotone.

En effet, comme 62 = ”7_182 ,on a:
_ 2
W = (ZE - /’LO) _ n t2
- 2 obs
n—1s n—1
n o n

et le critere de Wald conduit donc, dans ce cas-ci, au méme test que le critere du rapport
des vraisemblances (le test t).

5.5. Le critére des multiplicateurs de Lagrange

De nouveau, nous énoncerons ce critere pour le test d’une seule hypothese; la généralisa-
tion aux tests joints sera vue plus tard.

Soit L(0) = L(61, ... ,0k) la vraisemblance logarithmique £ = log, L. On s’intéresse au
test:

Hy : 0; = 60y contre Hy : 0; # 6y

Soit 0y l’estimation de 6 par maximisation de la vraisemblance sous la contrainte Hy.
Oy est obtenu en annulant les dérivées du Lagrangien:

A(8,\) = L(8) — A(6; — o).



40 P. DESCHAMPS, COURS D’ECONOMETRIE

Dans un modele linéaire et pour des observations distribuées normalement, on peut
montrer que la statistique du multiplicateur de Lagrange est égale a:

12
LM = AAO
Vo(N)

oll \g est la valeur de A évaluée au point 6 = 6y et ot V() est Pestimation de V/(\)
obtenue par maximisation de £ sous Hy.

Interprétation

L’annulation de la dérivée de A par rapport a 6; implique:

oL

00; A

ce qui montre que g est le taux de variation de la vraisemblance maximisée £(é0)
lorsque l'on s’éloigne de la situation contrainte. Si ce taux de variation est nul, le fait de
relacher Hy ne modifie pas la vraisemblance contrainte: cette contrainte n’apparait donc
pas comme significative.

Exemple

Soit L (u, 02) la vraisemblance logarithmique précédente:

1 n

L (p, 02) = _g log 21 — %loga2 ~ 552 2 (2 — p)?
On a vu que:
oL 1 & n(z —p)
8,u - 0_2 Z_Zl(%—ﬂ)— 0_2

= A (par 'annulation de la dérivée de A)

Donc:

- e
O p=po,02=563 &8
< 1 ¢
o &5 =~ (5 — po)”

@
I
_
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Par ailleurs:

1 - no? n - n
V(A)z;V(Zwi>:—4:—2 ,done To(N) =
=1 0

n? (Z — po)
o3 n(Z — po)’
Donc LM = TS = 5
e a6
63

Comme précédemment, on peut appliquer une transformation monotone a LM pour
obtenir ¢2, .. En effet:

obs*
1 n
SIS SCn
=1
1 n
= E[Zl(wl—x) +n (T — po)
= 62+ (T — o)’
Donc:
1 o (38 . &2 + (i — ,uo)
LM n(Z—po)®  n(T—po)
IO R T
noon(z—p) " n(Z— o)
_ l+n—1 1 _tﬁbs—kn—l
n n tc2>bs ntc2>bs
Soit aussi: )
LM = ntobs
2
tos +1n— 1

5.6 Comparaison des trois criteres

Rappelons que LR = —2logA.

e Pour le test vu précédemment:

Hy : = po contre Hy @ # po

observations x; ~ N(u,0?) indépendantes, o2

inconnue,
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on a établi que:

On a donc une relation bijective entre ¢

no 9
1 tobs

W =
n_
1 1 n-11

IM n' 0 2.
n (z — po)” tobs |

LR:nlogll—i——Q] zlogll—i—&] .
> (zi — z) n—1

2

‘bs et chacune des trois statistiques, ce qui

veut dire que chacun des trois criteres conduit au méme test (le test ).

Il n’en est pas toujours ainsi: dans des situations plus compliquées, les trois statis-
tiques W, LM, et LR ne seront pas des fonctions bijectives les unes des autres, et
leurs régions critiques seront diftérentes en petit échantillon.

En revanche, si n — oo, les distributions des trois statistiques sous Hy tendront en
général vers la méme distribution y2. Ceci peut se vérifier facilement pour le test que

nous venons de voir, puisque — — 0,
n

2

1 n—1 2\ )
— 1l,et [ 1+ 1) — exp (tobs)'

Mais la validité de cette proposition est beaucoup plus générale!

Quel est alors 'intérét de I’étude de ces trois statistiques? Il réside dans leur commo-
dité d’emploi. Celle-ci dépend du contexte:

(a)
(b)
()

W sera plus facile a employer chaque fois que le modele est plus facile a
estimer sans contraintes;

LM sera plus facile a employer chaque fois que le modele est plus facile a
estimer sous Hy;

LR nécessite 'estimation du modele avec et sans contraintes; en revanche,
son calcul ne nécessite que la connaissance des valeurs de la vraisemblance
maximisée. Aucun calcul analytique de dérivées ni de variance n’est néces-
saire.



SECONDE PARTIE

MODELES ECONOMETRIQUES A UNE EQUATION

CHAPITRE L

LA REGRESSION SIMPLE: ESTIMATION PONCTUELLE

1.1 Description du probleme et exemples économiques

(1) Nous partons d’une relation linéaire, spécifiée par un modele économique. Par
exemple :

La fonction de consommation:

C=a+0bY
La loi de demande:
X =a—-0Px
La fonction de cotit :
CT=a+bQ.

(2) Nous désirons estimer les parametres a, b de ces modeles a des fins d’analyse ou de
prévision. Une telle estimation est plus élaborée qu’une simple étude de corrélation.
Elle peut en effet servir a répondre a des questions de politique économique telles
que:

(a) comment faudrait-il modifier les dépenses gouvernementales pour augmenter
le niveau de I'emploi de %7 Pour réduire le taux d’inflation de y%?

(b) combien une firme doit-elle produire pour maximiser son profit?

(c) Une politique de soutien du prix d’un produit agricole doit-elle prendre la
forme d’un prix garanti aux producteurs (et de 'achat de toute production

43
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invendue) ou d’un subside a ces producteurs? Les cotuts respectifs de ces deux
politiques alternatives dépendront de 1’élasticité de la demande, qui peut étre
estimée par 1’économetre, a partir de données sur les variables X et Px.

Les égalités précédentes ne seront jamais vérifiées exactement par des données sur les
variables C', Y, X, Px, etc. En effet :

e ’on ne peut espérer qu’une relation linéaire exacte fournisse une description complete
du comportement des agents économiques. Il est trop complexe pour cela. Il est parfois
erratique.

e des erreurs aléatoires de mesure, d’agrégation, etc., sont d’ordinaire présentes dans
tout échantillon. Ces erreurs ne peuvent étre expliquées par un modele déterministe.

On ajoutera donc aux fonctions précédentes un terme d’erreur aléatoire u, et ’on écrira:

C=a+0bY +u
X =a—bPx +u
CT =a+bQ + u.

1.2 Le modele et ses hypotheses
1.2.1 I’équation de régression.

Nous avons donc une équation linéaire de la forme:
yw=a+br;+u , t=1,....n

L’indice t correspond a une observation particuliere, par exemple ’année 1960 dans un
échantillon de 20 observations annuelles.

La variable y; s’appelle indifféremment variable endogéne, ou wvariable dépendante, ou
variable expliquée. La variable x; s’appelle indifféremment variable erogéne, ou variable
indépendante, ou variable explicative. On parle aussi de régresseur. Le terme u; est un
terme d’erreur aléatoire inobservable.

a et b sont des parametres a estimer. Leurs estimateurs seront notés a et b.



SECONDE PARTIE, CHAPITRE I 45

1.2.2 Les hypotheses.

Les estimateurs a et b vont dépendre des y;, donc des wu;: ce seront des variables
aléatoires, et nous aurons besoin des moments de leur distribution. Il nous faut donc
faire des hypotheses sur la distribution des u; .

Hy. E(uy)=0 pour tout t.

Si cette hypothese n’était pas satisfaite, le terme d’erreur aléatoire u; aurait une compo-
sante systématique, qui aurait dii étre incluse dans la partie non aléatoire de I’équation de
régression. Le modele serait alors mal spécifié.

Hsy. V(u) = E(u?) = o2 pour tout t.

Cette hypothese implique que chaque erreur u; ait la méme variance; si les u; ont une
distribution normale, chaque u; aura la méme distribution.

Comme exemple de modele ou cette hypothese n’est pas vérifiée, on peut citer un
modele de régression dont les observations sont des moyennes calculées a partir de nombres
d’observations différents: si le modele vrai est:

Yis = a+brijs +u;s pouri=1,....nget s=1,...,T
ol les u;s sont de variance o2 et sont indépendantes, et si le modele estimé est:
Uys=a+bxs +us pours=1,...,T

avec:

Ng ) ns i ns .
Ts = 21:1 Yis T — 21:1 Tis . — 21':1 Uis
s = 9 s — 9 s —
Ns Ns Ns

on vérifie aisément que la variance des us dépend de s.
Hs . Cov(u,up) =0 t#h.

Cette hypothese sera satisfaite si le fait que u; prenne une certaine valeur est indépen-
dant de la valeur prise par uj . Elle pourrait étre violée, par exemple, si y; était la pro-
duction d'un bien agricole dans une région géographique donnée t. Une autre observation,
faite dans une région voisine, pourrait étre influencée par des conditions météorologiques
communes.

Un autre exemple de viol de cette hypothese est le cas ou les u; sont engendrées par
I’équation de récurrence u; = pui—1 + €, ou les ¢ sont d’espérance nulle, de variance
constante, et ne sont pas corrélées entre elles. On vérifie aisément que la covariance entre
uz et uy—q1 dépend de p.



46 P. DESCHAMPS, COURS D’ECONOMETRIE

H, . Les x; sont non aléatoires (on dit aussi non stochastiques).

Cette hypothese est provisoire, destinée a simplifier les arguments présentés. Nous
verrons plus loin qu’on pourrait la remplacer par ’hypothese plus faible que E(z us) =0,
sans changer certains résultats. Par la loi des espérances itérées, on peut aussi supposer
que E(uy | z¢) = 0.

L’hypothese que la covariance entre le régresseur et le terme d’erreur contemporain est
nulle est violée dans le modele suivant:

C’t:a—FbY}—Fut

Yi=Ci+ I

ou C} est la consommation au temps t, Y; est le revenu national au temps ¢, I; est I'in-
vestissement au temps ¢, et u; est le terme d’erreur. En substituant la premiere équation
dans la seconde et en résolvant, on s’apercoit aisément que E(Y;u;) # 0.

H;5. x; prend au moins deux valeurs différentes. Si cette hypothése n’était pas satisfaite,
nous n’aurions pas un probleme de régression: en effet, a + bx; serait constante, et
Yyt = a + bx; + uy serait constante a un terme aléatoire pres. Nous aurions alors le
modele y; = p + uy avec p = E(yt).

Nous voulons trouver les parametres a, b de la droite a + bx; qui approche le mieux la
dépendance des y sur les x, c’est-a-dire qui s’écarte le moins du nuage de points (x4, yt).
Quels criteres allons-nous employer?

Il faut, qu’en moyenne, la distance entre y; et a + bz, soit minimale. Il faut donc que la
valeur absolue de u; = y; — a — bx; soit petite, pour tout ¢t. Nous pourrions retenir comme
criteres :

(1) min  max |G
ab t

(2)  min )
ab -

(3  min Y@
ab -

Pour des raisons de commodité, nous allons employer le troisieme critere: c’est la mé-
thode des moindres carrés.
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La différence: R
Uy = ys —a — by

s’appelle un résidu, et est une estimation de 'erreur u;. On peut écrire indifféremment:
Yt = a + bxry + uy

yt:d—f—i)%t—f—ﬁt

mais la premiere de ces relations est une hypothese, tandis que ’autre est une identité!
L’estimation par moindres carrés du modele de régression simple sur la base d’observations
(x¢,ye) est illustrée par la figure suivante.

gtvyt
8 . .
/ U = a + bxy
7_
6 — U =Yt — Yt
5_
4_
3_
= T T — Tt
0.5 1.0 1.5 2.0

1.3 Les estimateurs de moindres carrés

Nous voulons donc minimiser en a, b la somme de carrés:

S ==Y (w—a—br) .

Les conditions de premier ordre sont :

(32 :—22<yt—d—i)wt) =0

(22 :—22<yt—d—i)w,§)wt20.
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Elles impliquent les équations normales:

(1) Zyt—nd—132$t20
(2) Zwtyt—dZ%—I;wa:O.

En divisant (1) par n, on obtient :

dzgj—i)f avec izzwt Zyt.
n

En remplagant cette valeur dans (2), il vient:

S (e — [7— b3] — by = 0
Z(yt —§ = b(zy — 7))z =0

ou :

(1)

(2)

11 est facile de vérifier, de méme, que a = »_ 2y, avec:

I
2t = — — XTWt
n

Les deux estimateurs a et b sont donc des fonctions linéaires des ;.

Les w; et z; possedent des propriétés qu’il est utile de noter:

Zwt:O
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(3) ZthEt =1

(4) Zzt =1

X

(7) Zwtzt = S

Exemple: soient les n = 5 observations suivantes sur les y; et les x; :

B

Y
2
4
5
7

10

O W N =

Onad zy =15,y =28, Y a2 =55, > myy; = 103, > y? = 194.

. 103 — (15)(28)/5
55 — (15)2/5

>

I

)
| &

|
S
—_
©
N—r
VRS

—_
C”|cn
~__
I

|

o
—_

49
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1.4 Moments des estimateurs de moindres carrés

1.4.1 Espérances mathématiques.

Nous allons vérifier que a et b sont des estimateurs sans biais de a et de b. On a

a = Zztyt = Zzt(a—Hmt + uy)

= aZzt+bZztwt +Zztut
= a+O+Zztut

et E(

Q>

) = E(a)+ ZztE(ut) =a

=)
Il

Zwtyt = Zwt(a + bxy + uy)
= aZwt+watwt+Zwtut

= 0O+b+ Z WUt
et E(b) = E®b)+> wk(u)=>0
1.4.2 Variances.
La variance de b se calcule comme :
R R 12
Vi) = E [b - E(b)}
= E(b—1b)?

Mais b — b = > wyu; comme nous l’avons montré. On a alors:
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V) = E[Zwtutr

n—1 n
= F wauf—k?% E W W5 U U
t=1

i=1 j=i+1
n 2

= Y wEW) = Ay w = =y
t_Zl t t t_Zl t Z(wt_z)z

puisque E(u?) = o2, et puisque E(u;u;j) =0 pour i # j.

On a par ailleurs

V@ = E(@—a)? = E<Zztut)2

= o? E th par le méme argument que précédemment

1 z2

1.4.3 Covariance.

t=1 i=1 j#i
Z wy
= 0'2 'LUtZti| = 0'2 Z — X 'LU?
n
x
= —0'2
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1.5 Convergence en probabilité

On vérifie facilement & l'aide de ces moments que plimb = b et plima = a:

A o o
E(b)=b et V(b)= 0
< ) e < ) P (xr — )2 e
2
E <d) =a et V (d) - O, car: V (d) = 0'2 Zzt /T_l 0
n— oo Z(zt _ $)2
> z7

sous la condition suffisante que lim,, .~ existe.

n

1.6 Interprétation matricielle

En réunissant toutes les observations sur I’équation de régression y; = a + bx;y + uy, il
vient:

Y1 1 I U1
Y2 1 i) (%)
= a + b +
Yn 1 T, Un,
1 I U1
1 i) a U9
1 x, Up

ow: y = X0+ u.

Les équations normales peuvent s’écrire:

nd—HA)th :Zyt
det—HA)fo :thyt
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ce qui implique:

Z Yt
Zwtyt

Q>

noo> 1y
POETDIE

(bl

(X'X)f=X"y = f=(X'X)"Xy

La matrice (X' X) ™" peut s’écrire:

-1
nom 1 PO O

Say >oaf nd (- z)? — >y n

2

On s’apercoit qu’en multipliant cette matrice par o, on obtient la matrice:

V()  Cov <d, 13)

Cov (a, 13) 1% <b)

Ceci peut étre généralisé! En ajoutant des variables explicatives supplémentaires (des
colonnes a la matrice X) on obtient le modele de régression multiple.

On note I'importance de '’hypothése Hs : si #; = « pour tout ¢, > (2, — )% = 0,
det X’ X = 0 et les équations normales n’ont pas de solution unique.

1.7 Théoréme de Gauss-Markov

Nous ne verrons ici qu'un cas particulier de ce théoreme (une version plus générale sera
vue en régression multiple).

Nous avons vu que les estimateurs de moindres carrés sont sans biais et convergents.
Sont-ils de variance minimale? La réponse est: oui, dans la classe des estimateurs sans biais
et linéaires. Nous allons vérifier cette propriété dans le cas de b.

Un estimateur linéaire arbitraire de b peut s’écrire comme:
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S
I

thyt = th (a + bxy + uy)
= GZCt+bZCt$t+ZCtut s

une condition nécessaire et suffisante pour que F <I~)) = b pour tout (a,b) est > c; =0,
> cry = 1. Alors:

v(zS) - E(iy—b)zzE(thut)z
= 02203

On va minimiser cette variance sous la contrainte E <b) = b et montrer que la solution
est ¢y = wy.

Comme la minimisation de V (b) est équivalente & celle de V (b) /02, le Lagrangien s’écrit:

A = ZC?‘}‘)\lZCt—F)\Q(ZCt%t—l)

et les conditions de premier ordre sont donc:

oA

—:2Ct+)\1+)\2$t20 (tzl,,n)
8ct

Pour éliminer \; et A\ a I’aide des contraintes, nous pouvons utiliser:

Za—ct = 2;ct+n)\1+)\2;wt:0

t=1
el - 9 A A 2-0

En utilisant les contraintes Y ¢; = 0, > ¢y = 1:

n)\1+)\22$t =0

24 M) w XY i =0
n doay A 0

Say Y a? A2 -2
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L’inverse de la matrice des coefficients a déja été calculée ((X'X)~1). On peut donc
calculer la solution du systéeme comme:

A 1 Saz =Sy 0
Ao ny (v — )2 — S n _9
22/ 3 (2 — T)?
—2/3 (e — 7)?

0
En substituant ces valeurs dans e =0:
Ct
%, = -2— 7 yo—

2w —2)2 Y (- 2)?

(x4 — __)

2. (xr — )?

Ct = = Wt

Cette valeur de ¢; minimise donc bien la variance sous la contrainte que l'estimateur
soit sans biais.

1.8 Estimation de la variance des erreurs

Les variances et la covariance calculées dans les sections 1.4.2 et 1.4.3 dépendent du
parametre inconnu o2 . Une procédure naturelle serait de calculer la variance d’échantillon
% S (i — @)%, et de corriger un biais éventuel, pour arriver & un estimateur de o2.

En fait, > (4 —6)2 =Y 42 , car

Zﬁt = Z(yt_d_i)wt) = Zyt—nd—i)Z% = 0

en vertu de la premiere équation normale (Section 1.3). Nous allons prouver que

E[Zuﬂ —  (n—2)0?

2 = =347 est un estimateur sans biais de o2

et que donc s
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Nous avons:

uy = yt—d—i)wt

= a+b$t+ut—(gj—lﬁ)—i)wt

= a+b$t+ut—a—bi—ﬂ+i)f—i)wt
= wup—a+(b—b)(z — 7).

Alors
Sap = 3 [ -+ (00— 2) + 20— D) - @) - )
= ) (w—u)?+ 0-0)>) (- 2)° +20b-b)> (2, — z)(us — )

Mais

Sla - @) —a) = |3 -2 3 wilu—w)
= (b-b)) (z—x)?

puisque S wy(uy — @) = S wyug = b — b.

Donc

Sa2 = S —a2+ -2 (@ —2)? — 20— 023 (w — )
= ) (w—u)?—(b-07> (v —z)

Calculons séparément ’espérance de chacun de ces termes.

B[N w7 = E [Z W2 — %(Z ut)Q} =no? — "o% = (n—1)0”
E [(13 — 02> (- :z)ﬂ = o2

Et donc E [} 4?] = (n—2)0®> , Q.E.D.

On peut interpréter la division par n — 2 de la maniére suivante. Précédemment (a la
section 4.1 de la premiere partie), nous avions vu que pour obtenir un estimateur sans biais
de la variance, on devait diviser par n — 1 la somme des carrés des déviations par rapport a
la moyenne. Cette division par n — 1 était en fait due a la présence d’une condition liant les
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déviations par rapport a la moyenne: la somme de ces déviations est identiquement nulle.
Dans le cas qui nous occupe, nous avons deuz conditions liant les résidus u¢, a savoir:

n
Zﬁt - O
t=1
n
Z'&twt =0
t=1

Si nous connaissons n—2 des résidus, nous pouvons déterminer les valeurs des deux derniers
a l’aide de ces conditions.

1.9 Décomposition de la variance: le coefficient de détermination

>y — 9)?

en une somme de deux variances, celle des g (partie expliquée par la régression) et celle
des @ (partie résiduelle). Ceci nous permettra de définir le coefficient de détermination, qui
permet de mesurer la qualité de ’ajustement linéaire.

Nous allons voir que la variance totale des y, soit , peut éetre décomposée

A cette fin, nous prouverons que:

S92 = Y (-9 + Y @

soit SCT = SCE + SCR.

En guise d’étape préliminaire, démontrons une formule de calcul commode pour >_ 47 .

Lemme Y 42 = (y: —9)? — b? So(wy —)?

Démonstration

U = Yy—Y = yt—d—iﬂt

= (e —9) — bz —7)
Donc

St =Y =9 = DY @ =3 =) + Y (=)

Mais > (z¢ —Z) (ye — ) = b (z: — &)* , donc
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i => (-9 0> (@-2)° , QE.D.
Pour prouver que SCT = SCE + SCR, il suffit alors de montrer que:

0> (1 —2)° =) (I —9)°

Mais ceci est évident car:

S e —9)? =) (a+ b —a—bz)?
On définit alors le coefficient de détermination comme :

SCE SCR
2 — _
= SCT 1 SCT

et 'on a 0 < R?2 < 1. Plus R? est proche de 'unité, plus grand est le pourcentage de la
variance totale expliquée par la régression, et meilleure est donc la qualité de I’ajustement.

Mentionnons dés & présent une interprétation statistique plus fine du R?. Nous démon-
trerons, en régression multiple, que si b = 0, (n — 2)R?/(1 — R?) suit le carré d’une loi
de Student avec n — 2 degrés de liberté. Avec un seuil de signification «, le R? sera donc

“bon” si: ( )R2
n— 2 9
1 — R2 > tn—2,a/2
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1.10 Exemple numérique

Poursuivons 'exemple de la section 1.3. Nous avions trouvé les valeurs a = —0.1 et
b=1.9. On a de plus:

3
5.6

> (@m—x)? = 10
Y -y = 3720

Kl
|

<
|

daf = 3720-(1.9)%(10) = 1.10
2 = MO ey
3
2 = 3T o037
b 10
1 9
2
2 = 037|-4+-—| = 0403
% [5+10}
(0.37)3
o= — = —0.11
Sab 10
1.10
R2 e 1—— — 0.97
37.20

Nous pouvons présenter ces résultats comme:

g =—01 + 19 z; (R*=0.97)
(0.635)  (0.192)

ou les nombres entre parentheses sont les estimations des écarts-types des coefficients
estimés. On peut aussi les présenter comme:

g = — 0.1 + 1.9 x  (R*=0.97)
(—0.157)  (9.88)

ou les nombres entre parentheses sont les rapports entre les coefficients estimés et les
estimations de leurs écarts-types. On appelle ces rapports les rapports t (¢-ratios); ils nous
serviront dans le cadre des tests d’hypotheses.
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CHAPITRE II

LA REGRESSION SIMPLE: INTERVALLES
DE CONFIANCE ET TESTS D’HYPOTHESES

2.1 Tests sur les coefficients individuels

a et b ne sont que des estimateurs ponctuels de a et de b. Dans ce chapitre, nous nous
efforcerons d’énoncer des jugements de probabilité du type:

P [b <b< 5} =1—a ,ou «a est une constante appelée niveau de signification.
Un tel jugement de probabilité doit se lire:

“J’al une probabilité de 1 — a de ne pas me tromper lorsque j’affirme que b est compris
entre b et b”.

Les bornes b et b vont dépendre de b et de sa variance. Elles sont donc aléatoires, au
meéme titre que b.

Elles dépendront aussi de la distribution de b. Si cette distribution est symétrique autour
de b, l'intervalle [b, b} aura b comme point médian. Ce sera le plus petit intervalle ayant
une probabilité 1 — a de contenir b.

Il nous faut donc maintenant spécifier la distribution de a et 13, ce qui nécessite une
hypothese sur la distribution des erreurs u;. Si nous faisons I’hypothese de normalité:

Hs : us~ N(0,0°%)

a=a+Y zus et b=>b+ > wyu; seront normales, puisque ce sont alors des combinaisons
linéaires de variables normales indépendantes.

Quelles seront alors les formes de a, a, b et b?

Si 02 était connue, nous aurions:

~ N(0,1) et
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Nous pourrions alors écrire, par exemple,

—b

7

(=

P

— a2 <

< Za/Q] = -«

oll 24,2 est la valeur de la variable normale réduite ayant une probabilité & d’étre
dépassée.

Nous aurions alors:

~

P[b—za/zai)gbgi)—kza/QaE = l—«

Les bornes cherchées sont donc:

~

= b-— 2a/20b

SIS

et = b+ Za/200b

En pratique, o2 est inconnue. Que se passe-t-il lorsqu’on la remplace par son estimation
sans biais

>
Sl \V]

2 2

3
|
)

Pour reprendre I'exemple de b

S
|
(bl
S
|
(bl

\/ g

Z ﬁ,? def
o?(n —2)

Sl=

N est une variable normale réduite. Nous prouverons rigoureusement plus loin que

> i

o2
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est une variable x? avec n — 2 degrés de liberté, indépendante de la variable N. Par
définition, le rapport % est alors une variable Student avec n — 2 degrés de liberté.

Donc: .
b—10 N a—a
~ tn,—o et, de maniere analogue ~ tn_2
813 Sa
et les intervalles de confiance sont donnés par :
P[i)—tn_g;% 81‘) < b < Z;+tn_2;% 86i| = 1—06,
P [d—tn_z;% sa <a<itt, ga s&} — 1-a

Pour tester:

Hy : b = b contre Hy : b# b

on ne rejettera pas Hy si by € [b, b].
Pour tester :

Hy : b= b contre Hy : b> by

on rejette Hy si by < b— tn—2;a S
Pour tester:

Hy : b= by contre Hy : b< by

on rejette Hy si by > b+ tn—2:05j -
Des procédures analogues sont évidemment valables pour le parametre a.

2.2 Test sur les deux parametres a et b

Il s’agit ici du test:

Ho:a:ao et b:bo

contre
Hy : a#ag ou b#0by , oulesdeux.
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Ce test n’est pas équivalent a une juxtaposition des deux tests ¢ sur chaque coefficient
de régression. Une méthode bivariée s’impose, et nos intervalles de confiance deviennent
des ellipses. En pratique, on passe par la variable F' de Fisher-Snedecor.

La statistique a employer est:

Q/2

52

avec Q= [n(d —a0)? + 2nZ(a — ao) (b — by) + <Z w?) (b bo)ﬂ

Fobs -

(@ est toujours positive ou nulle; elle sera d’autant plus grande que a et b different de
ag et bg. Or, ce sont bien les valeurs élevées d’une statistique F' qui conduisent a rejeter
I’hypothese nulle. Par ailleurs, une valeur élevée de s? reflete une mauvaise qualité de
I’ajustement statistique; il est donc logique qu’elle nous fasse hésiter a rejeter I’hypothese
Hy.

En régression multiple, nous démontrerons que si Hy est vraie, Fops a la distribution
F5 2. On rejettera donc Hy si

Fobs > FQ;n—Q;a .

Nous montrerons aussi que Fyps est égale a (n — 2)/2n fois la statistique de Wald pour
tester I’hypothese Hy : (a,b) = (ao,bo) contre Hy : (a,b) # (ao,bo). Ceci fournit une
premiere justification rigoureuse de I’emploi de cette statistique.

2.3 Test sur une combinaison linéaire des coefficients

Un estimateur sans biais d’une combinaison linéaire v = aa + 3b des coefficients a et b
est bien str:
4 = aa + Jb.

Afin de construire un intervalle de confiance pour «, nous devons estimer la variance de
A:

Viaa+6b) = a?V(a)+ B*V(b) 4 2a6 Cov(a, b)

= G ) e e
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En utilisant le méme raisonnement que précédemment (section 2.1.), on peut montrer
que:

fy—ad—ﬁi)

o (8- ax)

et un intervalle de confiance est donc donné par les deux bornes

s 02, (B-axp
bxt, sasy—+=—"23
R \/n "oy

2.4 Prévision

Que se passerait-il si nous voulions trouver un intervalle de confiance sur une valeur
future yg de y? On parlerait alors d’intervalle de prévision. Supposons par exemple que
y = a+bx+u soit une fonction de consommation, que nous possédions des données annuelles
entre 1960 et 1981 sur la consommation et le revenu national, et que nous voulions prédire
la consommation pour ’année 1982, conditionnellement a une projection xyp du revenu
national pour 1982.

Sous I'hypothese que le modele reste inchangé, nous aurons:

Yo = a-+bxrp+ug et

~

Y9 = a-+brg sera sans biais

~

La variable yp — 99 = up — (@ — a) — (b — b)xy est normale, de parametres:

E(yo —9s) =0
V(yo — o) = E(yo — 96)*
E2)+ E((a—a)+ (b—b)xg)?

puisque a et b ne dépendent que de uy,ua, ... u,, et que E(uup) =0, i=1,2,...,n:
On a donc bien E(aup) = E(bug) = 0.

Le premier terme de la somme est égal & 0. Le second terme peut étre calculé a 1’aide
des résultats de la section 2.3, en posant a = 1 et 3 = xy. Nous avons donc:

. 1 wg—EQ
R
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et les bornes de l'intervalle de prévision sont données par

(zg — 7)°

1
o £ t,_o.a 1+ —4+ =———
Yo = tn-2:g 8\/%*2@—@2

2.5 Exemple numérique

Reprenons I’exemple numérique du chapitre 1. Nous avons t3.9.025 = 3.182. Un intervalle
de confiance sur b correspondant a o« = 0.05 sera donc donné par:

[1.9—(3.182)\/0.037,1.9+(3.182)\/0.037 =[1.29 , 2.51]

On rejettera donc, par exemple, ’hypothese:

Hob:12

mais on ne rejettera pas ’hypothese:

HO :b=1.5.

Pour tester:

Hy:a=-0.15 et b=2.5
contre Hj:a# —0.15 ou b#25

on construit la statistique

Fobs

5(—0.10 +0.15)2 +2-5-3(—0.10 + 0.15)(1.9 — 2.5
(037 P00+ D15 4205 3(-010 4 0.15)(1.9 — 25

+55(1.9 — 2.5)2]
18.9125/2

= —=25.79
0.37

On a F2;3;0_05 = 9.55 et F2;3;0.01 = 30.82

On ne rejette donc pas Hy pour a = 0.01 , mais on la rejette pour a = 0.05.
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Un intervalle de confiance sur yop = F [y | = 3.5] a pour bornes:

—0.14 (1.9)(3.5) =+ (3.182)(0.61)\/% + w si a=0.05.

Ce qui donne [5.636 , 7.464].

Un intervalle de prévision sur yg = a + b(6) + ug au niveau de signification o = 0.01
aura pour bornes:

(6 —3)?
10

0.1+ (1.9)(6) + (5.841)(0.61)\/1 + % +

ce qui donne [6.175 , 16.426].
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CHAPITRE III

COMPLEMENT D’ALGEBRE MATRICIELLE

3.1. Formes quadratiques

Soit x un vecteur n x 1. Une forme quadratique est une expression du type z’ Az, ou
A est une matrice symétrique n x n. Elle est dite définie non négative si '’ Az > 0 pour
tout x; définie positive si ' Ax > 0 pour tout x # 0; semi-définie positive si '’ Az > 0 pour
tout x et si rang (A) # n. La méme terminologie s’applique a la matrice A. Rappelons
sans autres commentaires quelques propriétés importantes des matrices symétriques et des
matrices définies.

3.1.1 Propriétés des matrices symétriques.

Si A=A

(1) Ses valeurs propres sont toutes réelles.

(2) A deux valeurs propres différentes correspondent des vecteurs propres orthogonaux.

(3) On peut associer k vecteurs propres orthogonaux a une valeur propre de multiplicité
k.

(4) 1l existe une matrice C' orthogonale, dont les colonnes sont les vecteurs propres de
A, telle que:
C'AC = diag(A1, A2, ..., An) o les \; sont les valeurs propres de A.

(5) Le rang de A est égal au nombre de valeurs propres de A non nulles.

3.1.2 Propriétés des matrices définies non négatives.

(1) Une matrice A d’ordre n est définie non négative si et seulement si (a) toutes ses
valeurs propres sont non négatives, ou (b) il existe une matrice B de dimensions
m x n et de rang m telle que B'B = A.

(2) Si A est définie non négative, alors (a) a;; > 0 pour tout i, et (b) B’AB est définie
non négative pour toute matrice B de dimensions n x m.
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3.1.3 Propriétés des matrices définies positives.

(1) Si A est définie positive, alors:

A est réguliere.
ai; > 0 pour tout <.

Si B est n x m et de rang m, B’ AB est définie positive (corollaire: B’ B est
définie positive).

(2) A est définie positive si et seulement si:

Il existe une matrice B réguliere telle que A = B’B, ou:
Toutes ses valeurs propres sont strictement positives, ou:
Tous ses mineurs principaux sont strictement positifs, ou:

Tous les mineurs principaux de —A alternent en signe, en commencant par
moins, ou:

Il existe une matrice D réguliere telle que DAD" = 1I.

3.2 Matrices symétriques idempotentes

Soit A une matrice n x n avec A = A’ et AA = A. Nous avons les résultats suivants:

3.2.1 A est réguliere si et seulement si A =1.

Démonstration

Si A est réguliere, prémultiplions les deux membres de AA = A par A~!. Cela donne:

ATTAA = A7l A,

soit aussi A = I. La réciproque est immédiate.

3.2.2 Les valeurs propres de A sont 0 ou 1.

Démonstration

Si A est une valeur propre de A, Ax = Az pour un vecteur z # 0. En prémultipliant les
deux membres par A:

AAz = Mz,

donc aussi Az = A2z, en utilisant AA = A et Az = A\x; nous avons alors Az = A2z, ce qui
démontre la propriété.
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3.2.3 Le déterminant de A est 0 ou 1.

Démonstration

Evidente, car le déterminant d’une matrice est égal au produit de ses valeurs propres.
3.2.4 Le rang de A est égal a sa trace.

Démonstration

Comme A est symétrique, il existe une matrice orthogonale C' telle que C'AC =
diag(A1, A2y ..., An).

On a alors:

trA=trCC'A = +trC'AC
trdiag(A1, A2, ..., Ap)
= rangdeA

puisque CC’ = I, et puisque les \; sont égaux a 0 ou 1, le nombre de uns étant le rang
de A.

3.3 L’inversion en forme partagée

Soit A une matrice n x n, réguliere, partagée comme suit:
E F
=& u)
et supposons que F et D = H — GE~'F soient régulieres. Alors:
E-'I+FD'GE~') —-E-'FD7!
A7l =
—-D'GE™! D!

On vérifie en effet par multiplication que AA~! = T.

3.4 Notions de dérivation matricielle

Si A = A\(x) est un scalaire et = est 1 x n:

A_(or oA
A_(n 2
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De méme, si x est n x 1:

8A/8$1
ox .
0N/ Oxy,
Si v = v(z) et = sont des vecteurs (lignes ou colonnes) ayant respectivement n et m
¢léments:

Ouy. dun
8'[} B 8331 T 8331
Oz v, vy,
OTm Tt Oxm

est la matrice Jacobienne de v(x).

Dans cette notation, nous avons, si A est n x m:

ail a1 e an1
0(Ax)
= . . . — A,
1m a2m ... Anm
De méme:
d(z' A)
=A
ox

Pour une forme quadratique, si A est n X n et symétrique, on a:

0(z' Ax)
ox

= 2Ax

Par exemple, si A = [? :ﬂ ,on a2’ Ar = 2% + 22129 + 323, et

/ dx1 + 2x9
0(z' Ax) _ oAy

Oz 2x1 + 6xo
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CHAPITRE IV

COMPLEMENT D’ANALYSE STATISTIQUE MULTIVARIEE

4.1 La loi normale multivariée

La densité normale univariée, de parametres m et o2:

(o) =~ e (0 (o= m)?)

oV 2T

peut étre généralisée a la densité normale multivariée, fonction de densité jointe des compo-
santes d’un vecteur aléatoire:

X1
Xn
Cette généralisation est la suivante:

fx (@) = @02 (det)? exp{—gu—u)’a—wx—m}, ot

B(X)

est le vecteur des espérances mathématiques des composantes de X, et {2 est une matrice
définie positive, dite matrice de covariance, avec

[ = V(&) = BE(Xi—w)? et

7

[€;; = Cov(Xi,X;) = E(Xi—p)(X;—py)

)
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On a donc:

011 012 ... Oln
o= pfix - -wh=| 7

O1n ... Onpn

on écrira X ~ N(u, Q).

4.2 Fonctions linéaires et quadratiques de variables normales

4.2.1 Fonctions linéaires.

Soit X ~ N(u, <), B une matrice m x n de constantes, de rang m, et A un vecteur
m x 1 de constantes. Alors Y = BX + A est N(Bu + A, BQB’).

Nous ne prouverons pas la normalité de Y. Il est néanmoins facile de calculer E(Y) et
la matrice de covariance V (Y):

E(Y)=EBX +A)=BE(X)+ FE(A)=Bu+ A

VY) = E[BX+A-Bu—A)(BX+A-Bu— A)]
—  B[(BX — Bu)(BX — By
— BE[(X - p)(X - p)| B' = BB’

Exercice: Un portefeuille contient n actifs financiers de rendements X;, pouri=1,...,n.
Ces rendements forment un vecteur X. X est aléatoire de distribution N (u, §2). Les sommes
investies dans chacun des n actifs sont de v;, pour ¢ = 1,...,n, et le rendement global du
portefeuille est donc de 7 = Y1, v;X;. L'utilité de ce rendement est égale & U(mw) =
a — cexp(—brm), ou a, b, et ¢ sont des parametres strictement positifs. Montrez que la
composition du portefeuille qui maximise I’espérance d’utilité est donnée par le vecteur
v o= %Q_lu. (On utilisera la fonction génératrice des moments d’une variable normale,
obtenue a la section 2.3 de la premiére partie.)

4.2.2 Sous-vecteurs d’un vecteur normal.
Soit X ~ N(u, ), partagé comme suit:
X1 ni

X =
X5 n—ni
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Nous pouvons alors partager u et €2 de la fagon suivante:

H1 ni Qi1 Qi ni
p= , 1=
U2 n—ni Qa1 Qa2 n—ni
nT n—mn

alors X1 ~ N(ul, Qll) et XQ ~ N(,ug, QQQ).
Démonstration

Soit B une matrice ny X n définie comme:

B = ([n1 Onlx(n—nl) ) .

Nous avons BX = X1, et le théoreme de la section 4.2.1 nous permet de déterminer la
distribution de X;. Nous avons X ~ N(Bpu, BQB') avec Bu = p; et

Qll 912 [n

1

BQB, - <[7‘L1 Onlx(n—n1) )
QQl QQQ O(?’L—?‘Ll)XTLl
= Q.

La dérivation de la distribution de X5 se fait de maniere analogue.
4.2.3 Formes quadratiques.

Soit X ~ N(0,I) (un vecteur n x 1).
Soit M une matrice non stochastique, idempotente et symétrique de rang k.
Alors X'MX ~ x3.

Démonstration

En vertu des propriétés de M, il existe une matrice orthogonale C telle que
I, Okx (n—k)
c’'MC =
Otm—k)yxk  Otn—k)x(n—k)

Soit Y = C'X. Nous avons Y ~ N(0,C'IC), c’est-a-dire Y ~ N(0, I). Par conséquent:
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X'MX = X'(cohM(CCHX
= X' cl'MC)C'X
I, O k
-y D S CIN
O O i=1

4.2.4 Indépendance des fonctions linéaires et des formes quadratiques.

Soit X ~ N(0,I) (un vecteur n x 1)
B une matrice m x n de rang m, non stochastique
M une matrice n x n idempotente et symétrique, de rang k, non stochastique.

Si BM = O, la forme linéaire BX est indépendante de la forme quadratique X' M X.
Démonstration

Soit C' la matrice orthogonale de la section 4.2.3 et Y = C'X.
Soit alors F' = BC' = (F; Fy) ou Fy est m X k.

On a
I, O
(Fi F) = BCC'MC = BMC =0,
O O

ce qui implique F} = O. Alors BX = BCY = FY = (O F,)Y ne dépend que des
n — k derniers éléments de Y, qui sont indépendants des k premiers, puisque Y ~ N (0, I).
Comme X'MX = Zle Y2, la proposition est démontrée.

4.2.5 Indépendance de deux formes quadratiques.

Soit X ~ N(0,I) (un vecteur n x 1)
M une matrice n x n idempotente et symétrique de rang k, non stochastique
M* une matrice n X n idempotente et symétrique de rang r, non stochastique.

Si MM* = O , alors les formes quadratiques X' M X et X' M*X sont indépendantes.
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Démonstration

Soit C' la matrice orthogonale précédente et Y = C'X.

Considérons alors la matrice symétrique:

G1 Go
G = / = C'M*C ou Gi est kxk.

Gy Go\ (I O
= C'M*CC'MC = C'M*MC=0
Gy, Gs O 0O

ce qui implique G; = O, et G, = O, donc aussi Go = O. Par conséquent:
O O
X'M*X =X'CC'M*CC'X =Y'GY =Y’ Y
O Gjs
ne dépend que des n — k derniers éléments de Y, qui sont indépendants des k premiers;

comme X'MX = Zle Y;?, la proposition est démontrée.

4.3 Application: calcul de la distribution sous H; de la statistique t

Test: Hy : = po contre Hy : p # po

Echantillon: y; ~ N(u,0?) indépendantes.

e On a vu au chapitre V de la premiere partie que la statistique a employer est:

Yy — [bo 1 _
tobs == 3{9/\//% avec 82 = S Z(y’t_y)Q

Quelle est la distribution de tops si Hy est vraie? On va montrer que tops ~ t,_1.

Solution: on peut écrire:

Y — Ho
o/v/n N
tobs = 5 = 5
> (yi —9)
(n—1)02
e Si Hy est vraie, N ~ N(0,1).
e Nous montrerons au cours que:
N = Bz

Z(yi - g)Q — ' Mz

o2



76

P. DESCHAMPS, COURS D’ECONOMETRIE

ou: _
Y — Ho?
Tr =
o
1
B=-—"—=i
Vi
1
M=1-—i
n

1 étant un vecteur n X 1 dont tous les éléments sont unitaires.
Si Hy est vraie, z ~ N(0, I).

Nous montrerons au cours que M est symétrique, idempotente, de rang n — 1; Nous
montrerons de plus que BM est un vecteur nul.

Alors le théoréme de la section 4.2.3 implique que D est la racine d’une 2 _; divisée
par n — 1 et le théoreme de la section 4.2.4 implique I'indépendance de N et de D.

Alors, par définition, tops ~ tn_1.
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CHAPITRE V

LE MODELE DE REGRESSION MULTIPLE

5.1 Le modele et ses hypotheses

Les notions présentées dans les deux chapitres précédents vont nous permettre de géné-
raliser les résultats des chapitres I et IT a un modele économétrique possédant un nombre
arbitraire k£ de variables explicatives, soit:

Yo = b1+ Boxiz + Bszs + ... + et +ue pour t=1,2,....n
Pour prendre un exemple, il est raisonnable de supposer qu'une loi de demande com-

prenne comme variable explicative non seulement le prix Py du bien demandé, mais aussi
le prix Px d’un substitut et le revenu R du consommateur. Nous aurions alors:

yr = 1+ B2 (Py )t + B3(Px )t + BaRy + uy

Une formulation matricielle du modele s’impose. Il peut s’écrire sous la forme suivante:

Y1 1 z12 ... w1k B U1
Y2 1 o2 ... ok B2 U
= . . . +
Yn 1 Zpo ... ZTpk O Uy,

soit y = X8+ u, ou y est un vecteur n x 1 d’observations sur la variable dépendante, X
est une matrice n x k d’observations sur les variables explicatives, 3 est un vecteur k x 1
de parametres inconnus et u est un vecteur n x 1 d’erreurs aléatoires inobservables.

Nous faisons les hypotheses suivantes:

Hy:E(u)=0

Hy : E(uu') = 0?1

Hjs : X est non aléatoire
Hy:rang(X)=k<n
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L’hypothese Hy implique que les erreurs sont de méme variance, et non corrélées. Si
I’hypothese Hy n’était pas satisfaite, il existerait une relation linéaire exacte entre certaines
des colonnes de X: En substituant cette relation dans I’équation de régression, on pourrait
alors supprimer un régresseur. Ceci revient a dire que le vecteur § ne pourrait pas étre
estimé de maniere unique.

Notons que nous ne faisons pas encore d’hypotheses sur la forme fonctionnelle de la
distribution de wu.

5.2 Les estimateurs de moindres carrés

L’estimateur # de moindres carrés sera obtenu, comme précédemment, en minimisant
la somme des carrés des résidus. Le vecteur des résidus est u = y — X 3. Cette somme de
carrés peut donc s’écrire:

o= (y-XB)(y-XP)

>

= Yy-BXy-yXB+5X X0
= Yy-20Xy+0XXp

En utilisant les regles de la Section 3.4, on obtient:

’

ou 4
op
Comme X est de rang k, X X est définie positive, donc réguliere (voir 3.1.3. (1)), et
nous pouvons écrire:

= —2Xy+2X XB=0

Bo= (XX)'X'y

Par ailleurs, les conditions de second ordre pour un minimum sont satisfaites, puisque

EREL
03 | op

. ’ . P . PN A
une matrice définie positive, ce qui montre que 4 4 est convexe en (3.

] —2X'X |
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5.3 Moments des estimateurs de moindres carrés

5.3.1 Espérance de .

B est un estimateur sans biais de [ puisque:
B@B) = E|X X)X (X8+u)
= BB+ (XX Xu] = 84X X)X Bw) = 8

5.3.2 Matrice de covariance de B

La matrice de covariance de 3 est alors:

Vi) = E|B-8)B-0]
- E [(X/X)_lX/uu/X(X/X)‘l}
= X X)X EBw)X(X X)7!

= AXXN)TIE XX = AXX)T

5.4 Le théoréeme de Gauss-Markov

Nous allons montrer que (3 est le plus efficace des estimateurs linéaires de 3. Plus
précisément, si 3 est un autre estimateur linéaire sans biais de (3, c’est-a-dire si E(() =
B et B = Ay, les variances de ses composantes ne peuvent étre inférieures a celles des

composantes de :

V(B)>V(3) , pour i=1,2,...,k
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Démonstration

Soit donc B = Ay un autre estimateur linéaire de 3. Nous pouvons supposer sans perte
de généralité que:

A= (XXX +cC.
Alors:
= [(X’X)—lx’ + 0| (X8 +u)

=B+ (X' X) "X u+CXB+Cu=[I+CX] B+ Au

est un estimateur sans biais de 3 si et seulement si CX = O. Nous imposons donc cette
condition, qui implique que 8 = 3 + Au.

La matrice de covariance de 3 est alors:

E|(B-8)3-8)] = B|AwA]
= o2AA

- o2 [(X'x)X +C} [X(X'X)—1 el

X' X)) '+ (X X)X +ox(xX' X))+ o

= o
= o? -(X/X)_1 +CC'| puisque CX =0
= V() +o*cC

. / / . / / / .
Mais les éléments de la diagonale de CC' sont des sommes de carrés, donc non négatives.

Les variances des composantes de 3 sont donc supérieures ou égales aux variances des
composantes de (3.
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5.5 L’estimation de la variance des erreurs

Comme précédemment (section 1.5) notre estimateur sans biais sera basé sur
(G — @) = .42 puisque @ = 0. (En effet, la premiére ligne de la matrice (X X) est
le vecteur i X avec i = [1,1...1]; la premieére composante du vecteur X /y est i/y. La
premiére équation normale s’écrit alors i X3 =i y, ou i (y—XB) =ia= > 4, = 0). Pour
trouver, comme précédemment, un estimateur sans biais de o2, calculons E (11/12)

Nous avons
a=y—-X8 = XB4+u-X(XX)'X (XB+u)

= XB+u—-X3-X(XX)'Xu

- [I—X(X'X)—lx'u = Mu.

def

On vérifie aisément que M est idempotente et symétrique.
Alors @'t = u M'Mu = v Mu.

E@a) = FE( Mu)=E({ruMu) puisqueu Mu est un scalaire
— E(trMuu') puisque trAB =trBA
= trE(M uu/) puisque la trace est une somme
= trM E(uu/) puisque M est non aléatoire
= trM(c®I) = o*tr(MI) = o*trM .
Mais trM = trl, —trX(X X)7'X’
= trl, — tr(X X)(X X))t =trl, — try

= n—=k.

’

Alors E(@ @) = (n — k)o? et s> = % est un estimateur sans biais de o2.
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5.6 Décomposition de la variance: les coefficients de détermination R? et R?

. Y /\/ A
Nous commencons, comme a la section 1.9, par démontrer une formule de calcul de u .

Lemme

Démonstration

gy
>
Il
<
|
S
=
<
|
S
=

= yy-26Xy+53(XX)3
= yy—-FXy pusque (XX)f=Xy.

Nous décomposons maintenant, comme précédemment en régression simple (section 1.9),
la somme des carrés totaux en une somme de deux termes:

Z(yt—ﬂ)z = Z(Qt—z_])z—FZﬁf, soit:
SCT = SCE + SCR.

Pour démontrer cette identité, notons que > (y; —4)?> =y y — 2L

2
- Fxxp- Y
n
(puisque iy = VXB+ida et i/ﬁ:O)
_ B/X/y—(iy)z
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’ ’ ~Yt ’
Par le lemme, nous avons y y =4 u+ 3 X v,

’

. 2
(v (7
n

! 2
A7 ’ 7
gxy- Y

donc [y/ Yy —

c’est-a-dire SCT = SCE + SCR , Q.E.D.

Il faut bien noter que cette identité n’est valable que dans un modele ou la somme des
résidus est nulle (i/a = 0). Tel sera bien le cas lorsque le modele de régression comporte un
terme constant, puisque i’ est la premiere ligne de X’ et puisque les équations normales
impliquent X’4 = 0.

A partir de cette identité, nous pouvons définir, dans un modele avec terme cons-
tant, le coefficient de détermination comme:

SCE 1_SCR_¢?xy—E%ﬁ

SCT SCT Yy — (@ 711/)2

R2

A/ ~
Comme % = “% est un estimateur biaisé de o2, il est préférable d’employer le coef-

ficient de détermination ajusté, défini comme suit:

_ SCR/n—k n-—1 k—1
2 _ 1 _ _ 2 _
=1 SCT/n —1 n—kR n—k

qui est, lui, basé sur des estimateurs sans biais des variances. Si l’on ajoute un régresseur,
R? croitra toujours (non strictement); ceci n’est pas le cas pour R2.

Dans un modele sans terme constant, la somme des résidus n’est pas nécessaire-
ment nulle et la décomposition précédente (SCT = SCR +SCE) n’est donc plus valable.
Le R? précédent n’est donc pas nécessairement compris entre 0 et 1. Néanmoins, on a
toujours, en vertu du lemme:

yy=p'X"y+i'a=yg+aa
avec §j = Xf3.
On peut alors définir:
R2=2Y 22
vy vy

qui est, lui, toujours compris entre 0 et 1. Ce coefficient R2 peut étre utilisé dans tous
les cas, tant dans un modele sans constante que dans un modele avec constante. Mais son
interprétation est différente de celle du R2.

Comme précédemment, nous pouvons ajuster ce dernier coefficient de détermination
aux nombres de degrés de liberté, comme suit:

wa/(n—k) n—-1_, k-1

vy/(n—1) n—-k * n—-k

R2=1

*
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Interprétation des coefficients de détermination:

Nous verrons plus loin que R? est une fonction monotone de la statistique F' & employer
pour tester la nullité de tous les coefficients de régression sauf la constante.

Nous verrons aussi que R? est une fonction monotone de la statistique F' & employer
pour tester la nullité de tous les coefficients, constante comprise.

On peut montrer que R? est le carré du coefficient de corrélation entre les valeurs
observées y; et les valeurs ¢, calculées a ’aide de I’équation de régression estimée.

5.7 Problemes particuliers: multicolinéarité,
biais de spécification, variables muettes

5.7.1 Multicolinéarité.

(1)

(2)
(3)

Comme nous 'avons déja mentionné, I’existence d’une relation linéaire exacte entre
les colonnes de X nous empéche de déterminer I’estimateur B de maniere unique. Ce
cas est un cas extréme de multicolinéarité. Mais il arrive souvent que certaines des
colonnes de X présentent une dépendance linéaire approximative. Les conséquences
de ce phénomene sont les suivantes:

e un manque de précision dans les estimations des (3;, se traduisant par de fortes
variances;

e les estimations des [3; présenteront souvent des distortions importantes, dues a
des raisons numériques. Le nombre de chiffres significatifs des emplacements-
mémoire d’un ordinateur est en effet limité, ce qui se traduit par un manque
de stabilité des programmes d’inversion matricielle, pour des matrices qui
sont presque singulieres.

Pour illustrer le premier point, reprenons le modele de régression simple
Yyt = a + bx; + uy. Nous avons vu que
~ 0'2

S R

La multicolinéarité se traduira dans ce cas par une série d’observations (z;) presque
constante, c’est-a-dire par x; ~ T pour tout t. On a alors >_(z; — Z)? ~ 0, ce qui
se traduit par une forte variance de b.

La multicolinéarité peut étre mesurée en calculant le rapport % de la plus grande
a la plus petite valeur propre de X 'X.

Pour corriger le probleme de multicolinéarité, on peut:

e soit ajouter des observations a l’échantillon quand la chose est possible; il
faut néanmoins que les observations supplémentaires ne présentent pas de
multicolinéarité!

e Soit introduire une information a priori. Supposons par exemple que dans la
fonction de production:
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log Qs = A+ alog Ky + (Blog Ly + uy

les variables log K; et log L; soient fortement colinéaires. Si I'on sait que les
rendements d’échelle sont constants (o + § = 1), on peut transformer le modele
comme suit:

logQ: = A+ alog Ky + (1 — a)log Ly + uy
ou (log@Q; —logL;) = A+ a(log Ky —log L) + uy,

ce qui a donc pour effet de supprimer un régresseur. Ceci peut résoudre le pro-
bleme. Essentiellement, 'information a priori o + = 1 supplée au défaut d’infor-
mation présent dans ’échantillon (tentative d’estimer trop de parametres avec trop
peu de données).

Cette information a priori peut également prendre une forme stochastique, non
déterministe. Nous étudierons ce point lorsque nous verrons les méthodes baye-
siennes.

5.7.2 Biais de spécification.

Examinons maintenant le probléme du choix d’une forme fonctionnelle, c¢’est-a-dire du
choix de la liste des régresseurs. Comme nous allons le montrer, I’omission d’une variable
explicative a pour conséquence, en général, un biais de ’estimateur .

Supposons que y soit engendré par le modele:

y=X0+u=X101+Xofa+u , avec [P2#0 et FE(u)=0

et que 'on omette les colonnes de X, de la liste des régresseurs. On estimerait alors par
moindres carrés le modele

y=X1081 +u* avec u*=Xy8+u

et par conséquent E(u*) = X202 # 0. L’estimateur:
Br=(X"1X1)" Xy =61+ (X1 X)L X ut

sera biaisé.
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5.7.3 Variables muettes.

Une variable muette, ou binaire (en anglais: dummy variable) est une variable du type

thl si tETl

Di=0 si t¢Th

ou T1 g {1,2,...,%}.

Une telle variable, incluse dans la liste des régresseurs, pourrait par exemple indiquer
la présence ou ’absence de guerre, ou classifier des données selon un critére saisonnier.
Pour des données mensuelles, s’il n’y pas de variations saisonnieres a l'intérieur d’un méme
trimestre, on pourrait poser:

Dy =1 sitest un mois du premier trimestre, 0 sinon
Doy =1  sitest un mois du second trimestre, 0 sinon
D3, =1  sitest un mois du troisieme trimestre, 0 sinon
Dy =1  sitest un mois du quatrieme trimestre, 0 sinon.

Les quatre colonnes des régresseurs D1, Dy, D3, D4 pour les 12 mois d’'une année
auraient alors la forme suivante:

1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0
1
1
1
1
1
1
0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 1

Nous ne pourrions pas inclure de constante dans ce modele, puisque la somme de ces
quatre vecteurs est un vecteur de uns. On aurait alors colinéarité parfaite. Les coefficients
des variables D; sont en fait des constantes spécifiques a chaque saison.



SECONDE PARTIE, CHAPITRE V 87

Une autre possibilité serait d’inclure une constante, et de supprimer ’'une des variables
D;, par exemple D;. Les coefficients de D5, D3 et Dy mesureraient alors Ueffet relatif des
facteurs saisonniers: les constantes spécifiques seraient 31, 81 + (2 , 81 + (3, B1 + (4

plutot que B, B2, B3, Ba.

Notons aussi que les variables muettes permettent la spécification de pentes variables.
Si Dy = 1 pour une période de guerre, = 0 sinon, et que l'on a des raisons de penser que
la propension marginale a consommer § dans le modele:

Ci=a+ pBY; + us

est différente en temps de paix et en temps de guerre, on pourra estimer les parametres
du modele:

Ct = Oé—f—thY;g +C(1 —Dt)Y;g + Uuq

et b sera l'estimateur de la propension marginale a consommer en temps de guerre, ¢
I’estimateur de cette propension en temps de paix.

5.8 Estimateurs par maximum de vraisemblance

Nous faisons ici I’hypothese que le vecteur v a une distribution normale:
Hs wu~ N(0,0°1)

Ce qui implique que y — X3 ~ N(0,021I).

La fonction de vraisemblance s’écrit alors:

202

L(B,0%) = (270%) "/ exp{— L —Xﬁ)'(y—Xﬁ)}

|
2

|

et log, L=— oge%—QogeOQ— (y—XB) (y— XB)

202

Nous avons alors les conditions de premier ordre suivantes:

log, L 1
Olosc L _ 1 oxry+2X'X8) =0 (voir Section 5.2).
)5, 202
Olog, L n 1 /
I8 N - XB) (y—XB) =0
505 552 T 551 (U= X0) (y — XP)

La premitre condition implique 3 = (X'X)"'X'y. En remplacant 3 par 3 dans la
seconde condition et en la multipliant par 202, on obtient 62 = “n—“ comme estimateur de
o? par maximum de vraisemblance.
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La matrice Hessienne H s’obtient en dérivant le vecteur

1

n 1

—ﬁﬂLﬁ(y—Xﬁ)’ (y — XB)

par rapport au vecteur ( 52) . Ceci donne:

(X'X)

1
2 ol

- XB) (v - XD)

H = g

(- X'y + X'XpP)

204

En remplacant 3 par 3 = (X'X) "1 X'y et 02 par 62 = %(y—Xﬁ)’(y—Xﬁ) , on obtient:

X'X
H =
n
@) _

qui est définie négative puisque (X’X) est définie positive et 2 > 0. Nous avons donc
bien un maximum.
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5.9 Exemple numérique
Une association de vignerons vaudois voudrait étudier 'influence sur la production de
vin par hectare (V) des quantités de main-d’oeuvre (X;) et d’engrais (X2) employées par

hectare.

Une enquéte est menée chez dix vignerons (i = 1,...,10) et l'on postule la forme
fonctionnelle suivante:

logY; = 1 + B2logX1; + B3logXa; + u;

ol u; est un terme d’erreur aléatoire satisfaisant nos hypotheses. Les données de 1’échan-
tillon sont résumées dans la matrice suivante:

> (logY)? YologY > logYlogX: > logYlogXs
> logY n > logX1 > logXo

YlogYlogX; Y logX; Y (logXi)? Y logXilogXs

S logXaology Y logXs SologXslogX; Y (logXs)?
19.34 118 7.1 4.1

11.8 10 2 2

7.1 2 7 1

4.1 2 1 7

On a
10 2 2
(X'X) = 2 7 1
2 1 7
11.8
X'y = 7.1 et yy = 19.34
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48 —12 —12

1
X'X)t=— -12 66 —6
432
-12 -6 66
1

0.2
BX'y = 1759
44 = 1934—1759 = 1.75
2 = 025
1.75
R? = 1- s = 0677
19.34 — 555
_ 9 2
R?2 = Z(0677) — = = 0585
7( ) 7

Les résultats peuvent étre résumés de la fagon suivante (les estimations des écarts-types
se trouvent entre parentheses):

logY = 1 + 0.7 logX; + 02 logX,  (R?=0.585)
(0.167)  (0.195) (0.195).
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CHAPITRE VI

MOINDRES CARRES SOUS CONTRAINTES LINEAIRES

6.1 L’estimateur de [ sous contraintes

Nous dériverons dans ce chapitre I'estimateur (. du vecteur 8 sous un systeme de J
contraintes indépendantes, qui peut s’écrire sous la forme:

RBCZT )

ou R est une matrice J x k de rang J , r est un vecteur J x 1, et BC est le vecteur des
estimateurs de 3 sous contraintes.

Dans notre exemple précédent, nous pourrions vouloir imposer la contrainte que les
rendements d’échelle sont constants, c¢’est-a-dire estimer les parametres 31, (2, et (3 de:

IOgY = 51 + ﬁg 10gX1 + ﬁg 10gX2 +u 5

sous la contrainte Bgc + Bsc =1, ou Bgc et Bgc sont les estimations contraintes de (3o et
Bs. On aurait alors:

R = (01 1) et r=1

Notons que ce probleme pourrait aussi étre résolu par substitution; c’est ce que nous
avons fait a la section 5.7.1 (3). Mais une présentation matricielle nous sera treés utile
lorsque nous verrons, au chapitre 7, le test de R3 = r.

Nous minimisons la somme des carrés des résidus sous les contraintes du systeme
RpB. = r. A cette fin, nous écrivons ce systeme comme 2(Rf. — r) = 0, et nous formons le
Lagrangien:

o = (y—XBC)'(y—XBC)—QA'(RBC—T)

ot A est un vecteur ligne de J multiplicateurs de Lagrange. Le systeme de conditions
de premier ordre peut s’écrire:
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8¢ . / / A / .

(1) i " 92Xy +2X'X)B. —2R'N = 0
0o B N B

(2) o —2(RB.—1r) = 0

En vertu de (1), on a:

(3) B = B+ (X'X)'R'N

N

ot f = (X'X)'X'y estlestimateur sans contraintes.

En prémultipliant par R:

RB, = RB+RX'X)'R\

= 71 (en vertu de (2)) .

Ceci implique A = [R(X'X) 'R’ - [r — Rf).
En substituant dans (3), il vient:
(4) Be=B+(X'X)" R [R(X'X)"'R] ™ [r - Rf)

On constate que 3. ('estimateur contraint) differe de 3 (I'estimateur non contraint) par

une fonction linéaire du vecteur » — R3. Ce dernier vecteur sera nul si le vecteur (8 vérifie

les restrictions a priori .

6.2 Efficacité de I’estimateur de [ sous contraintes

Nous allons maintenant montrer que si les restrictions a priori sont vérifiées par le
vecteur [ (c.a.d. par les vraies valeurs des parametres a estimer), l'estimateur (. est au

moins aussi efficace que 'estimateur 3; en particulier,

EB.)=8 et V(3i)<V(B;) pourtout i.
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En substituant 3 = 3+ (X’X)"'X’u dans (4), il vient:

1

Be = B+(X'X) ' X'u+ (X'X)'R [RIX'X)'R'] [r—RB— R(X'X) ' X'u]

1

- B4 [[— (X'X) R [R(X'X)'R]™ R} (X' X)) X'u

sous I’hypothese R =1

= B+ AX'X) ' X'

A

Comme A est non stochastique, on a E(f.) = (3,

~

et V() = E[p—o|[5-s]
= AX'X)'X'(*DHX(X'X)tA
= CAX'X)tA

On vérifie aisément que si V = 02(X'X)~! = V(3), alors:
?A(X'X)'A' =V — VR (RVR) 'RV
ou: V(3.)=V(3) - VR (RVR) 'RV

Comme la seconde matrice de la différence est définie non négative, les éléments de sa
diagonale sont non négatifs et V(5;,.) < V(8;), Q.E.D.

Exemple

Reprenons le modele et les données de la section 5.9. Nous voulons imposer la contrainte
que les rendements d’échelle sont constants. On a:

r—R3=1-0.7-02=0.1

1 10
R(X'X)'R = YED) (66 — 6 + 66 — 6) = %
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et donc:
1 48 —-12 —12 0
R 36 1
. = 0.7 — — —12 — 1
2 + (10) (0.1) 432 66 6
0.2 —-12 -6 66 1
1 —0.02 0.98
= 0.7 | + 0.05 =1 0.75
0.2 0.05 0.25

6.3 Décomposition de la somme des résidus contraints

Nous allons voir dans cette section que la somme des carrés des résidus contraints est
toujours supérieure ou égale a la somme des carrés des résidus non contraints. Ceci a une
conséquence sur le R?.

Soit 4, =y — XBC le vecteur des résidus contraints. On a:

(y — XB:) (y — XBe)

(y— XB+XB—XB:) (y—XB+XB—X3,)
(@ + X[B - Be)) (4 + X[5B - Be])

Wi+ 28— B)' X'+ (B — ) X' X(B - Be)
W't + (8- Be) X' X (B~ Be).

Al A
U U

Mais le second terme de cette somme est positif ou nul, car X’ X est définie positive.
On a donc :

ﬁ;ﬁc > a0
et comme: .
R =1 el
c = —\2
>yt — 1)
u'a
R?=1-

> (g —9)?
ceci implique R? < R?.

On peut aussi noter (ceci nous sera utile au chapitre suivant) que si u ~ N(0,021),
Iestimateur . maximise la vraisemblance sous la contrainte R3. = r.
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CHAPITRE VII.

INFERENCE STATISTIQUE EN REGRESSION CLASSIQUE

7.1 Le test de ’hypothese linéaire générale

Nous allons tout d’abord présenter la théorie générale du test de J contraintes indépen-
dantes de la forme discutée plus haut. Ce test inclut comme cas particulier tous les tests
mentionnés au chapitre II; nous réexaminerons ces tests a la section 7.2 dans le cadre de
la régression multiple. Soit donc a tester:

HoiRﬁ:T
contre Hy:RB#r |

R étant, rappelons-le, une matrice J x k de constantes connues de rang .J, et r étant un
vecteur J x 1.

Nous allons d’abord utiliser la méthode du rapport des vraisemblances pour trouver
une statistique appropriée; en utilisant les résultats de la section 4.2, nous déterminerons
ensuite la distribution de cette statistique.

7.2 Dérivation de la statistique F a I’aide
du critere du rapport des vraisemblances

Nous introduisons I’hypothese:

Hs :u~ N(0,0°1)

La vraisemblance s’écrit alors:

L(B,0%) = (270%) "/ exp {— (v — XP)(y - Xﬁ)}

202
Rappelons la définition du rapport des vraisemblances A:

maxp, L(8,0°)

\ =
maxq L(3,02) "’

on rejette Hy si A est proche de 0.
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L’estimation du modele sous Hy et sous €2 a déja été traitée. On avait obtenu sous Hy:
~ ~ , -1 ~
fe=B+(X'X)'R [RX'X)'R]| - |r— Rj|

1 A A 1
‘3?: =—(y - XﬁC),(y - XB:) = _ﬁ;ﬁw
n n

et sous A
ﬁ — (Xlx)—lxly

11 suffit de remplacer, dans ’expression de X\, 3 et 02 par ces valeurs. En faisant les
substitutions, on obtient:

L(fe, 62)

L(B,62)

~2
(2m) 2622 exp |~

_

=2

no
2m)—n/2(52)—n/2 _
(2m) /2672 exp | -5

_

ou:

Nous avons déja démontré, a la section 6.3, que:
Q= (6—0.)X'X(B - ).
Nous montrerons au cours que, de plus:

Q= (RB—1r)[RX'X)'R] YRS —r)

et que, si Hy est vraie:
Q =u'Lu, avec:
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L=XX'X)"'RIRX'X)'R|'RX'X)"'X".

Nous avons donc au total quatre expressions équivalentes de la forme quadratique @; la
derniére ne vaut que sous Hp. Selon le contexte, certaines de ces expressions seront plus
utiles que les autres. La derniere expression nous servira, a la section suivante, a trouver
la distribution d’une fonction monotone de \ sous Hy, donnée par:

—k
F=02n_t="t
( =
7.3 Distribution sous Hj de la statistique F'

Nous invitons le lecteur a vérifier, a titre d’exercice, que la matrice L définie a la section
précédente vérifie:

(1) L=1"L

(2) LL=1L

(3) rang(L) = trace(L) = J

(4) sio M=1-X(X'X)"'X’', alors LM =0.

Le fait que w/'Mu = 4/t et les résultats de la section 4.2 impliquent alors, puisque

2~ N(0,I):
/
Q = <E) L<E) NXQJ sous Hy

o2 o o

' uy’ u 5
o= () M(5) ~

et ces deux variables aléatoires sont indépendantes puisque LM = O.
Par conséquent:
Q Q/J Q/[oJ]

Fops = T2 Wi (n — k) - w'i/[o?(n — k)]

est un rapport de deux y? indépendantes divisées par leurs nombres de degrés respectifs
et a la distribution Fly,,_j sous Hy.

—n/2
A= (1 + 6;2)
uu

En utilisant:
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il est facile de montrer que:
n—=k

7

Les petites valeurs de A\ correspondent donc a de grandes valeurs de Fps.

Fops = (A2 —1)

En utilisant:
Q= ﬁ;ﬁc — U

I 52 n—k
obs — | =9 — .
G2 J
Donc pour calculer F,ps, il suffit d’estimer les modeles contraints et non contraints et
de comparer les variances estimées.

il est facile de montrer que:

7.4 Dérivation de la statistique F' a I’aide du critere de Wald

A la section 5.4 de la premiere partie, nous avions énoncé la statistique de Wald pour
le test d’une hypothese portant sur un seul parameétre inconnu 6;, et nous avions vu que
cette statistique:

(6; — 60)?

V(6:)

pouvait étre interprétée comme le carré d’une distance entre les estimations sous les hypo-
theses nulle et alternative.

Ici, nous avons un test joint de J hypotheses: celui de Hy : RG = r contre Hy : RG # r.
En posant R3 = 6, on peut considérer ce test comme celui d’une hypothese nulle sur 6.
L’expression précédente va devenir une forme quadratique, qui peut étre interprétée comme
le carré d’une distance dans un espace a J dimensions. L’expression précédente peut étre
généralisée comme suit:

W = (RB—1)[V(RB)] " (RB )

ou B est 'estimation de § par maximum de vraisemblance et ou V(RB) est ’estimation
par maximum de vraisemblance de la matrice de covariance de R3. On a:

f=X'X)"X"y

V(Rp) = Rlo*(X'X) "R’
=*R(X'X)" 'R

V(RB) = 6*R(X'X)"'R
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avec 62 = 4'a/n. En substituant et en utilisant F,p, = Q/(Js?), on obtient:

(BB = 1) [RCX'X) R (R~ 1)

52
Q
Jl =
(5
n—k82
n
- Jn Fobs-
n—=k
Donc:
n—k
Fos:—
b Jn w

est bien une fonction monotone de la statistique de Wald.

7.5 Dérivation de F' a partir du critere des multiplicateurs de Lagrange

A la section 5.5 de la premiere partie, nous avions formulé la statistique LM pour le
test d’une hypothese Hy : 6; = 6y comme:

\2
LM = =2
Vo(N)
Ao étant la valeur du multiplicateur de Lagrange \ évaluée aux estimations contraintes des
parametres, et Vp(\) 'estimation contrainte de la variance de .
Dans ce cas-ci, on a J contraintes, donc un vecteur de J multiplicateurs de Lagrange.

La statistique LM va donc devenir une forme quadratique, et la variance précédente sera
remplacée par une matrice de covariance.

A la section 6.1 de la seconde partie, on a vu que le vecteur des multiplicateurs de
Lagrange pour la minimisation contrainte de la somme des carrés des résidus était égal a:

(1) A= [R(X'X)"'R]™'(r — Rp).

Comme ce vecteur ne dépend pas de parametres inconnus, il est ici égal a Xo. D’autre part,
comme il est proportionnel au vecteur des multiplicateurs de Lagrange pour la maximi-
sation contrainte de la vraisemblance, on peut 1'utiliser pour dériver la statistique LM (le
facteur de proportionnalité se simplifie). Sa matrice de covariance est la suivante:

V(A) = [R(X'X)'R'V(RA)R(X'X) 'R
=?[R(X'X) 'R



100 P. DESCHAMPS, COURS D’ECONOMETRIE

Donc:

(2) Vo(A) = G[R(X'X) " R
olt 62 = 4. iic/n.
En utilisant (1) et (2), il vient:
LM = X)[Vo(M)] ™ Ao
(RA — rY [RX'X) " R] (B3 ~ 1

)
99

_Q

A2‘
99

Montrons maintenant que F,ps est une transformation monotone de LM. On a vu a la
section 7.2 que:

Donc:

 JFapetn—k
B nJFobs

et donc:
nJFObS

LM = .
JEops +n —k

7.6 Cas particuliers du test de I’hypotheése linéaire générale

7.6.1 Test sur un coefficient individuel.

Si nous voulons tester:

Hy : Bi = 37
contre Hy : [3; # ﬁ?

la matrice R prendra la forme
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R = (00 ... 010 ... 0)

olt 'unité apparait en iéme position. r est le scalaire 37.

On obtient alors:

2
Fobs ~ Fl;n—k - tn—k

et la statistique

(B; — BY)
s/ (X' X)),

tobs =
suit une loi de Student avec n — k degrés de liberté sous Hy.
7.6.2 Test de nullité de tous les coefficients; lien avec RZ.

Si nous voulons tester:
HO : ﬁ =0
contre H;:(#0.

La matrice R n’est autre que la matrice unité d’ordre k. Le vecteur r est le vecteur nul (de
dimensions k x 1).

On a alors:

¥(X'X)G/k
Fobs - ﬁ ( 5 )ﬁ/ ~ Fk;n—k sous Ho.
S

Il est intéressant d’établir un lien entre cette statistique et le R?, car ceci nous permettra
d’énoncer des valeurs critiques pour ce dernier. La statistique peut s’écrire:

79\ (n—k
e (2) (5
_ (Q’Q/y’y) (n—k)
auly'y k
R? n—k
-(F=) (%)

Donc F,ps est bien une fonction monotone du R2. Sa réciproque est donnée par:

R2 _ k'Fobs
* n—k+kF,ps
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et R? est donc significatif (de maniére équivalente, on rejettera Hp) si:

Ri > ka,n—k,a )
n—=~k+ k'Fk,n—k,a

Ceci indique que le seuil critique de R? tend vers zéro lorsque le nombre d’observations n
tend vers I'infini. Par exemple, un R? de 0, 10 sera significatif au seuil a = 0,05 si n = 122
et k = 2; mais il ne le sera pas pour k = 2 et n = 22.

7.6.3 Test de nullité de tous les coefficients sauf la constante; lien avec R2.

Le vecteur des k — 1 derniers coefficients de régression peut s’écrire:
65
=1
Bre
Nous voulons tester:
Ho:38=0 contre (§#0.

L’hypothese nulle peut s’écrire sous la forme R3 = r, avec:
R=(Op-1yx1 Ir-1),
r=20.

La matrice R est donc de genre k — 1 X k et le vecteur r est de taille kK — 1; nous avons
un cas particulier du test F avec J =k — 1.

Nous allons montrer que la statistique peut s’écrire:

R? n—=k
Fobs = (1—R2) (k—l)

et le R? sera donc significatif (de maniére équivalente, on rejettera Hy) si:

R2 > (k‘. - 1)Fk—1,n—k,o¢ )
n—k+k—1Fi1n—ka

En effet, le vecteur des résidus dans le modele contraint est le suivant:
Yy1—y

Yn — Y

et la somme des carrés des résidus contraints est donc:

lglie = Z(yt —7)°.



SECONDE PARTIE, CHAPITRE VII 103

Par conséquent:
A~ ~ A) —\2 Al A~
Q:ucuc—uuzg (ye —y)* —d'a

Q

Sw—gp U EI=E

et donc:

uLti. —u'a\ n—k R? n—k
Fobs: -
k—1 1-R2Ek—1

7.6.4 Test sur une combinaison linéaire des coeflicients.

Nous avons ici le test:

Ho : C,ﬁ =T
contre Hi:c'B#r

ou c est un vecteur k x 1 de constantes et r est un scalaire. La statistique a employer
prend alors la forme suivante:

(C’B - 7")2 2
FO s = ~ F n—k = t _
b s2(c(X'X)1c) Lin—k n—k

et la statistique:

C’B—r
sy/c(X'X) e

tobs =
suit donc une loi de Student avec n — k degrés de liberté sous Hy.
7.6.5 Test de stabilité structurelle (Chow).

Ce test, comme on va le voir, est un cas particulier du test F'. On va diviser la période de
I’échantillon en deux sous-périodes de nombres d’observations ny > k et no > k, et étudier
la stabilité des coefficients de régression d’une sous-période a ’autre. Sous I’hypothese nulle
(stabilité structurelle), les coefficients sont les mémes; sous ’hypothese alternative, ils sont
différents.

Si l’on n’a pas de stabilité structurelle (hypothese alternative), le modele s’écrit:

= (1) =(5 2) ()= (1)



104 P. DESCHAMPS, COURS D’ECONOMETRIE

ol y1 et uy sont ny X 1, yo et us sont no x 1, X7 est n; x k, X5 est ny x k, et 51 et P2 sont
k x 1. Sous 'hypothese alternative, 31 # (2. On a ici 2k régresseurs. On veut tester:

Ho Zﬁl = ﬁg contre H1 Zﬁl 75 ﬁg.
Sous I'hypothese nulle, le modele précédent peut s’écrire:
Y1 X1 (51
= +
()= ()= ()
ou = (31 = (2. On a ici k régresseurs.

Le nombre de contraintes imposées sous Hy est donc de J = k. Le nombre de degrés de
liberté dans le modele non contraint est de n — 2k = ny + ny — 2k.

/\,/\ /\,/\
Wi, —u'u\ n—2k
Fobs:( = ) .

La statistique est donc:

u'i k
Le modele contraint correspond aux hypotheses classiques avec:
_ (%
X_(&).
Donc, en utilisant le lemme de la section 5.6:
'alcﬁc — y/y _lely — yl[[ . X(X’X)_lX,]y — y,My~

Dans le modele non contraint, on a comme matrice de régresseurs:

(X, O
(o %)

_ (B
m—(&.
Par conséquent la somme des carrés des résidus dans le modele non contraint est de:
Wi =y'y — XLy =y [ - Xo(X.X.) "' X1y =y May.

On peut facilement voir que:

et comme vecteur de coefficients:

y' My = yi Miyr + yo Moy

avec:
My =1, — X, (X X)) 'X]

My = I, — Xo( X5 X)X,
En remplagant, dans I'expression de Fips, 4'U et 4.4, par les valeurs trouvées, on obtient:
Fops = (y'My — 1My — yészz) (n - Qk)
o yiMlyl + yészg k
et on rejette 'hypothese de stabilité structurelle si:

Fobs > Fk,n—Qk,a~
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7.7 Intervalles de prévision

Supposons que nous observions k valeurs futures des k régresseurs a une période 6
suivant la derniere période de I’échantillon. Ces valeurs forment un vecteur de dimension
1 x k, soit xj,.

Nous désirons, comme précédemment (section 2.4), calculer un intervalle de prévision
centré sur la prévision ¢y de la variable dépendante.

Si le modele reste inchangé a la période 6, on a:

Yo = T3 + ug
avec:
E(uguy) = -+ = E(uguy) =0
et: A
o = 3.

Sous ’hypothese ug ~ N(0,0?), trouvons la distribution de 1’erreur de prévision:

Yo — Jo = ug — (B — B)

C’est une variable normale de parametres:

E(yo —99) = 0
Ve —9o) = E(uj)+ E(zy(6 - ))* —2Cov(ug,zy(5 — 5))
Mais la covariance est nulle, puisque B ne dépend que des erreurs wui,uo,...,u, de

I’échantillon qui sont indépendantes de uy par hypothese. On a alors:

Vi —s) = o +B|ah(3—B)(B— B

= o+ lry (X' X) tay

Considérons alors les variables

v Yo — Uo
oy/1+ 2 (X' X)) Lag

et W =
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V est une variable N(0,1). 1(‘7—23‘ est une variable x? avec n — k degrés de liberté, puisque

2~ N(0,1), @'t = u'Mu et rang M = n — k (section 4.2).

Les deux sont indépendantes puisque V' ne dépend que de ug et de:
(5= 0) = (X'X)"" X"u

et que:
X'X)"'X'[I - X(X'X)"'X'] =0.

Nous pouvons en déduire que

tops = oo Yo — Jo ~ty h
o W s\/1+ap(X'X) Ty

et 'intervalle de prévision cherché a pour bornes

(== tn—k;% 8\/1+$’9(X’X)_1$9
7.8 Exemple numérique

Reprenons le modele et les données de la Section 5.9.

7.8.1 Testons I’hypothese que la quantité d’engrais Xo ne contribue pas a la production
de vin.

Nous avons:

Ho:ﬁgzo
Hliﬁg%o

0.2

tOS - .
’ 0.5/66,/432

Comme t7.0.025 = 2.365 > 1.023, nous ne rejetons pas Hy au seuil de signification
o = 0.05.

= 1.023
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7.8.2 Testons maintenant I’hypothese

Ho:51=1, B2=1, p3=0

contre Hy:01#1 ou (2#1 ou (B3#0

Ceci donne:
10 2 2
1
Fops (0 =03 02)] 2 7 1
3(0.25)
2 1 7
= 1.053 <4.35 = F3;7;0_05
On ne rejette donc pas ’hypothese Hy.
7.8.3 Si nous voulons tester:
HO : 51 =0.5 et ﬁg =0.5

H1 Zﬁl 7505 ou ﬁ2#05

Nous construisons la statistique:

—1
432 48 —12

Fobs (05 02)

2(0.25) o 66

= 5.949 > 4.74 = F2;7;0_05

On rejette donc Hy.

107
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7.8.4 Si nous voulons tester 'hypothese que la production de vin ne dépend pas des facteurs
X1 et X9, nous avons:

Hoiﬁgzo et 6320

Hy:3#0 ou (B3#0
Ceci donne:

R?/2
Foos = —L— = 17332>474 = Fary.
b (1 — RQ)/7 2;7;0.05

On rejette donc 'hypothese d’indépendance.

7.8.5 Enfin, si nous voulons tester I’hypothese que les rendements d’échelle sont constants:

Hy:B2+03=1

Hy: B2+ (3 #1

Nous avons ¢ =(0 1 1) et r=1.

48 —12 —12

0
1 —12 66 —6
o) "X'X)le = — (0 1 1 1
na c( ) e 132 ( )
—-12 —6 66 1
120
432
Ceci donne
1-0.7—0.2 0.1

fobs = 05y /120038 05)(0527

= 0379 < t7;0_025 = 2.365

Nous ne rejetons donc pas I’hypothese de rendements constants.
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7.8.6 Supposons qu’un onzieéme vigneron vaudois engage 2 unités de main-d’oeuvre (X1)
et emploie 3 unités d’engrais (X2). Entre quelles bornes sa production de vin aura-t-elle
95 chances sur 100 de se situer? On a:

log,2 = 0.69315
log.3 = 1.09861
log, J11 = 14 (0.7)(0.69315) + (0.2)(1.09861)
= 1.70493
w’ll(X’X)_1$11 =
48 —12 —12 1
1
132 (1 0.69315 1.09861) | —12 66 —6 0.69315 = 0.2482.

—-12 -6 66 1.09861
Alors les bornes de 'intervalle sont

170493 £ (2.365)(0.5) +/1.2482 soit [0.384 ; 3.026]

et la production y11 a 95 chances sur 100 de se situer dans l'intervalle

0.384 + 3.026
[1.468 ; 20.616] (valeur médiane = exp (é) =5.5)

2
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CHAPITRE VIII

MOINDRES CARRES GENERALISES: LA METHODE DE AITKEN

8.1 Introduction

Dans beaucoup de modeles économétriques, I’hypothese que les erreurs sont de variance
constante et ne sont pas corrélées entre elles ne peut pas étre faite. C’est ainsi que dans
notre exemple numérique précédent, la production de vin par hectare de deux agriculteurs
voisins pourrait fort bien étre influencée par des conditions exogenes (météorologiques ou
autres) communes, ce qui se traduirait par une corrélation des erreurs.

Que se passerait-il si 'on appliquait la méthode des moindres carrés ordinaires & un tel
modele? Nous verrons plus loin que les estimateurs (3; obtenus seraient toujours sans biais,
mais qu’ils seraient inefficaces; de plus, les estimateurs de leurs variances seraient biaisés.

La méthode de Aitken permet heureusement de remédier dans une large mesure a cet
état de choses.

8.2 Exemples

8.2.1 Agrégation des données.

On veut estimer les parametres du modele y = X3+ u avec E(u) = 0 et E(uu’) = 021,
mais 1’'on ne dispose que de données agrégées 4 et X avec y = Gy, X = GX. Pour prendre
un exemple, supposons que les données que l'on possede soient les moyennes des deux
premieres observations, des trois suivantes et des quatre dernieres. La matrice G a alors la
forme suivante:

/2 1/2 0 0 O 0 0 0 0
G = o 0 1/3 1/3 1/3 0 0 0 0

0O 0 0 0 0 1/4 1/4 1/4 1/4
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On estimerait le vecteur 3 sur la base du modele:

Gy =GXpB+ Gu

soit aussi: B
y= X0 +u.

La matrice de covariance de @ est donc:

E(uu') = E(Guu'G") = c*GG’
12 0 0

qui n’est pas une matrice scalaire.

Ceci est le probleme d’hétéroscédasticité, qui sera étudié au chapitre IX.

8.2.2 Erreurs autorégressives.

Un autre exemple de modele de régression ou la matrice de covariance des erreurs n’est
pas scalaire est le modele & erreurs autorégressives, ott E(usus_s) = p°c? avec | p |< 1. Ce
modele sera traité en détail au chapitre I1X.

8.2.3 Equations simultanées.

Ce modele trés employé, est di a A. Zellner (“Seemingly unrelated regressions and
tests for aggregation bias”, Journal of the American Statistical Association 57 (1962), pp.
348-368). Nous avons les N équations de régression suivantes:

yi = Xifi+u; pouri=1,...,N

ou, sous forme matricielle:

X; O ... @)
Y1 51 U1
O X, ... @)
= +
YN BN uN
@) . XN

ou les y; sont des vecteurs T' x 1, les X; sont des matrices T' x k;, les 3; sont des vecteurs
ki x 1, et les u; sont des vecteurs 7' x 1. On fait I’hypothese E(u,u;) = 0;;1. Nous avons
donc l’absence de corrélation dans le temps, mais pas entre les équations (les erreurs de
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deux équations différentes sont corrélées a la méme période). Si 'on écrit I’équation de
régression précédente comme y = X3 + u, la matrice de covariance du vecteur u s’écrit:

/ /
UiUq UiUpN (711[T UlN[T
E(uu')=FE : : : =
uNu’1 uNu’N UlN[T UNN[T

et n’est donc ni diagonale, ni scalaire.

8.3 L’estimateur de Aitken et ses propriétés

Nous avons donc le modele général:

y=XB+u

avec E(u) = 0 et E(uu’) = 02§, olt Q est une matrice définie positive, supposée (tempo-
rairement) connue. Pour des raisons de commodité, nous utiliserons parfois la notation
V = o2Q.

Nous allons voir qu’il existe une transformation linéaire du modele, soit une applica-
tion (y, X,u) — (y*, X*,u*) telle que u* vérifie les hypothéses du modele de régression
classique. On peut alors appliquer la méthode des moindres carrés ordinaires au modele
transformé.

Comme la matrice ) est symétrique, il existe une matrice orthogonale C' telle que
C'QC = diag(A1, A2, ..., A\p) = A , ou les \; sont les valeurs propres de 2. Comme ) est
e

définie positive, A; > 0 pour tout i. Définissons alors

1 1
A_l/deiag( yee s )
\/Xl \/Xn
Nous avons A™1V/2AA~Y/2 = [ soit aussi AV2C'QCA~Y2 = I, ou TQT' = I avec
T =A%,
11 est facile alors de montrer que 7' définit une transformation linéaire du modele (et

donc en particulier des erreurs) qui permet de retrouver les hypotheses faites en régression
classique.

En prémultipliant y = X3 + u par T', on obtient en effet y* = X*( + u* avec u* = Tu.
Calculons la matrice de covariance de u*. On a

E@ u*) = E(Tud/'T') = TE(uu)T' = c*(TQT") = 621
Notons enfin que 2~! = T'T. On obtient, en effet, en prémultipliant I’égalité TQT’ = I
par T~! et en la postmultipliant par (7")~!:

1

Q=T7"11")"" , soit Q7 '=[T"YT)'] =TT
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Si 'on applique la méthode des moindres carrés ordinaires au modele transformé Ty =
T X3 + Tu, on obtient:

Bmcg - (X'T'TX)_lX’T’Ty
soit aussi:
Bmcg _ (X,Q_1X)_1X,Q_1y
— (le—lX)—lxlv—ly
et 'on a:

V(3) = BB -0 - ) = A(X'TTX) " = (X' %)

Un estimateur sans biais de 02 est obtenu comme auparavant par:

1 /
2 _ NN
s 0= ——p wa
1 * * 2 1 % * N
= n—k (y - X ﬁmcg) (y - X ﬁmcg)
1 A sl A
= n—k (y_Xﬁmcg)TT(y_Xﬁmcg)
1 A r0—1 2
= 0 X O W~ Xney)
Passons maintenant au probléme de I'étude des propriétés de Bimeo = (X' X)Xy

lorsque E(u) = 0 et E(uu’) = 02Q. Cet estimateur sera toujours sans biais (la démons-
tration est exactement la méme que précédemment). Mais il ne sera pas efficace. En effet,
puisque le modele y* = X*3 + u* satisfait les hypotheses du modele de régression clas-
sique, le théoreme de Gauss-Markov lui est applicable; I'estimateur Bmcg est donc, pour ce

modele, le plus efficace des estimateurs linéaires sans biais. Or, Bnecg 7# Bmeo si 0 # 1.

Il y a plus grave. Lorsque € # I, nous allons montrer que V (Bmeo) # 02(X' X)L, La
formule classique n’est donc plus applicable. En effet, nous avons

V(Bmco) = E(Bmco - 5)(377100 - 5),
= E[X'X)"'X'uu/X(X'X)"]

= SCAX'X)'Xox(x'x)t #£ AX'X)H
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8.4 La prévision dans le modele de Aitken

Nous avons donc le modele y = X3 + u, avec E(u) = 0 et E(uu’) = 02Q = V. Nous
voulons prédire une valeur future yp de la variable dépendante, conditionnellement a un
vecteur futur d’observations sur les k variables explicatives. Si le modele reste inchangé et
si ug est 'erreur future, nous pouvons écrire:

yo = xf+ug
avec E(ug) = 0, E(ui)=o03 et E(upu)=w

(w est un vecteur colonne de taille n).

La connaissance du vecteur w des covariances entre ’erreur future et les erreurs de
I’échantillon va nous permettre de définir un préviseur de yg plus efficace que la valeur
calculée zj Bmcg. En effet, la connaissance de ces covariances et I'estimation des erreurs de
I’échantillon a 1’aide des résidus permet souvent de faire une inférence statistique portant
sur l'erreur future uy. Les résultats de cette section sont dus a A. Goldberger, “Best linear
unbiased prediction in the generalized linear regression model”, Journal of the American
Statistical Association 57 (1962), pp. 369-375.

Nous voulons trouver un préviseur linéaire de la forme p = ¢y, ou le vecteur ¢ doit étre
choisi de fagon & minimiser la variance o = E(yg—p)?, sous la contrainte que E(yg—p) = 0.
Comme yp — p = (zp — /X)5 — ('u — uy), cette contrainte s’écrit sous forme vectorielle
comme 5 = ¢’X. Nous avons donc un systeme de k contraintes. Quant a la variance &
minimiser, elle peut s’écrire:

o = E(y—p)’
= E(yo —p)(ye —p)’ puisque p est un scalaire
= E(cdu—up)(cu—up) puisque zy—cX =0
=  E(cuu'c+uj — 2cuug)

= dVetop —2cw.
Le Lagrangien peut s’écrire:

Llc,\) =cVe—2dw—2(d X — zy)\
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et le systeme de conditions de premier ordre:

oL
— =2Ve—-2X)\A—-2w =0
oc
oL
e —2X'c+2x9=0
s’écrit sous forme matricielle comme:
V X c W
X' O - T

En utilisant la formule d’inversion en forme partagée, la solution de ce systéeme peut
s’écrire:

¢ V-1 [[—X(X’V‘lX)_lX’V_l} VX (X'v-ix)—L w
- (X'vVIx)“'x'vt —(X'Vx)~t )
ou, en effectuant le produit:

¢ = VII-XX'VIX)' XV w4+ VIIX(XVX)

et
~ _ N _ Iyy—1 / Iyy—1 —1vy/y,—-1, . /y/—1 Iyy—1 —1 vy, —1
p = ¢y = wV y+apgX'V X)XV y—wV XXV X)XV y

. I1vy—1~ N o
= TpBmeg + WV ey avec Umeg =Y — X Brmcg

On s’apercoit donc que le meilleur préviseur linéaire sans biais s’obtient en ajoutant a la
valeur calculée xj 5, un terme correcteur w’ Vg, qui dépend notamment du vecteur
w des covariances entre les erreurs passées et I'erreur future, et du vecteur de résidus ty,cg-
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Afin de trouver le gain d’efficacité entrainé par I’adjonction de ce terme correcteur, nous
substituons ’expression précédemment obtenue pour ¢ dans la formule ag = 03 — 2w +
c'Ve. On a:

¢=Mw+ P'Q tay

avec:

P=Xv"!
Q=XV"1x
M={V""1-PQ'P).

On vérifie par ailleurs par simple multiplication que:

QlpvpP = I
Q'PvM = O
MVM = M
Alors:
dve = wWMVMw+wMVPQ 'zy+2,Q ' PVMuw + z,Q ' PVP'Q 'z
= wMuw+ryQ  zp
De méme:

dw=wMuw+ zpQ * Pw

et donc, en substituant plus haut:

ag =07 —w' Mw + 2,Q txg — 22,Q " Pw

Soit maintenant p = wéﬁmcg. On vérifie aisément que p = &'y avec ¢ = P'Q 'xy. En
remplacant ¢ par ¢ dans la formule de ag, il vient:

= o;-—2cw+cVe

kSN

= 0p—20,Q ' Pw+ 2yQ ' PVP'Q 'y
= 07 —22pQ ' Pw + 2,Q 1xp

= a}% + w' Mw
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Nous allons montrer que la matrice M est définie non négative . Comme V=1 est définie

positive, il existe une matrice B réguliere telle que V~1 = B’B (voir 3.1.3). Nous pouvons
alors écrire:

M = Vi-pPQ'pP
= VI-viIiIXvx) XV
= DB'[I-BX(X'B'BX)'X'B'|B
= B'NB

On vérifie par simple multiplication que N est symétrique et idempotente. Elle est alors
définie non négative, puisque ses valeurs propres sont 0 ou 1. Alors M = B’ N B est définie
non négative . Par conséquent, w'Mw > 0, et ag < a}%.
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CHAPITRE IX

L’AUTOCORRELATION ET L’HETEROSCEDASTICITE

9.1 Erreurs autorégressives d’ordre un

Cette hypothese a été introduite pour remédier au probleme suivant. Il arrive fréquem-
ment, dans les séries chronologiques, que les résidus présentent une allure cyclique: soit
un résidu positif tend a étre suivi par un résidu positif, et un résidu négatif par un résidu
négatif; soit les signes des résidus successifs alternent. Le premier cas correspond a une
autocorrélation positive des erreurs; le second cas, a une autocorrélation négative.

Dans un modele de consommation par exemple, la présence d’une autocorrélation po-
sitive des erreurs pourrait traduire une certaine inertie du comportement des agents: une
consommation supérieure a la normale aurait tendance a se poursuivre durant plusieurs pé-
riodes successives. La présence d’une autocorrélation négative pourrait traduire un phéno-
mene oscillatoire, I'individu compensant par une consommation moindre a la période ¢t un
exces de consommation a la période ¢ — 1.

Dans un cas comme dans 'autre, I’hypothese de non corrélation des erreurs est violée.
Il faut alors appliquer la méthode de Aitken. Mais il est nécessaire pour cela de décrire
formellement cette dépendance des erreurs, c’est-a-dire de postuler une forme explicite de
la matrice de covariance des erreurs. On fait donc les hypotheses suivantes:

Uy =  PUs—1 + €, avec:
lpl < 1
E(e,) = 0 pour tout ¢,
E(ees) = 062 (t =s)
= 0 (t#s)

L’erreur u; possede donc une composante systématique pu;—; et une composante pure-
ment aléatoire ¢;.
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9.2 La matrice de covariance des erreurs

On la calcule facilement en résolvant I’équation de récurrence uy = pus—1 + ;. Comme
Ut—1 = pur—2 + €;,—1, on obtient:

u = plpus—2+e—1)+ &
= plur—2+pe—1+e
2
= p(pui—3 + €—2) + per—1 + &
_ 3 2
= pPU—3+pPTE€—_2+ pe—1 t+ €

soit, en remontant indéfiniment dans le temps:

oo .
Ut = Z ple—i
i=0
ce qui implique:
s .
E(u) = Zp’E(et_i) = 0
i=0

BE(uf) = E(f)+p*E(e_y) + p E(ef_y) + ...

= a2(l+p+p'+...)

_ 06
= 1= 2
De méme:
E(upui—1) = E(u—1(put-1 + €))
2 ,0‘762 2
= pE(ut—l) = 2 = poy
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Busus_o) = E(us_o(p*us_o+ pet_1 + €t))

= PPE(ui_y) = p’oy,

Blugu—s) = po
Nous avons donc établi que
1 p P p
p 1 p pn?
E(uu') = 02 Q = o2
pnt pn? p 1

9.3 Transformation des données (p connu)

Si le coefficient d’autorégression p est connu, la méthode de Aitken appliquée au mo-
dele y = X3 4 u fournit le meilleur estimateur linéaire sans biais de 3, qui est Byeqy =
(X’'Q1X)~1X'Q~1y. Calculons I'inverse de la matrice (.

On vérifie par simple multiplication que:

1 —p 0 0 0
—p 1+ p? p 0 0
. 0 —p 14p° 0 0
-1 _
Ot = -
0 0 0 1+p? —p
0 0 0o ... —p 1

Comme nous ’avons vu plus haut, il est avantageux de calculer Bmcg de la facon suivante:
On trouve d’abord une matrice T telle que Q! = T'T; on applique ensuite les moindres
carrés ordinaires a ’équation Ty = T X[ + Tu. On vérifie également par multiplication
que T est donnée par:
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-2 0 0 0 0
—» 1 0 0 0
) 0 —p 1 0 0
T =
1—p?
0 0 O 1 0
0 0 0 ... —p 1

Nous pouvons laisser tomber le facteur multiplicatif qui se simplifie, apparaissant a
gauche et a droite dans I’équation transformée. Nous pouvons donc retenir comme formule
de transformation d’une colonne z de la matrice des données [y X] la regle suivante:

(V1=p*)z
22 — P21

¥ = z3 — P22

Zn — PRn-—1

et appliquer les moindres carrés ordinaires aux données transformées.

9.4 Estimation du coefficient d’autorégression

9.4.1 Méthode de Cochrane-Orcutt.

Cette méthode est la plus employée. On commence par appliquer les moindres carrés
ordinaires pour obtenir un vecteur 4 de résidus, soit @ = [ — X (X’'X)~1X’]y. On obtient
ensuite p en regressant u; sur u—1. Ceci donne:

15 o Z:LZQ ﬁ/tﬁ/t—l
POHEPE T

On applique alors la formule des moindres carrés généralisés en remplacant p par p dans
I’expression de la matrice €2. Soit donc:
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L oz

poo et
0=

PSR U A | p)

ol 1

On caleule 3 = (X’Q1X)~1X'Q~1y. Ceci fournit un nouveau vecteur de résidus @ =

y — X 3. Ce nouveau vecteur peut servir a calculer une nouvelle estimation de p, soit p.
Cette derniere peut servir a calculer une troisieme estimation de [, et ainsi de suite. On
peut poursuivre cette procédure jusqu’a la convergence des estimations de p.

9.4.2 Méthode de Durbin.

Réécrivons I’équation de régression sous la forme suivante:

k
Y = Zﬁijt + Uy
j=1

En retardant d’une période et en multipliant par p:

K
pyi-1 =D _(pB)Xjt—1 + pur—

Jj=1
En soustrayant cette équation de la premiere, on obtient, puisque u; — pus—1 = €;:

k k
ve=py1+ Y BiXj— Y (pB)Xji1 + e
j=1 j=1

qui est une équation de régression comportant 2k + 1 régresseurs. Comme les €; vérifient
les hypotheses du modele de régression classique, on applique la méthode des moindres car-
rés ordinaires pour estimer p. (Son estimateur est celui du coefficient de y;—1). Comme y;_;
est un régresseur stochastique (il dépend de €,_1), nous verrons plus loin que ’estimateur
ainsi obtenu n’est pas sans biais.

On remplace alors, comme précédemment, p par p dans ’expression de €2, et applique
la formule des moindres carrés généralisés.

Notons que lestimateur 3 = (X'Q71X)~1X'Q~ 1y s’appelle parfois I'estimateur Aitken-
pur; = (X’ LX) "1 X'Q 1y s’appelle alors Vestimateur Aitken-réalisable.
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9.5 La statistique de Durbin-Watson

Elle permet de tester ’hypothese nulle que p = 0, contre les hypotheses alternatives
p# 0,0up >0, oup < 0. Sa distribution n’a pas pu étre déterminée indépendamment
de la forme de la matrice X. Il existe donc une zone de valeurs de cette statistique pour
lesquelles on ne pourra rejeter ni I’hypothese nulle, ni I’hypothese alternative.

La statistique de Durbin-Watson est définie comme:

Zt Q(Ut Ug— 1)2
Zt 1Ut

ou les 1; sont les résidus des moindres carrés ordinaires.

dobs —

Nous allons étudier ses propriétés lorsque n tend vers I'infini.

Plus précisément, nous montrerons que si n est suffisamment grand d,ps est approxima-
tivement égale a 2 lorsque p = 0; a 0 lorsque p = 1; et a 4 lorsque p = —1. En effet,

Zt o U +Zt Qut 1 22?:27%1%—1

dobs =
i UF
Ny 2215 o U 2215 o Utliz—1
~ Z A2 P
t=2 Ut
puisque:
n
A9 ~
ut ~ E ut 1
n
Z ~ D
t=2
. . .
Il est raisonnable de supposer que lorsque n tend vers l'infini, 1 Zt 5 U 2 tend vers

2 1 nooao- _ 2
og et —5 >, o Usiy—q tend vers Cov(ug,us—1) = pog. On a alors, en divisant numerateur
et dénominateur par n — 1:

202 — 2po?
dovs =~ ———=2(1-p)

O-U
ce qu’il fallait montrer.

Les valeurs de dyps qui sont proches de 2, nous conduisent donc a ne pas rejeter p = 0;
celles qui sont proches de 0, a rejeter p = 0 en faveur de p > 0; celles qui sont proches de 4,
a rejeter p = 0 en faveur de p < 0. La table des valeurs critiques fournit deux valeurs, dy
et dr,, pour chaque combinaison de nombres d’observations (n) et de nombres de variables
explicatives (k' = k —1). La zone d, < dops < dy est une zone d’incertitude, de méme que
la zone 4 — dy < dops < 4 — dr,. Pour ces valeurs de d,ps, on ne pourra rejeter ni p = 0, ni

p # 0.
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Les reégles de décision sont résumées dans le tableau suivant (I’hypotheése nulle est tou-
jours Hy : p = 0):

H, d<dp |dp<d<dy|dy<d<d4d—dy |4—dy<d<d—dp|d—dy <d
p > 0| Rejeter Hy | Incertain Ne pas rejeter H
p <0 Ne pas rejeter H Incertain Rejeter Hy
p # 0| Rejeter Hy | Incertain | Ne pas rejeter Hy Incertain Rejeter Hy

Note importante: Le test de Durbin-Watson ne peut pas étre employé lorsque les
régresseurs incluent des variables endogenes retardées.

9.6 La prévision dans le modele a erreurs autorégressives

Nous avons vu a la Section 8.4 que le meilleur préviseur linéaire sans biais d’une valeur
future yp de la variabAle dépendante était p = x)Bneq + W'V, avec w = E(ugu), V =
E(uu') et & = y — X Bpmeq. Nous allons illustrer cette regle de prévision dans le modele a
erreurs autorégressives d’ordre un, en supposant § = n + 1. Le vecteur w prend la forme:

E(u1tn41) p" p" !
E(uguny1)
w = =0 = po2
P p
E(uptn41) p 1
Mais o2[p"~1 ...p1] est la derniére ligne de V. Comme VV~! = I, nous avons:

o2[pn .. pl]V=E =10...01] et donc: w'V~! = po2[pn~t...p1]V~L = p[0...01]. Par

u
conséquent, w'V 14 = pii,,. La formule précédente s’écrit alors:

A~ / o A~
b= $n+1ﬁmcg + pun,

L’interprétation de cette formule est immédiate. On ajoute a la valeur calculée x;, | Bmeg
un terme correcteur qui aura le signe du dernier résidu de I’échantillon si le coefficient de
corrélation entre deux erreurs successives est positif, le signe contraire sinon.
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9.7 Le probleme de I’hétéroscédasticité
Nous avons déja rencontré ce probleme a la section 8.2.1. Lorsqu’il se rencontre sous

cette forme, il est tres facile a traiter: la matrice E(uu’) est en effet connue, égale a
o?diag(k1,. .., kn) ol les k; sont des constantes positives connues.

La matrice de transformation a utiliser est alors bien entendu diag <\/+c_1’ cees \/}C_) Il

suffit de multiplier les k£ 4+ 1 données correspondant a la t-ieme observation par —\/11? pour
t
retrouver une matrice de covariance scalaire.

Il existe bien stur d’autres formes d’hétéroscédasticité. Il peut étre raisonnable de suppo-
ser que la variance des erreurs augmente avec la valeur absolue de 1'un des régresseurs, soit,
par exemple, que E(u?) = 0?X?2. 11 suffit alors de multiplier les données correspondant a
la t-ieme observation par \/;__2

t

Plus généralement, nous allons voir qu’une hétéroscédasticité des erreurs peut étre in-
duite par des variations aléatoires des coefficients de régression, en illustrant cette situation
a l'aide d’'un exemple simple. Soit donc le modele:

Yt = a+ bxry + uy

et supposons que b = b* + ¢, ou b* est constant en probabilité et ol ¢; est une erreur
aléatoire avec E(e;) = 0, V(e;) = 02, E(ees) = 0 pour t # s, et E(uge;) = 0. On peut
alors écrire:

ye = a~+ (b + €)xy + uy
=a+b "z + (up + €zy)
=a-+bx + v

avec v = uy + €. On a E(vy) = 0, E(vvs) = 0 pour t # s, mais:

E(vi) = E(uf) + 2 E(e})

_ 2
_O-u—i_wto-e

dépend de l'indice t.

Une solution possible, en grand échantillon, est de poser:
02 =a+ Ba? +
t = t T
ou 74 est un résidu de la régression de y; sur x; par moindres carrés ordinaires. On estime

o et 3 par MCO et on estime 02 = E(v2) par & + B22. On utilise ensuite les moindres
carrés pondérés pour estimer a et b*.



126 P. DESCHAMPS, COURS D’ECONOMETRIE

9.8 Les tests de diagnostic

9.8.1 Analyse des autocorrélations.

On définit les coefficients d’autocorrélation empiriques des résidus 4; des moindres carrés

comie: n
. Zt:S+1 UtUt—s

R, = -
’ Z?ﬂ U%

L’interprétation de Rs est la suivante:
1 n ~ o~ . . i
® > o1 Usly_ est une estimation de Cov(ug, us—s);
1 A2 . . /g N .
e >, Uj est une estimation de V(u¢), supposée égale a V' (u;—s);
e R, est donc une estimation du coefficient de corrélation entre u; et u;_g, a savoir:

_ Cov(ug, up—s) .
VV )V (ui—s)

L’étude du comportement des coefficients d’autocorrélation permet par exemple de dis-
tinguer un processus autorégressif (AR) d’un processus dit “a moyenne mobile” (MA).

S

Pour le processus autorégressif d’ordre un:
Ut = pUt—1 + €,

on a vu a la section 9.2 que:

V(Ut) = V(Ut_s) = 0',3
Cov(ug,us_s) = p*c2, et donc:
Cov(ug, up—s)

T V)V (u)

Le coefficient d’autocorrélation théorique décroit donc géométriquement avec s. Un tel
comportement de la fonction d’autocorrélation empirique R est donc indicatif d’erreurs
autorégressives.

S

:IO.

S

Pour un processus a moyenne mobile d’ordre un:

Ut = €t + per—1

olt les ¢ sont des erreurs fondamentales avec E(e;) = 0 pour tout ¢, E(e2) = o2 pour tout
t, et E(eei—s) = 0 pour s > 0, on a:

E(utui—1) = E(er + per—1)(€t-1 + per—2)
= FE(erer—1) + pE(erer—2) + pE(e;_1) + p° E(er—1€64-2)

_ 2
= po,
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et, comme on le vérifie aisément:

E(uiui—s) =0 pour s > 1.

Par conséquent:

Cov (g, up—s) 0 .
re = = 5 sts=1;
\/V(Ut)V(Ut_S) 1 +:0
=0 sis>1.

Ces observations peuvent étre généralisées a des processus d’ordre supérieur au premier.
Plus généralement, un comportement du type:

Rs#0 pour1<s<r7
Rs~0 pours>r

sera indicatif d’erreurs a moyenne mobile; tandis que la convergence vers zéro sera graduelle
pour un processus autorégressif.

9.8.2 Le test de Breusch-Godfrey (autocorrélation).

Ce test permet, lorsque les erreurs sont autorégressives d’ordre p:

U = P1Ut—1 + paus—2 + -+ + PpUs—p + €
de tester 'hypothese:

Ho:plszZ---:pp:O

contre:
H1 : (,01;,02;---;[)]7) 75 (0,0,,O)

Contrairement au test de Durbin-Watson, le test de Breusch-Godfrey peut étre employé
lorsque 1’équation de régression contient des variables endogenes retardées (yi—1,yt—2,...)
comme variables explicatives.

La statistique est obtenue en appliquant le principe des multiplicateurs de Lagrange
(critere LM) dans le contexte du maximum de vraisemblance pour un modele & erreurs
autorégressives.

On a montré, a 'aide d’études de simulation, que ce test est également capable de
déceler des erreurs a moyenne mobile. Il peut donc étre considéré comme un test général
de misspécification dynamique, ce qui le rend tres utile.

Nous ne verrons la dérivation formelle de la statistique que dans un cas simple, au
chapitre XIV. Cette statistique est facile a interpréter intuitivement: on peut montrer que
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cette statistique est identique a la statistique LM utilisée pour tester la nullité jointe des
p; dans ’équation de régression auxiliaire:

Yt = B+ Boxia + -+ BeTek + prle—1 + -+ pplp—p + Nt
ou les ;s sont les résidus de la régression de y; sur (1,z9,...,24) par MCO. Cette
statistique a été vue a la section 7.5.

Si Hy est vraie, on peut montrer que la distribution limite (lorsque n — o) de cette
statistique est une X?y- Cette distribution limite a néanmoins tendance a sous-estimer les
valeurs critiques de petit échantillon (ceci a été montré a I’aide d’études de simulation).

Pour cette raison, on utilise souvent une version F' de la statistique (test F' de Hy : p1 =
.-+ = pp = 0 dans I"équation auxiliaire). Les études de simulation ont montré que ceci est
préférable lorsque la taille de ’échantillon est faible.

9.8.3 Le test de Koenker (hétéroscédasticité).

Rappelons qu’a la section 9.7, nous avions vu que des variations aléatoires d’un coeffi-
cient de régression pouvaient se traduire par une hétéroscédasticité du type:

V(ut) = a + B}

ou x; est une variable explicative du modele estimé.

Si de telles variations aléatoires portent sur plusieurs coefficients d’un modele de régres-
sion multiple, ceci conduit naturellement a 'hypothese:

V(u) = o+ By + - + By,

ou méme, plus généralement:

V(ug) =a+~y(Bixg + -+ 5p$tp)2-

En pratique, un test acceptable est obtenu en remplagant (S1z¢1 + -+ + Bpxep)? par
§2, ol §; est la valeur calculée en appliquant les MCO & I’équation pour laquelle on veut
tester 'hétéroscédasticité des erreurs. On peut donc utiliser un test F' de Hy : v = 0 dans
I’équation de régression auxiliaire:

af = a4y + e

Cette statistique est basée sur des criteres heuristiques, et n’est pas nécessairement la
meilleure.
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9.8.4 Le test de Bera-Jarque (normalité).

Pour une variable normale Y ~ N(0, 1), il est facile de montrer a 1’aide de la fonction
génératrice des moments que:

EY®)=0 et EY*) =3

Si X ~ N(u,0%),Y =(X —pu)/o~ N(0,1), et donc:

BX - EX)
B(X - B! _,

La variance o2 peut étre estimée par:

De maniere analogue, E(X — F(X))3 peut étre estimé par:

1
ms3 = E Z(Zﬂt —ZE)S,

t=1

et E(X — E(X))?* peut étre estimé par:

Une déviation de la normalité sera donc indiquée par:

ms my

Bera et Jarque ont montré que sous ’hypothese de normalité, la statistique:

1 ms 2 1 my 2
nlz=|\—==s) +t=|——3
6 \ (mg)3/2 24 \ (mz2)?
a une distribution limite x? avec 2 degrés de liberté lorsque n — oo.
Nous verrons au chapitre XI que méme si les erreurs ne sont pas normales, tous les tests
vus précédemment restent approximativement valables (I’approximation est bonne si n est
grand). Donc une violation de la normalité a moins d’importance qu’une violation de la

sphéricité (a savoir une autocorrélation et/ou une hétéroscédasticité) qui indique, elle, une
mauvaise formulation du modele.
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9.9 Exemple numérique

Nous voulons trouver les meilleures estimations linéaires sans biais de a et de b dans le
modele:

Yyt =a+bxry +uy avec wuy =0.6ui_1 + €

E(e;) =0, V(e)=0% Elees)=0 (t#s)

sur la base des données suivantes:

Yt Tt
8 3
12 6
14 10
15 12
15 14
18 15

On demande en plus la meilleure estimation linéaire sans biais de y7 = a + 20b + u7 .

La matrice X s’écrit:

1 3
1 6
1 10
1 12
1 14
1 15

Nous transformons le vecteur y et les deux colonnes de cette matrice selon la regle
énoncée a la section 9.3. Ceci donne, puisque p = 0.6:
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0.8 24 6.4
04 4.2 7.2
04 6.4 6.8
X* = et y*=
0.4 6.0 6.6
0.4 6.8 6.0
0.4 6.6 9.0
On vérifie que:
1.44 13.92
(X*)IX* —
13.92 190.16
19.36
(X*)/ * —
228.92
6.1817

et Pmeg = ((X*)X*) 7 (X*)y" =
0.7513

Calculons maintenant le préviseur de y7 si 2% = [1 20]. On a:

24 Bmeg = 6.1817 + (20)(0.7513) = 21.208

Comme tg = 18 — 6.1817 — (15)(0.7513) = 0.5485, ceci donne:
p = 21.208 + (0.6)(0.5485) = 21.537.

9.10 Introduction aux méthodes semi-paramétriques

Nous avons vu que si E(uu’) =V # 021, la matrice de covariance de I’estimateur de (3
par moindres carrés ordinaires est égale a:

V(Bmeo) = (X' X) N X'VX) (X' X)L

Il est possible d’utiliser cette information pour estimer les variances exactes des éléments
de Bmeo lorsque V # o2I. Ceci donne:

(1) dans le cas de I'hétéroscédasticité seule: 'estimateur de White ( “White heterosce-
tasticity consistent covariance matrix estimator” )

(2) dans le cas général ou l'on peut avoir hétéroscédasticité et autocorrélation: I'esti-
mateur de Newey-West (“Newey-West heteroscedasticity and autocorrelation con-
sistent covariance matrix estimator”)
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Dans le premier cas, on estime V' par:

@ 0 ... 0
. 0 a2 0
V= ?

0 0 ... @2

Dans le second cas, on estime directement X'V X (et non pas V') par une méthode spec-
trale. Pour une introduction, voir Hamilton, Time-Series Analysis, chapitre 10. La méthode
nécessite le choix d’une fonction de pondération (“kernel function”) et d’un parametre de
troncation (“window width”).

En pratique ces méthodes ne donnent de bons résultats que lorsque la taille de 1’échan-
tillon est assez grande. Par ailleurs ’estimateur [3,,., reste inefficace.
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CHAPITRE X.

ELEMENTS DE THEORIE STATISTIQUE ASYMPTOTIQUE

10.1 Introduction

Les propriétés des estimateurs que nous avons rencontrés lors de 1’étude des moindres
carrés ordinaires et lors de celle des moindres carrés généralisés si F(uu’) est une matrice
connue étaient toutes valables quelle que soit la taille n de I’échantillon. Sous ’hypothese
de normalité des erreurs, nous avons pu déterminer leur distribution de facon exacte,
en fonction de n. Mais ces distributions exactes prennent vite une forme trés complexe
lorsque la méthode d’estimation devient plus élaborée, comme c’est le cas pour la méthode
Aitken-réalisable. Leur étude nécessite des outils théoriques que nous ne pouvons passer en
revue ici; I'application empirique de ces résultats dits de petit échantillon fait appel a des
techniques numériques cotiteuses et complexes; de plus, les moments de ces distributions
de petit échantillon n’existent pas toujours!

Fort heureusement, la situation devient souvent beaucoup plus simple a la limite, lorsque
la taille de ’échantillon tend vers 'infini. C’est ainsi que nous pourrons montrer que lorsque
la taille de I’échantillon tend vers l'infini, la distribution de 'estimateur Aitken-réalisable
tend vers une loi normale. Nous pourrons alors nous baser sur cette loi pour effectuer des
tests approximatifs, dits tests asymptotiques.

La théorie que nous allons exposer dans ce chapitre sera aussi utilisée pour étudier
certains estimateurs proposés lorsque les régresseurs sont stochastiques, notamment dans
le cadre des modeles dynamiques et dans celui des systemes d’équations simultanées.

Elle peut aussi étre employée pour faire des tests d’hypotheses dans un modele de
régression linéaire dont les erreurs ne sont pas distribuées normalement, et pour lequel les
hypotheses du chapitre VII de cette seconde partie ne sont par conséquent pas vérifiées.

10.2 Convergence en probabilité

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires. Cette suite converge en probabilité vers un
nombre a si et seulement si:

lim P[| X,, —a|>¢€¢ =0 pourtout e >0, aussipetit soit-il.

n——-mao
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On écrira alors:

plim X,, =a, ou X, —a
n—-00 p

Lorsque cette propriété est vérifiée, les densités des X,, tendent vers une densité dont
toute la masse est concentrée au point a (distribution dégénérée).

Lorsque a est un parametre inconnu et X,, un estimateur de a, ’estimateur est dit
convergent si plim X, =a.

Si X, est non aléatoire, la limite en probabilité se réduit & une limite habituelle.

n——-ma;oo

10.3 Inégalité de Chebychev

Enoncé.

Soit X une variable aléatoire continue avec E(X) = p et V(X) = 02 < oo. Pour tout
nombre réel € > 0 , X vérifie I'inégalité suivante, dite inégalité de Chebychev:

0.2

PIX—pl>d <%

Démonstration

Si X est une variable continue de densité fx(z), on a par définition de sa variance:

0”24@—uﬂﬁ@ﬂw
- [ (@ =P fx(e)da + [ (0 — 1 fx (2)da
{x:|z—p|>e} {z:|lz—p[<e}

_ )2 d
ZAM%Wﬂ@ W2 fx (2)da

> 62/ fx(z)dx = E€P[|X — p| > €
{z:|x—p|>e}

10.4 Loi faible des grands nombres

Enoncé. Soit (Y,,) une suite de variables aléatoires avec E(Y,,) = p et lim,_.o, V(Y,,) =
0. Alors plimY,, = p.

Démonstration Par I'inégalité de Chebychev, on a, pour tout n et tout € > 0:

V(¥a)

PllYn —pl > € <
€
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Si V(Y,) — 0, ceci implique:

lim P[|Y,, — p| > €] <lim

Comme une probabilité ne peut pas étre strictement négative, la limite de la probabilité
est nulle, ce qui implique le résultat.

Corollaire (généralisation). Soit (X,,) une suite de variables aléatoires. Si:
ImE(X,)=p et limV(X,)=0,
alors plim X,, = p.

11 suffit en effet de poser Y,, = X,, — E(X,,) et d’appliquer le résultat précédent.

Application: Supposons que Xi, Xs,. .., X, soient indépendamment et identiquement
distribuées avec E(X;) = u, V(X;) = 0 et considérons la moyenne d’échantillon X,, =
% Yo X;. Ona E(X,) = p et lim, o V(X,,) =0, donc plim X, =pu.

n——-m:o0

10.5 Convergence en distribution

Soit (X, ) une suite de variables aléatoires, et soit (Fx, ) la suite de leurs fonctions
de distribution. La suite (X,,) converge en distribution vers la variable aléatoire X*, de
distribution F'x-, si et seulement si:

lim Fx,(x) = Fx«(z)

n——ao0

chaque fois que Fx+ est continue en x. On écrira alors:

dlim X, = X*, ou XHTX*.

n——mao

Ce type de convergence est plus faible que le précédent. Sa principale application est le
théoreme central limite, que nous verrons plus loin.

Comme exemple, prenons la moyenne X,, de n observations X; indépendantes, d’espé-
rances nulles et de variances unitaires. La loi faible des grands nombres implique plim X,, =
0. La suite v/n.X,, ne converge pas en probabilité, mais bien en distribution; on verra par
la suite que la distribution limite est normale.

Les moments de la distribution limite F'x+ s’appellent moments asymptotiques de X, .
On parle en particulier de I'espérance asymptotique d’un estimateur, ou de sa variance
asymptotique; on peut parler de méme d’un estimateur asymptotiquement sans biais, ou
asymptotiquement efficace. Il est trés important de noter que ces moments asymptotiques
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ne sont pas définis comme les limites des moments des distributions Fy,,, mais bien comme
les moments de la distribution limite F'x-! Ceci pour deux raisons: les moments des F,,
peuvent ne pas exister; et les Fx, peuvent ne pas étre entierement caractérisées par leurs
moments. Nous pouvons illustrer la premiere raison en mentionnant que la variance d’une
variable Student a un degré de liberté n’existe pas; la seconde en mentionnant que la
distribution lognormale (distribution de Y = e* avec X ~ N(u, 02)) n’est pas entierement
caractérisée par ses moments.

Exercice: Soit n = 10000 et m = 1000. Supposons que I’on ait engendré par simulation nm
observations indépendantes x;; de distribution uniforme sur l'intervalle [—1, 1], pour i =
1,...,netj=1,...,m. On calcule, pour j = 1,...,m, les moyennes #/ = n~! Sor | T
A quoi ressemblera I’histogramme des Z7? A quoi ressemblera I’histogramme des /nz?

10.6 Propriétés des modes de convergence

10.6.1 Relation entre limite en probabilité et limite en distribution.

Enoncé. Soit (X,,Y,) une suite de paires de variables aléatoires. Si plim(X,, —Y,,) =0
et dlimY,, = Y™, alors dlim X,, = Y*.

Cette propriété possede une réciproque partielle. Si dlim X,, = a et dlimY,, = a, avec a
constante, alors plim(X,, —Y;,) = 0. Cette réciproque est intuitivement évidente puisqu’une
constante a une distribution dégénérée.

Mentionnons qu’une méme distribution limite de X, et de Y, n’implique pas que
plim(X,, — Y;,) = 0, lorsque cette distribution limite n’est pas dégénérée. En effet, si
les X,, et les Y,, possedent une distribution commune normale réduite, et que X,, est in-
dépendante de Y,, pour tout n, on a Fx,_y, = N(0,2) pour tout n. Par conséquent,
dlim(X,, —Y,) ~ N(0,2). Mais ceci n’implique nullement que plim(X,, —Y,,) = 0, puisque
pour tout € > 0, et pour tout n, P[| X, — Y, |> € # 0.

10.6.2 Théoreme de Slutsky.

Ce théoreme établit la préservation des limites en probabilité par les fonctions continues:

Enoncé. Siplim X,, = a et g(X,,) est continue en a, alors plim[g(X,,)] = ¢g[plim(X,,)] =
9(a).

Il est important de noter que la fonction g ne peut dépendre de n. Ce théoréme possede
les généralisations suivantes (on définit la limite en probabilité d’une matrice comme la
matrice contenant les limites en probabilité des éléments):

(1) Si (A,) et (By) sont deux suites de matrices conformes pour l’addition, alors
plim(A4,, + B,,) = plim(A4,,) + plim(B,,) si plim(4,,), plim(B,,) existent.
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(2) Si (A.), (By) sont deux suites de matrices conformes pour la multiplication et si
plim(A4,,), plim(B,,) existent, on a: plim(A4,, By,) = plim(A4,,) plim(B,,)

(3) Si (A,) est une suite de matrices réguliéres et si plim(A,,) existe et est réguliere,
alors: plim(A,;1) = (plim A4,)~!

10.6.3 Convergence en distribution de fonctions de variables aléatoires.

Enoncé.
(1) Si g est continue et si dlim X,, = X, alors dlim g(X,,) = g(X)

(2) Supposons que dlimY,, = Y* et que plim X,, = a, avec a constante. Alors:
dlim(X,, +Y,) =a+ Y™

dlim(X,Y,) = aY*

Y, Y™ .
dhm(X—) = 7 S1 a % 0.

Dans le cas de convergence en distribution vers une normale, on peut énoncer une géné-
ralisation multivariée de ce résultat. Nous admettrons qu’une suite de vecteurs aléatoires

X = (x f”), Xl )) converge en distribution vers un vecteur normal multivarié X =
(X1,...,X;) si toute combinaison linéaire Y ., )\iXi(n) converge en distribution vers

Z;il AiX;. Supposons alors que 'on ait une suite de matrices Am) convergeant en pro-
babilité vers A et que la suite des vecteurs X (™ converge en distribution vers un vecteur

X ~ N(0,1). La suite A™X ™) converge en distribution vers un vecteur ayant la distri-
bution N (0, AA").

10.7 Fonction caractéristique et convergence en distribution

Nous aurons, lorsque nous verrons le théoreme central limite, a déterminer la distribution
limite d’'une somme de variables aléatoires. Calculer la distribution d’une somme X + Y,
connaissant la distribution jointe de X et Y, est en regle générale un probléme tres difficile.
Le passage par les fonctions caractéristiques permet souvent de simplifier les choses.

Si ’on dénote par i I'unité imaginaire (i> = —1), la fonction caractéristique d’une
variable aléatoire X est définie comme:
= Ecos(tX)] +iE[sin(tX)], en vertu des propriétés du

nombre complexe e*X .
Avant de donner un exemple de fonction caractéristique, mentionnons quatre de ses
propriétés:
(1) La fonction caractéristique d’une variable aléatoire existe toujours.
En effet, cos(tX) et sin(tX) sont des fonctions périodiques, donc bornées pour toute
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valeur de t X ; '’espérance mathématique d’une fonction bornée existe toujours. Nous
ne pourrions en dire autant pour E(e!X) par exemple.

(2) La fonction caractéristique de X caractérise entierement la distribution de X.

(3) Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, alors: ¢ x4y (t) =

dx (t)py (1)

En effet, o¢xyv(t)=F [eit(XJrY)}

— F [eitXeitY
— F [eitX} E [eitY}

par 'hypothese d’indépendance.

Cette propriété facilite le calcul de la distribution de X + Y. Si le produit des
fonctions caractéristiques est la fonction caractéristique d’une distribution connue,
cette distribution est celle de X + Y.

(4) Soit (X,,) une suite de variables aléatoires, et soit (¢, ) la suite de leurs fonctions
caractéristiques. Supposons que:

(i) lim,, ¢Xn (t)

= ¢(t)

(ii) ¢(t) soit continue pour t = 0.

Alors ¢(t) est une fonction caractéristique, celle de dlim X,,. Plus précisement:

a) dlim X,, = X*, et

b) E [eX7] = ¢(t).
Cette derniere propriété nous permettra de démontrer le théoréme central limite. Mais a
titre d’exemple, nous allons tout d’abord calculer la fonction caractéristique d’une variable

normale.

Soit donc X ~ N(u,0?). On a E [e"X] = ¢ E [e*(X~#]. Pour calculer E [e(X 1],
faisons le changement de variable y = z — . On a dy = dz, et donc:

E[guX—m}

1 oo a2
e"We 207 dy
ovV2r J_so

_|_
1 / o2t g
27 J — oo

o

1 i2t202/2 +oo _L(y2—202ity+i2t204)
—c e 207 dy
— 0o

oV 2T

1

—t202/2 /+OO —%(y—ito2)2d
—€ e 20
oV 2T oo Y
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Faisons maintenant le changement de variable v = y — ite®> . On a dv = dy, et donc:

+oo
pleomn] o e [
ovV2m J_ s
— e—t20'2/2
Par conséquent ¢x(t) = pitho—t?0?/2
— eitu—t2a2/2

10.8 Versions du théoréme central limite

10.8.1 Variables indépendantes, identiquement distribuées.

L’énoncé qui va suivre porte le nom de théoreme de Lindeberg-Levy. Il s’applique a des
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Il permet notamment de
traiter le probleme de I'approximation d’une binomiale par une normale.

Théoreme. Soit (Z;) une suite de variables indépendantes et identiquement distribuées
avec E(Z;) = p et V(Z;) = 0. Soit:

On a dlim S, ~ N(0,1)

Démonstration

Puisque, en général:

2 XS
X _
em =1+ X+ 5 + 3] + ...,
X.

on a, en appliquant cette formule a Y; = T?Jz:

: it)?
by, (t) = E [e"7] = 1 +itE(Y;) + ( 2) EY?)+....
Mais, puisque E(Y;) =0 et E(Y]Q) = %, ceci implique:

_ (it)”
b, (1) =140+ -+
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Si n est grand, on peut négliger les termes d’ordre supérieur a 2, et donc:

(t)~1— —
Py, (t) om

Puisque les Y; sont indépendantes, la fonction caractéristique de leur somme est le
produit des fonctions caractéristiques des Y;. Par conséquent:

2

¢s, (t) = (1 — %)” pour n grand

Pour pouvoir appliquer la quatriéme propriété des fonctions caractéristiques, nous cal-
culons maintenant:

t2
: o n
Comme: ) ( 2/ )
t* ., —t°/2
— 2\ —(1 n
(1-5)"=0+—)
et comme: ¥
lim (1+—=)" =¢e*
n—-mo0 n
on a:

lim g, (t) ="/

n——-maoo

qui est continue au point ¢ = 0. Nous reconnaissons la fonction caractéristique d’une
variable N(0, 1); par conséquent dlim S,, ~ N(0, 1).

Terminons cette section en montrant que ce théoréme permet d’approcher une binomiale
par une normale. Soit donc Y une variable aléatoire prenant comme valeur le nombre
de succes rencontré lors de n tirages effectués avec remise (et donc indépendants), la
probabilité d’obtenir un succes lors de I'un quelconque de ces tirages étant égale a p. Nous
pouvons écrire: Y = Z?Zl Z;, ou Z; est une variable aléatoire prenant la valeur 1 avec
la probabilité p, la valeur 0 avec la probabilité (1 — p). On vérifie immédiatement que
E(Z;)) =pet V(Z;) = p(1 — p). Par conséquent, E(Y) = np et V(Y) = np(1 — p). Donc,
si 'on définit:

_ Zi—p
p(1 =p)
on a:

1 « Y —np
Sn=— Xi= —————.
\/5; V(L —p)

Le théoreme central limite est applicable, et dlim.S,, ~ N(0,1). Si n est suffisamment
grand, on peut alors approcher une binomiale de parametres n et p par une normale
d’espérance np et de variance np(1l — p).
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10.8.2 Variables indépendantes, non identiquement distribuées.

Cette seconde version s’applique a des variables indépendantes, mais de distributions
non identiques. Pour illustrer son importance, rappelons que dans le modele de régression
simple y; = a+ bx; + u¢, nous avions démontré que b—b= Z?Zl Wil avec Wy — %
L’estimateur de b par moindres carrés est donc, a une constante pres, une somme de
variables aléatoires w;u;. Mais ces variables ne sont pas identiquement distribuées puisque
wy # wg pour t # s.

Le théoreme suivant, dont on trouvera l’énoncé dans Judge et al., The Theory and
Practice of Econometrics, 1985, p. 156, remplace ’hypothese de distributions identiques
par une condition sur les troisiemes moments des variables. Nous nous bornerons par la
suite a faire I’hypothese que cette condition est vérifiée, chaque fois que nous aurons besoin
du théoreme. Nous énoncerons ce théoreme sous sa forme vectorielle, sans le démontrer.

Théoreme.

Soit (Z;) une suite de vecteurs aléatoires indépendants avec E(Z;) = 0, et V(Z;) =
E(Z,Z;) = ®,. Supposons que les deux conditions suivantes soient vérifiées:

(1) limp oo = >opy @y = @, avec ® définie positive

(2) E(ZitZj1Zyt) < oo pour tout i, j, k, t.
Alors, si S, = ﬁ Sty Zi, on adlim S, ~ N(0,®).

Exercice. Pour le modele de régression simple y; = a + bxy + uy sous les hypotheses
du chapitre I de la seconde partie, trouvez la distribution limite de y/n(b — b), ol b est
I’estimateur de b par moindres carrés ordinaires. Comment interpréter ce résultat?

10.8.3 Différences de martingales.

Lorsque nous étudierons les modeles dynamiques, nous aurons a examiner la convergence
en distribution de suites de vecteurs aléatoires de la forme ﬁ 2?21 Zy, ou les vecteurs Z;
sont dépendants entre eux. Nous devrons alors utiliser une généralisation des théoremes
précédents. Une telle généralisation existe dans le cas ou la dépendance prend une forme
particuliere, celle des différences de martingales.

Définition:
Une suite (Z;)72, de variables aléatoires, ou de vecteurs aléatoires, est une différence de

martingale si:
E(Zi) =0 pour tout t;

E(Zi| Zy—1,Z—9,...,7Z1) =0 pour tout t.
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Exemple:

Dans le cadre des modeles a variables endogenes retardées, nous rencontrerons des suites
(Z;) de la forme Z; = uyus—1, ou les uy sont indépendantes, d’espérance nulle, et identique-
ment distribuées. 1l est facile de vérifier que les Z; forment une différence de martingale:

E(Zi) = E(utui—1) = E(ur) E(ui—1) =0

E(Zi| Zi—1,...,21) = E(Z | Z1—1)
= E(Utut—l | Ut—1ut—2)
= By, E(ugui—1 | ug—1us—2,us—1)
= Eut_lE(utut—l | Ut—1,ut—2)

= Eut_lut—lE(ut | Ut—l,ut—z) =0

La troisieme égalité résulte de la loi des espérances itérées, et la quatrieme vient du fait
que la connaissance de u;_qus_o et de us_1 est équivalente a celle de u;_1 et de u;_o, sauf
si uy—1 = 0; mais si us—1 = 0, U'espérance est nulle et I’'égalité est donc vérifiée.

Le théoreme suivant est énoncé dans Hamilton, Time-Series Analysis, 1994, p. 194. 11
suppose l'existence des quatre (et non plus trois) premiers moments.

Théoreme.

Soit (Z;) une différence de martingale. Si:

1 Les matrices de covariance V (Z;) sont définies positives;
(1) p ;
1 n
(2) lim — Z V(Z;) = ®, une matrice définie positive;
3 E(ZyZyZ1yZme) < o0 pour tout t,i,j,l,m;
J

1 n

(4) - P —
t=1

alors:

1 n
dlim — 3 Z; ~ N(0, ®)
i

Exercice: On pose le modele y; = by,—1 + uy ou les uy sont indépendantes, d’espérances
nulles, et identiquement distribuées. Sib=0et si b=>", ys—1y:/ >, y7_1, montrez que la
distribution limite de \/ﬁI; est normale réduite.
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10.9 L’Inégalité de Rao-Cramer

Commencons par fournir le fil directeur de cette section et de la suivante. L’inégalité
de Rao-Cramer, que nous démontrerons, fournit une borne inférieure de la variance d’un
estimateur sans biais. Une généralisation vectorielle de cette inégalité mene a la matrice
d’information, dont l'inverse est la matrice de covariance asymptotique du vecteur des
estimateurs par maximum de vraisemblance. Cette matrice permet alors d’effectuer des
tests asymptotiques méme lorsque l'on ne connait pas la distribution de petit échantillon
des estimateurs de maximum de vraisemblance, comme c’est le cas dans beaucoup de
modeles non linéaires. La matrice d’information posseéde donc un intérét double, a la fois
théorique (efficacité asymptotique) et pratique (calcul de covariances asymptotiques).

Les démonstrations de cette section utiliseront ’hypothese que les observations sont
indépendantes et identiquement distribuées; mais des résultats analogues peuvent étre
prouvés sous des hypotheses plus générales.

Lemme.

Supposons que 0 soit scalaire et soit (X1, X2, ..., Xy) un échantillon aléatoire de fonction

de vraisemblance:
n

L(x,0) = [ ] f(x:l6).

=1

Supposons que L soit deux fois différentiable, et que:

0 0
L - [ 2 .
20 /.. (x,0)dx /Rn 50 (x,0)dx
Alors: )
2
v 0log L(x,0) _z 0log L(z,0) _ g 0¢log L(z,0) .
06 06 062
Démonstration

Puisque L(z,0) peut étre considérée comme la densité jointe de ’échantillon, on a
Jgn L(z,0)dz = 1. En dérivant par rapport a 6, ceci donne:

9
90 Jan

0
L =0= —L .
(x,0)dr =0 /Rn 50 (x,0)dx

Mais 2L = 21°2L 1 Op a donc aussi:

o6 o6
0log L(z,0) 0log L(z,0)
—— L =F|———) =0.
/Rn 50 (x,0)dx ( 50 0

En dérivant une nouvelle fois par rapport a 0, il vient:
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2log L log L OL
/[8 og L+80g 3_}(1%:0’
Rn

002 06 06
9% log L dlog L\ >
: —— L Ldx =0
ou encore /Rn 502 dx+/Rn( 50 ) T

: S dlogL\ _ (.
Soit aussi, puisque E < 56 ) =0:

Inégalité de Rao-Cramer. Soit § = 0(x) un estimateur sans biais de 0. On a I'iné-
galité:

Démonstration

Comme 6 est sans biais, on a:

0= E(6) :/ OL(x,0)dx

En dérivant par rapport a 6, il vient:

~OL ~0log L
1 = / 0—dx = / 0 Ldx
rn 00 rn 00
B ~ Olog L . Olog L B
= cov (9, 70 ) puisque E( 70 ) = 0

D’autre part, en vertu de Iinégalité générale (cov(X,Y))? < V(X)V(Y) , nous avons:

~ Olog L N Olog L
2
— < ‘/ ‘/
1= cov (9’ 00 )_ () ( 00 ) ’

ou, en vertu du lemme:

A 0%log L
1< -V(O)E ( 89§ ) L’inégalité cherchée s’ensuit.
Pour illustrer ce résultat, reprenons le probleme de I'estimation par maximum de vrai-
semblance de I’espérance mathématique p d’une variable normale, discuté a la section 3.3

de la premiere partie. Nous avions trouvé:
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Olog L 1
o ?Z(wi —#)

et donc

En vertu de I'inégalité précédente, on a alors V(i) > ‘772 si E(1) = p. Mais nous savons
2
que E(z) = p et V(z) = 2. Nous concluons que cet estimateur est efficace.

Notons qu’un estimateur peut étre efficace sans que sa variance atteigne cette borne
inférieure!

10.10 La matrice d’information

Préoccupons-nous maintenant de 1’estimation d’un vecteur aléatoire

61

O
Soit # un estimateur sans biais de 6.

Nous admettons sans démonstration les généralisations suivantes des résultats précé-
dents:

E Olog L = 0 (un vecteurk x 1)
06
dlog L B 0% log L .
1% ( 50 ) = -F (W) (une matrice k x k)
= RO

La matrice R(6) s’appelle matrice d’information. Nous la supposerons réguliére.

En lieu et place de cov <9, %’?—L) = 1, nous écrivons:

~ dlog L
E(Ga({;);,; ):I (une matrice k x k)

et par conséquent:
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0 Vo) I
Olog L -
- I RO

Cette derniere matrice est définie non négative, étant une matrice de covariance. Afin
d’arriver a une généralisation vectorielle de l'inégalité de Rao-Cramer, considérons un
vecteur colonne arbitraire a. Comme la matrice est définie non négative, on a:

/ Vo) I a
—a R7(0)) > 0

’

(a

soit en effectuant et en simplifiant:
dp@—R*@azo

Donc la matrice V(0) — R1(0) est définie non négative. On a en particulier
V(0 > [R_l(e)hi pour tout 3.

Illustrons maintenant ce résultat. Nous avons vu a la Section 5.8 que dans le modele
y = X3+ u avec u ~ N(0,0%1), la matrice 9 logL prenait la forme:

2000’
X'x 1
—( ) ——Xu
H— o2 ot
1 ’ n 1 ’
Tt gt et
Par conséquent:
X'x
( 2 Ole ’ 9
R() =—-E(H) = g o puisque FE(u u) = no
o) A
1xk 20_4

Donc R71(#) est diagonale par blocs, et pour tout estimateur sans biais B de 3, la
matrice V() —o2(X X)~! est définie non négative en vertu du résultat précédent, lorsque
les erreurs sont distribuées normalement. Mais si § = (X X)~2 X'y, V(B) est précisément
égale & o2(X X)L

La “borne inférieure” est atteinte par cette matrice: nous concluons que sous 'hypothese
de normalité, § = (X' X)"' X'y n’est pas seulement le meilleur estimateur linéaire sans
biais. C’est aussi le meilleur estimateur sans biais parmi tous les estimateurs, qu’ils soient
linéaires ou non.
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10.11 Propriétés asymptotiques des
estimateurs par maximum de la vraisemblance

10.11.1 Cas scalaire.

Nous avons ici le cas de 'estimation d’un seul parametre 6. La vraisemblance s’écrit
L(z,0) = [1i—; f(z;]0) comme précédemment, et estimateur @ est une solution de I'’équa-
. Olog L(z,0)
tion —=57——= = 0.

On démontre que sous des hypotheses assez générales, et qui n’impliquent pas la nor-
malité, 'estimateur 6 est convergent, asymptotiquement normal, asymptotiquement sans
biais, et asymptotiquement efficace. En effet, sous ces hypotheses:

plimf = 6
n

02 log L(z,0)
e Gy

dlim /n(f — 6) ~ N [ 0, plim

La borne inférieure est donc atteinte par la variance asymptotique de 0.
10.11.2 Cas vectoriel.

Dans le cas ou 6 est un vecteur, on démontre sous des hypotheses semblables aux
précédentes les généralisations suivantes. Soit 6 le vecteur des estimateurs par maximum
de vraisemblance. Alors:

plimf = 6
dlim v/n(f — 6) ~ N (0, plimnR~1())
ou:

R(9) = ~E [fﬂg_w]

0006’

est la matrice d’information vue précédemment.

10.12 Distribution asymptotique du rapport des vraisemblances

10.12.1 Introduction.

Rappelons que la méthode du rapport des vraisemblances, vu a la section 5.3 de la
premiere partie, se résume ainsi: Dans le test Hy : § = 6y contre H; : § # 6y, on calcule
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\— maxp, L(x,0)

maxq L(z,0)
On a les inégalités 0 < X < 1.

On rejette Hy si A < A\g, ol A\g est un nombre strictement compris entre 0 et 1 et choisi
en fonction d’un niveau de signification «.

Dans les cas que nous avons traités jusqu'’ici, cette méthode nous a permis de trouver
une regle de décision valable pour de petits échantillons, et faisant appel a une statistique
possédant une distribution connue (Student, par exemple). Mais, il existe de nombreux
modeles non linéaires ol ceci n’est pas le cas. On doit alors se contenter de tests asympto-

tiques. Il est donc intéressant de connaitre la distribution asymptotique d’une fonction de
A

10.12.2 Cas scalaire.

Lorsque le vecteur 6 n’a qu’une seule composante, nous allons montrer que sous Hy,
dlim(—2log, A\) ~ Xﬁl)' Notre démonstration utilise I’hypothese que les observations sont
indépendantes et identiquement distribuées, mais le résultat peut étre généralisé.

Soit 6 lestimateur de 6 par maximum de vraisemblance. Nous commengons par faire
un développement de log L(x,0y) autour de 6 (théoreme de Taylor). Ceci donne:

0log L(z,0)

log L(z,6y) — log L(x,0) = (6 — 6) -

1 ~o 0?log L(x,0)
tat -0

6=0~*

ou 0* est un point de l'intervalle ouvert reliant 6, et 0.

Comme 210gL = 0 par définition de 6, nous pouvons réécrire cette équation comme:
20 |o_p ) q

L(z,60y) 1 o 0% log L
| —_— = = — —_—
8w 20 o

Y

6=0~*

0—0*)
n

- -] (-3 P

soit aussi:

ol () (5

n
=1

0—0*)
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Comme 6 est convergent, on a, sous I’hypothese Hy, plimé = 6. Comme 0* est compris
entre 0y et 6, ceci implique:

1 <& 02 log f(x;]0)
: 2 _ : 7
plimk® = plim <_E Z 02 0—p
=1 =bYo
(Pl f(ile)
002 =0,
sous I’hypothese que les termes w . sont de variance finie (ils sont en effet
=bo

identiquement distribués). Ceci est une conséquence des résultats de la section 10.4. De
plus, comme nous I’avons vu:

A |
dlim [\/ﬁ(e - 90)} ~ N | 0, plim

_1p 0% log L )
n ( 062 0=0,

sous 'hypothese Hy.

Comme:

1 & (82 logL)

y
pr = 962

062

2 )
_ B 0 log f(x;]0) _ plim &2,
=0, 0=0,

ceci implique:

dlim [ﬁ(é _ 90)} ~ N (o ;)

" plim k2

Alors, en vertu des résultats de la section 10.6:

“ 2
dlim(—2log)) = dlim [ﬁ(e—eo)} plim &2

1
= X?plimk? ot X ~N (0, ——
pHm ot ( " plim k2)
Définissons maintenant ¥ = (plimk)X. Comme Y ~ N(0,1), Y? = (plimk?)X? =
dlim(—21log A) est X%nv ce qu'il fallait démontrer.
10.12.3 Cas vectoriel.

Nous avons un vecteur 6 de k parametres a estimer et nous voulons tester 'hypothese
Hy : 6, = 07 contre Hy : 61 # 07 ou 0 est un sous-vecteur de 6 de dimension g. On montre
alors que dlim(—2log, A) ~ X%q)
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10.13 Exemple d’application dans un modéele a erreurs autorégressives

Dans le modele de régression classique, nous avons vu, sous ’hypothese de normalité des
erreurs, que Bmco est normal quelle que soit la taille de I’échantillon. De plus, le rapport
des vraisemblances A permet de dériver un test F' d’'une hypothese linéaire; ce test est, lui
aussi, valable pour tout n. La distribution de Student permet de calculer des intervalles
de confiance.

Dans le modele des moindres carrés généralisés ot E(uu’) = 02§2, nous avons les mémes
résultats lorsque €2 est connue. Par contre, si €2 est inconnue, nous n’avons plus de résultats
valables en petit échantillon. Mais si u est un vecteur normal, on peut dériver ’estimateur
de ¢ par maximum de la vraisemblance. Cet estimateur n’est pas normal car ¢’est une fonc-
tion non linéaire des erreurs. Néanmoins, on peut en trouver la distribution asymptotique
a l’aide des résultats précédents.

Pour le modele a erreurs autorégressives:

y=XB+u, avec u= pui_1-+ €

ott les ¢; sont indépendantes de distribution N (0, 0?) et ot X est non aléatoire, I’estimateur
par maximum de vraisemblance a été étudié par Beach et MacKinnon, “A maximum
likelihood procedure for regression with autocorrelated errors”, Econometrica 46 (1978),
51-58. Nous allons brievement discuter les résultats de ces auteurs.

Rappelons que E(uu’) = V = 02Q, ot ) est la matrice de la section 9.2, et que

2

02 = (1 — p?)o?. En utilisant la définition de la densité normale multivariée, on peut

écrire:

1 1
log L(3, 07, p) = K + S logdet V=1 — S(y = XB)'V ™}y - X6)
et, en utilisant les regles de dérivation matricielle de la section 3.4:

En annulant ce vecteur de dérivées, on obtient:
B _ (le—lx)—lxlv—ly

soit le méme résultat qu’en moindres carrés généralisés lorsque €2 est connue.

Les dérivées par rapport & p et 02 sont plus compliquées. Il serait superflu d’en donner
les détails ici, puisque ces derniers ce trouvent dans l’article précédemment cité. Il nous
suffira de mentionner que la maximisation de L par rapport a p implique la solution d’une
équation cubique, qui possede toujours une solution comprise entre —1 et +1.
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Le but de cette section étant d’illustrer les résultats du présent chapitre, nous allons
énoncer la matrice d’information et son utilité dans le contexte de ce modele. Appelons
0 = (8,02, p). Beach et MacKinnon montrent que, si X est non stochastique:

(X'VX) Orxi Orxa
RO =| Oun A C

lek C B
ou A, B, et C sont des scalaires. Alors:

(X,V_lX)_l kaQ

R71(0) = 4 o\
OQX]C (C B)

et le théoreme vu a la section 10.10 implique:
dlim v/n(6 — 0) ~ N(0, plim nR~*(6)).

Comme tout sous-vecteur d’un vecteur normal multivarié est normal multivarié, on peut
donc écrire:

dlim v/n(3 — 3) ~ N(0, plimn(X'V~1X)™1).

Nous avons vu que les estimateurs par maximum de vraisemblance sont convergents,
et que les limites en probabilité sont préservées par les fonctions continues. Donc, si on
remplace, dans la définition de V, p et o par leurs estimateurs pour obtenir V', on obtient:

plimf/ =V
plimn(X'V1X)™! = plimn(X'V1X)7?
et par conséquent:

dlim v/n(8 — ) ~ N(0, plim n(X'V~1X)™1).

On peut donc approcher la distribution de 3 par une normale N(3, (X'V—1X)~1).

Pour tester Hy : p = 0 contre Hy : p # 0, on peut calculer le rapport des vraisemblances
A en estimant deux fois le modele: une fois par MCO (ceci donne ’estimation sous Hy) et
une fois par la méthode de Beach et MacKinnon (ceci donne ’estimation sans contrainte).
A est le rapport des vraisemblances maximisées. Le théoreme de la section 10.11 implique
alors que dlim —2log A ~ X%n lorsque Hy est vraie, puisqu’il n’y a qu’une seule contrainte
sous Hy. Ceci fournit des valeurs critiques approximatives. Ce test n’est valable qu’en grand
échantillon mais ne présente pas les zones d’incertitude de la statistique de Durbin-Watson.

Il faut bien noter que les résultats du chapitre X sont d’une applicabilité tres générale;
cette section n’a présenté qu’une illustration de ces résultats.
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CHAPITRE XI.

PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DES ESTIMATEURS
DE MOINDRES CARRES ORDINAIRES

11.1 Convergence en probabilité

Nous montrerons dans cette section que § = (X ‘X yTLX "y est un estimateur convergent
de 3 dans le modele classique y = X3 + u, sous les hypotheses suivantes:

(H1) E(u) =0

(H2) Buu') = oI

(H3) X est non stochastique de rang k < n

(H4) lim —X X =Yxx, unematrice définie positive.

n—soo N,

Comme X est non stochastique, on a:

E(X'vu) = XE@u)=0
Vi = v ZXm-ut] =o’y Xi
t=1 t=1
1 X2
et V [— (X u)z] = 02272”
n n

2
Mais % converge par ’hypothese (H4) vers un nombre fini. Nous concluons que

|4 [%(X /u)z} tend vers zéro quand n tend vers I'infini. Donc les composantes de 1 X "u
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vérifient F [%(X/u)z} =0, et lim,— o V [%(X/u)z} = 0. Ceci montre (section 10.4) que
plim(%X/u) = 0. On a alors, en appliquant le théoréeme de Slutsky:

plim3 = plim[ﬁ—F(X/X)_lX/u}
= G+ plim [ (X X) 71X u]

(/1o Nt
= [+ plim (—XX) —Xu]
n n

1o 1
= (+plim|—(X X)} plim (—X u)
n n

= B+3xxOma =5

11.2 Normalité asymptotique

Tous les tests d’hypotheses exposés au chapitre VII 'ont été en supposant la normalité
des erreurs. Qu’en est-il si I’on ne fait pas d’hypotheses spécifiques sur la distribution du
vecteur u? Nous allons voir qu’un théoréme central limite nous permet d’établir la normalité
asymptotique de B = (X X yTLX /y. Si la taille de ’échantillon est suffisamment grande,
on peut alors se baser sur la distribution normale pour faire des tests asymptotiques sur
le vecteur 3. On raisonne en pratique comme si la variance des erreurs était connue: on
utilisera donc la loi normale au lieu de la loi de Student, la loi x? au lieu de la loi F.

Théoreme.

Supposons que les hypothéses (H1) a (H4) soient vérifiées, et soit oy la t-iéme colonne de
la matrice X . Définissons les vecteurs Z; = us; et supposons que ﬁ 2?21 Z; vérifie

un théoréme central limite. Alors, pour 3 = (X X)~1X'y:

(a) dlim V(3 — B) ~ N(0,02Sx).

(b) Si plim (L w'u) =02, on a plim(%ﬁ/ﬁ) =0

Qavecﬁ:y—XB

Démonstration

(a) Notons d’abord que E(Z;) = 0 et V(Z;) = o2qar,
Par conséquent:

1 n 2 n 2
nlinéoﬁt_zlv(zt) B nllf%o%Zata; = lim = X'X = 0?Sxx,

n—oo N
t=1
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qui est finie et définie positive par ’hypothese (H4). En vertu du théoréme central

limite, on a:

1 I &
dlim — X u = dlim Zy ~ N(0,0%°Sxx).
v >

Notons ensuite que \/E(B -pB) = (%X ‘X )_1ﬁX "u et appliquons les résultats
de la section 10.6. Ceci donne:

-1
dlimv/n(3—3) = plim (%X’X) dlim (%Xu)

N (0,2%% (0*2xx) Bxk)

~ N(0.0757y)

(b) Pour démontrer la seconde partie du théoréme, rappelons que:

Donc:

' 1
plim <—> = plim (—u u) — lek.E)_(lX.kal =o?
n n
en vertu du théoreme de Slutsky et de ’hypothese faite dans ’énoncé.

Exercice. Calculez la distribution limite, sous I’hypothese nulle Hy : R3 = r, de la

statistique de Wald vue a la section 7.4 de la seconde partie.
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CHAPITRE XII.

PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DES ESTIMATEURS D’AITKEN

Le théoreme que nous allons démontrer dans ce chapitre est un cas particulier d’ap-
plication au modele a erreurs autorégressives d’un théoreme plus général, s’appliquant a
tout estimateur “Aitken-réalisable”. Il montre que si I’on remplace () par un estimateur
convergent de cette matrice dans la formule de Bmcg, on obtient un estimateur de § qui a
la méme distribution limite que Bmcg.

Théoreme.
Soit le modéle y = X3+ u avec E(u) =0,

1 10 “ o pn_l
P 1
E(uu') = 0*Q = o? , et X non stochastique.
pn—l 1
Soit p un estimateur convergent de p et supposons que lim, %(X’Q_lX) = Q

soit une matrice définie positive. Soit T la matrice de transformation de la section 9.3
(T'T = Q71), soit [X'T"]; la t-iéme colonne de X"T", et supposons que les vecteurs Z; =
(Tw)[X'T']; vérifient un théoréme central limite.

Considérons les deux estimateurs:

g = (X'olx)ylx'aly | et
B — (XIQ—lX)—lXIQ—ly
1 ﬁ ﬁn—l
o1
ou Q =
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Sous les hypotheses additionnelles que:
. 1 IA—1 . 1 r—1
plim —(X'Q7X) =lim —(X'Q"X) =Q
n n

1 ~
—(X'Q - X'Q7 ) =0
Vn

plim

plim —u'u = o
n

on a les résultats suivants:

(1) dlimv/n(3 — §) = dlim y/n(3 — B) ~ N(0,0?Q"")
(2) plims? = 0?2, avec:

Démonstration
Notons tout d’abord que \/n(3 — ) = (%X/Q_lX)_lﬁX/Q_lu et que:

X0 lu=XTTu= Z 7.

t=1
On a E(Z;) = 0; d’autre part, comme F(Tu)? = o2 et comme Z?:l[X/T/]t[X/T/]:t =
X0 1x,
lim En:E(Z Z)) =i o (X' Q71X) = 02Q
im — = lim — =o°Q.
n r n

Par conséquent, en vertu du théoréme central limite, dlim ﬁ S Zy ~ N(0,0%Q).

Donc:

1
dlim v/ <B - 5) — plim (%X/Q‘lX) dlim (%X/Q_lu)

~N(0,Q7'(c*Q)Q ") =N (0,0?°Q")

Pour montrer que 'estimateur “Aitken-réalisable” a la méme distribution que I’estima-
teur “Aitken-pur”, nous pouvons appliquer le résultat de la section 10.6.1. En effet:

A et b et
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1 ia
dlim(ﬁX Q') ~ N(0,0%Q)

et donc:

dlim V(6 — B) ~ N(0,02Q ).

Pour démontrer la seconde partie du théoreme, notons que la limite en probabilité de:

— W= XB) 27 (y - X)),

est égale & 02. La démonstration est exactement la méme que celle de la section 11.2:

il suffit de remplacer y par Ty et X par TX. Comme plimB = plimB = [ et comme

plimQ =, le théoréeme de Slutsky implique plim s? = o2.

Ces résultats ont été obtenus sans faire ’hypothese de normalité des erreurs, puisque
nous avons utilisé un théoreme central limite. Il est toutefois tres intéressant de noter que
nous venons d’obtenir la méme distribution limite que celle de la section 10.13, ou nous
avions fait I’hypothese de normalité des erreurs pour dériver I’estimateur par maximum de
vraisemblance; il est facile en effet de vérifier que:

o?Q7! = plimn(X'V1X)™!

ouV = E(uu’). Les matrices de covariance asymptotiques sont donc les mémes; puisqu’une
distribution normale est entierement caractérisée par les deux premiers moments, ceci
implique bien ’égalité des distributions limites.

Nous avons donc ’équivalence asymptotique d’une méthode simple (celle d’Aitken) et
d’une méthode plus compliquée (celle du maximum de vraisemblance).
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CHAPITRE XIII.

REGRESSEURS STOCHASTIQUES

13.1 Introduction: types de régresseurs stochastiques

Dans tous les développements précédents, X était non stochastique par hypothese. Ceci
n’étant pas réaliste, il nous faut maintenant examiner les propriétés de la méthode des
moindres carrés ordinaires dans le cas ou cette hypothese n’est pas vérifiée.

Nous pourrons distinguer trois types de régresseurs stochastiques.

Dans le premier cas, la matrice X est indépendante du vecteur u. Les estimateurs MCO
sont alors convergents, sans biais, et ont la distribution limite vue au chapitre XI sous
I’hypotheése d’un théoreme central limite. De plus, lorsque les erreurs sont normales, les
statistiques t,ps et Fops vues précédemment au chapitre VII ont les distributions ¢ et F'
sous I'hypothese nulle, méme en petit échantillon.

Dans le second cas, X dépend de u, mais les régresseurs ne sont pas corrélés avec
les erreurs contemporaines. Les estimateurs MCO ne sont pas sans biais, mais ils sont
convergents. Ils ont la distribution limite vue au chapitre XI sous ’hypothese d’un théoreme
central limite. Les distributions des statistiques t,ps et F, 55 vues précédemment au chapitre
VII ne sont t et I’ que si la taille de I’échantillon tend vers l'infini. Nous n’examinerons
pas ce second cas dans le présent chapitre, mais nous I’étudierons plus tard dans le cadre
des modeles a variables endogenes retardées.

Dans le troisieme cas, certains régresseurs sont corrélés avec l’erreur contemporaine.
Alors les estimateurs MCO ne sont pas convergents, et on doit utiliser la méthode des
variables instrumentales, qui sera vue dans le présent chapitre.

13.2 Régresseurs stochastiques indépendants du vecteur des erreurs

Nous allons voir que si X est stochastique, mais indépendante de u, ’estimateur de 3
par moindres carrés ordinaires garde beaucoup de propriétés désirables. Il est toujours sans
biais, et convergent. De plus, toutes les propriétés asymptotiques démontrées précédem-
ment dans le cadre du modele classique restent valides.
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Dans la premiere partie de cette section, nous n’utiliserons que les hypotheses suivantes,
qui sont compatibles avec I'indépendance de X et de u, mais n’impliquent pas cette indé-
pendance:

(Hy) E(u|X)=0
(Hy) E(uu'|X) =021
(Hs) plim(%u/u) =o?
(Hy) plim(1X'X) =lim B(LX'X) =3 est définie positive .
Rappelons tout d’abord la loi des espérances itérées (section 1.7) de la premiere partie:

Lemme 13.1.
E(X)=EyE(X|Y)

Ce résultat peut aussi étre appliqué aux vecteurs et matrices aléatoires. Nous démon-
trons maintenant une propriété fondamentale pour la suite.

Lemme 13.2. Sous les hypothéses (Hy), (H2) et (Hy), plim(%X/u) = 0.

Démonstration:

En vertu de la section 10.4, il suffit de montrer que:

1 1

Mais:
E(Xtiut) = EXtiE(XtiUt|Xti) = EXtiXtiE(Ut|Xti) =0

par I'hypothese (Hp) et le lemme 13.1. Par ailleurs:
V(Xeiur) = BE(Xjui) = Ex, B(Xjui| Xu) = Ex,, X5 B(uf| Xe:) = 0 E(X};)
en vertu de ’hypothese (Hz). L'hypothese (Hy) garantit que E(X?2) < oo; done V (Xpuy) <

00, et V(L3 Xyu;) — 0. Lestimateur § = (X' X)"1X'y vérifie alors les propriétés
suivantes:
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Théoreme 13.3. B est un estimateur sans biais de [3.

Démonstration:

E(B) = 5+E[(X'X)—1X’u}
— B+ Ex{E [(X/X)_lX/u|X}}

— B+ Ex [(X'X)—lx'} E(uX) =8

Théoreme 13.4. B est un estimateur convergent de (3.

La démonstration est identique a celle donnée a la section 11.1, en vertu du lemme 13.2.

Théoréme 13.5. Soit a; la t-iéme colonne de la matrice X (un vecteur k x 1) et
supposons que les vecteurs Cy = uzay vérifient un théoréme central limite. Alors:

(1) dlim /n(3 — B) ~ N(0,02 X y)

(2) plim(%ﬁ/ﬁ) =o?

Démonstration:
Notons que:
E(Cy) = E(utoy) = ExE(ureu|X) = Exa E(u]| X) = 0.
De méme:
E(C,C)) = E(iloya,) = ExE(uZawog| X) = Ex(apoy)E(u?]|X) = 02 E(auay).

Par conséquent:

1< : 1 : 1
lim =Y " E(C,C)) = o’ imE(= Y o) = 0’ lim E(=X X) = 0*Sx x.
n n n
t=1 t=1
On a alors, comme auparavant (section 11.2):

1 1 &
dlim —X u = dlim — Y C; ~ N(0,0%°Yxx)
VA >

dlim v/n(3 — 8) = plim(%X/X)_l dlim(%X/u) ~ N(0,025%%).

La démonstration du point (2) est identique & celle donnée précédemment.

Si nous faisons maintenant I’hypothese d’indépendance f(X,u) = f1(X)f2(u), les dis-
tributions conditionnelles & X des statistiques t,ps et F,ps vues au chapitre VII ne
dépendront que des nombres de degrés de liberté et seront donc les mémes que les distri-
butions inconditionnelles. Les valeurs critiques des lois ¢ et F' leur seront donc applicables
quelle que soit la taille de ’échantillon, lorsque les erreurs sont normales.
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13.3 Régresseurs stochastiques dépendants des erreurs contemporaines

Si plim( %X /u) £ 0, on vérifie aisément que plim Bmeo # G. Il est important de signaler
que la présence d’une seule composante non nulle dans le vecteur plim(%X /u) peut rendre

toutes les composantes de 3., non convergentes. Supposons en effet que:

c
1 . 0
plim (—X u) =\ . avec c¢# 0
n :
0
On a alors:
S1
phm Bmco - ﬁ +c
Sk

ou les s; sont les composantes de la premiere colonne de Z)_(lx. Comme, en général,
aucun des s; n’est nul, aucune composante de (3,,., ne convergera vers la composante
correspondante de [3.

Exercice. Dans le modele y; = by;—1 +u; avec uy = €; + per—1, supposons que les €; soient
d’espérance nulle, de variance constante, et non corrélés entre eux. Montrez que la cova-
riance entre y;_1 et u; n’est pas nulle. Quelles sont les conséquences de cette constatation?

13.3.1 La méthode des variables instrumentales.

Cette méthode est un cas particulier de la méthode des moments généralisés (GMM);
voir Hamilton, Time Series Analysis, 1994, chapitre 14.

. / . . . .
Supposons que phm(%X u) # 0. Nous construisons alors une matrice Z de dimensions
n X r, avec r > k, possédant les propriétés suivantes:

(Hi) E(u|Z) = 0
(Hy) E(wu'|2) = o2
1 _
(Hs) plim(—Z X) = Xzx estderangk
n
1, 1
(Hy) plim(EZ Z) = limE(EZ Z)=Xzz est définie positive.

Nous supposons en outre comme auparavant que:
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1
(Hs) plim(~u u) = o?
n
PR PR .
(He) plim(—X X) et plim(—X u) existent.
n n
L’idée de base est la suivante. Définissons Py = Z(Z'Z)~1Z'; cette matrice n x n
est symétrique, idempotente, de rang r. Si ’on applique la transformation Pz au modele

y = X[ +u et les moindres carrés ordinaires au modele transformé, on obtient ’estimateur
de ( par variables instrumentales:

Byr = (X'PzX) "' X' Pyy

Si I'on a le méme nombre d’instruments et de régresseurs, r = k, et la matrice X'Z est
carrée et en général réguliere. Alors:

-1

~ / / / / / / / -1 /
bvi=|(X'2)2' 2 (2 X)| X222 2y = (2x) 2y
Pour simplifier les démonstrations, nous supposerons dans le reste de cette section que
r = k. Mais les résultats qui vont suivre ne dépendent pas de cette hypothese.

13.3.2 Convergence en probabilité.

Lemme 13.6. Sous les hypothéses (Hy), (H2) et (Hy), plim(%Z/u) = 0.

La démonstration est identique a celle du Lemme 13.2.

Théoreme 13.7. BVI est un estimateur convergent de (3.

Démonstration:
Comme (2 X)™'Z'y = (ZX)MZ'XB+ Z'u) = B+ (Z X)" Z'u, plimfPy; = B+
plim(2Z' X)~!plim(1Z'u) =+ 2% - 0= 3

13.3.3 Convergence en distribution.

Théoreme 13.8.

Soit a; la t-ime colonne de Z' et supposons que les vecteurs Cy = uzay vérifient un
théoréme central limite. Alors:
(1) dlim+/n(By1 — B8) ~ N(0,02 plimn(X'PzX)~1) = N(0,02% 4 2 22(2,%))

(2) plim(2d/'a) = 02 , avecd =y — XBvr
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Démonstration:
Nous avons une fois de plus E(Cy) = Oet lim - Y1 | E(C,C}) = 62S 27 (voir la démons-

tration du théoreme 13.5). Donc, comme ﬁZ/u = ﬁ Sor 1 Cy, on a

1
dlim EZ u~ N(0,0?°Y77)

et par conséquent:

- 1 _ 1 /
dlimvn(Byr — B) = plim(-Z x)™ dlim(ﬁZ u) ~ N(0,0°2,3522(27%) )-

Pour démontrer la seconde partie du théoreme, notons que:
i=y—X(ZX)Zy= [[ ~X(Z' X)) 7 | u,
puisque y = X + u. Alors:

’

di=uu—uZ(X2Z2) ' Xu-uX(ZX) " Zu+u2(X 2N (X X)Z X)Z

>

Les hypotheses Hs, Hs et Hg ainsi que le Lemme 13.6 impliquent alors plim(%ql/ﬁ) =
plim(%u/u) = 02. Ce théoréme permet donc, une fois de plus, de baser des tests asympto-
tiques sur la distribution normale ou x2. La matrice de covariance asymptotique du vecteur

By1 est estimée par LL(Z' X))~ (Z'Z)(X Z) .

Notons que si » > k, 'inverse de Y.z x n’existe pas car cette matrice n’est pas carrée;
mais l'autre expression de la matrice de covariance asymptotique, a savoir:

o? plimn(X'PzX)~!

reste valable, puisque X' Pz X est d’ordre k et de rang min(k,r) = k. Par ailleurs, les deux
expressions sont bien équivalentes lorsque r = k, puisque:

-1

1 1 1

plimn(X'PzX)"! =plim |(=X'Z)(=2'Z2) (- Z'X)
n n n

Notons enfin que la validité de la méthode des variables instrumentales peut étre établie
sous des hypotheses plus générales que celles de cette section.
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13.3.4 Choix des variables instrumentales.

Il est tres important de noter qu’il existe en général une infinité de matrices Z vérifiant
les hypotheses (Hy) a (Hy4). Il y aura donc aussi une infinité d’estimateurs par variables
instrumentales! Cet estimateur garantit la convergence, mais ne vérifie pas le théoréeme
de Gauss-Markov; et le choix des variables instrumentales doit donc étre basé sur des
criteres d’efficacité asymptotique. On peut retenir, comme critere heuristique, celui qui
fait choisir une variable instrumentale (colonne de Z) fortement corrélée avec la colonne
correspondante de X, tout en satisfaisant plim(%Z/u) = 0. Nous utiliserons ce principe
lorsque nous étudierons les variables endogenes retardées.

On peut aussi souvent choisir Z de telle maniere que la distribution asymptotique du
théoreme 13.8 soit la méme que celle de ’estimateur par maximum de vraisemblance. Ceci
est intéressant car I'estimateur par variables instrumentales (qui est linéaire) est souvent
plus facile a calculer que Iestimateur par maximum de vraisemblance (voir par exemple la
section 10.13).
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CHAPITRE XIV.

INTRODUCTION AUX MODELES DYNAMIQUES

14.1 Retards échelonnés

On a ici un modeéle de la forme suivante:

Yt = a+bore +b1we—1 + ...+ bkTe—k + Ut

La variable dépendante est donc une combinaison linéaire des valeurs présentes et pas-
sées de la variable explicative. Nous fournirons deux interprétations économiques de ce
modele:

(a) Dans le cadre d’une fonction de consommation, il correspondrait a I’hypothese que
la consommation présente dépend du revenu espéré. Ce dernier est une combinaison
linéaire des revenus observés, présents et passés. Il existe donc une sorte d’inertie
dans le comportement du consommateur.

(b) Dans le cadre d’'un modele d’investissement, faisons les hypotheses suivantes:

(i) La valeur désirée des stocks, y;, est proportionnelle a la valeur prévue des
ventes, =7, a un terme d’erreur v; pres. Donc:

(1) yr = o + o

(ii) L’investissement (variation de stock entre les périodes ¢ et t — 1) est régi par
le mécanisme suivant (ajustement partiel):

(2) Yt —yi—1 = By; —yi—1) avec 0<fB<1

On comble donc a la période t une fraction 3 de la différence entre le stock
effectif précédent, y;_1, et le stock désiré, y;

(iii) La valeur prévue des ventes est régie par le mécanisme suivant (anticipations
adaptives):

(3) xy =x;_ 4 +y(@—1 —xp_y) avec 0<~vy<1



166

P. DESCHAMPS, COURS D’ECONOMETRIE
On comble donc a la période ¢ un pourcentage v de I'erreur de prévision faite a
la période t — 1.
Nous allons montrer que les équations (1), (2) et (3) menent & un modele a

retards échelonnés.
Résolvons tout d’abord ’équation de récurrence (3). Ceci donne:

ry = w1+ (1 —y)ry
= yxir+ (=) [yzi—2 + (1 —v)zi_s]
= i1+ —7y)xi—2+ (1 — ’V)Qﬁ—z

et ’on obtient, apres une infinité de substitutions, la regle de prévision suivante, dite
de “lissage exponentiel”:

(4) zr =Y (=) m
=1

Si nous résolvons maintenant (2) en y;:

(5) i = % e — (1 — Byi)

Par ailleurs, (1) et (4) impliquent

(6) yi=oavd (1= e+
=1

En égalisant les membres de droite de (5) et de (6), on obtient finalement:

(7) ye=1—=By1+apy Y (1= zi+u
i=1

Cette derniere équation est linéaire dans les variables explicatives, et ne comporte
plus que des variables observables. Elle comporte néanmoins une infinité de régres-
seurs! On peut évidemment supprimer les z;_; pour ¢ grand. Mais ceci ne résout que
partiellement le probleme, car il y a peu de degrés de liberté: le nombre de parametres
a estimer reste grand, et l’on perd une observation par variable retardée. De plus, les
x;_; risquent d’étre fortement colinéaires.

Les méthodes de Koyck et d’Almon on été proposées pour résoudre ce probleme.
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14.2 La méthode de Koyck

Soit donc le modele général:

Yr = a+bory +b1xg1 + ..+ bpwr g + Uy

On fait I’hypothése que les poids b; sont géométriquement décroissants, soit b; = A'bg
avec 0 < A < 1. Par conséquent:

Yyt = a-+boxs + Nbori—1 + Nbozi—o + ... + Nbozi_ i + uy
et Y1 = a-+bori_1 + Aboxi_o + Nbowi_3 + ...+ Nbows g1 +up_y
M1 = Ao+ Mooz + Nboxi—o + ...+ N oz 1 4+ My

que nous soustrayons pour obtenir:

Yt — A\yi—1 = (a — Aa) + boxy — Nt w1 + (ug — Aug—1)

Si k est suffisamment grand, A**! ~ 0, et nous pouvons alors retenir comme modéle:

Yyr = a” + A\yi—1 + boxy + uy

Nous n’avons donc plus que deux régresseurs et une constante. Il faut noter:
(a) que cette transformation peut aussi s’appliquer a un nombre infini de retards;

(b) que l'on peut retrouver I’équation de départ & partir d’estimations de A et de by
obtenues grace au modele transformé;

(¢) que E(yi—1u;) # 0. Nous sommes donc dans le cas traité a la section 13.3: les es-
timateurs par moindres carrés ordinaires ne sont pas convergents. Ce probleme sera
examiné plus bas, lorsque nous traiterons des variables endogenes retardées.

Appliquons la méthode de Koyck a notre probleme d’investissement. Nous avions:

oo
ye= (1= By +afy Y (1= ws +u
i=1

Donc:

oo
y1 =1 =B +afyY (1=7)""w i1 +u
i=1

et:
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y— (L=Mye-1 = (1 =PB)y—1 +abyre—1 — (1= B) (1 = V)y—2 + [ur — (1 — y)ue—1],
soit aussi:

ye =2 =B —=7yi—1 +abyri1 — (1 = )1 —¥)ys—2 +uy

Appelons a1, as, as les estimations des coefficients de cette équation. Pour estimer les
parametres du modele de départ, il faudrait résoudre le systeme:

in = 2—-0-4%

iy = apy

i3 = —(1-p1-H)=0+7-1-0
as

—. Il est dit identifiable.

& peut étre obtenu comme R
— a1 —as

Mais B et 4 ne le sont pas. On ne peut déterminer que leur somme et leur produit.

14.3 La méthode d’Almon

L’hypothese faite par Koyck que les poids by ... bx sont géométriquement décroissants
est tres restrictive. L’idée d’Almon est d’utiliser une approximation polynomiale de la
fonction décrivant le comportement réel des b;. On choisit, en pratique, un polynéome de
degré supérieur d’au moins une unité au nombre de points stationnaires de cette fonction.
Si, par exemple, ’on pense que cette fonction a la forme d’un U ou d’un U renversé, on
choisira une approximation quadratique:

b; = oo + i + aoi®

que I’on substitue dans le modele précédent:

Yt = a+bory +b1xg1 + ...+ bl + Uy

pour obtenir:

Yt = a+opx+ (Oéo + a1 + Oég)wt_1 + (Oéo + 201 + 4062)$t_2
+ ...+ (o + ko + k2a2)wt_k + ug
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k k k
= a4+« <Z wt_,) + o <Z ixt_,) + Qo <Z i2$t—i> + Uuq
=0 =1 =1
=  a-+ ool +ar1Zoy + oz + uy

Les parametres de cette équation peuvent alors étre estimés par moindres carrés ordi-
naires, et les estimations des b; peuvent étre calculées a 1’aide de ’approximation polyno-
miale. Notons aussi que cette technique se préte particulierement bien a 'introduction de
contraintes additionnelles sur les b;. Supposons que ’on veuille imposer b; = 1. On a donc
1 = ag + a1 + as. En substituant, il vient:

Yo =a+ (1 — a1 —a2)Zy + a1z + aaZz +uy

ou:

Y — Z1t = a + a1(Zay — Z1t) + aa(Zse — Z1t) + wy

Soit:

y: =a+ Oélth + OCQZ;t + Uy
14.4 L’opérateur de retard

L’opérateur de retard est défini par:

Lxy = x4 1

Cet opérateur peut étre traité comme une variable algébrique ordinaire. En effet:

L]ZEt = LLZI?t = Tt—j
ik i+k
L’L Tt = LJ+ Tt = Tt—j—k
L’ (a1z1t + agzer) =  arllzie +al’xo

Nous pouvons alors écrire:
Zuj%—j = ZMU% = pu(L)xy
J J
ou:

(L) = po + L+ pol® + pL® + ...
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est traité comme un polynéme algébrique en L. Si les racines de (L) = 0 sont stricte-
ment supérieures & I'unité en valeur absolue, on peut définir I'opérateur réciproque p~*(L)
comme:

yr = p N(D)ze st p(L)ye = 24

Exercice: Soit u(L) = po + p Ly, v(L) = v + 1L, et p(L) =1 — pL pour —1 < p < 1.
Trouvez la forme des séries chronologiques [(L) + v(L)]zt, [(L)y(L)]x: et [p~ 1 (L)]xy.

L’intérét de la recherche d’un tel opérateur réciproque peut étre illustré par 'exemple
suivant. L’équation:
Yt =a+ pyr—1 + bxe + uy

peut s’écrire comme:
p(L)yy = a + bxy + uy

avec (L) = 1 — pL. Elle permet d’estimer I’espérance de y; conditionnelle & ses valeurs
passées et a xy, a savoir E(y; | yi—1,2¢) = a+ pyi—1 +bxy. Il s’agit donc d’une modélisation
a court terme, car conditionnelle au passé immédiat de y,. Mais dans le cas ou z; est un
instrument de politique économique, il peut étre plus intéressant d’estimer:

E(yt | Tty Tt—1,Tt—2,- - )

qui est conditionnelle aux seules valeurs présentes et passées de I'instrument. Cette nouvelle
espérance peut étre calculée a ’aide de 'opérateur réciproque, car:

E(yt | Tty Xt—1,Tt—2y .- ) = ,u_l(L)a + bILL_l(L)ZEt

a —

a
= ﬂ + b(xy + prp—1 + 1Pz +...)

Pour illustrer un autre emploi de 'opérateur de retard, appliquons-le a la transformation
de Koyck. Nous avons:

yr = a+b02)\jwt_j+ut:a+b02)\ijwt+ut
J J
= a+by (L4+AL+NLP+ XL+ .. )z +w
L
= a
1_)\L$t ut

soit aussi:

(1—=AL)y: = (1 = AL)a+ boxy + (1 — AL)wy
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et

Yr = A\yp—1 + a* + boxy + (up — Aug—1)

14.5 Résolution d’équations linéaires de récurrence stochastiques

Présentons maintenant une méthode générale de résolution d’une équation du type
w(L)y: = ~v(L)ug, ot uy est une erreur aléatoire. Il s’agit de calculer les coefficients du
(L)
(L)

Soit y(L) = 2+ 3L +4L? et u(L) = 1 — 0.75L + 0.125L%. Comme les racines de (L)
sont 2 et 4, on a:

polynéme . Nous commencerons par un exemple.

ol A et B sont déterminés par la condition A (1 — %)+ B(1— %) =1 pour tout L.
Ceci implique A = 2 et B = —1, comme on le voit facilement en posant L = 0 et L = 1.
Par conséquent:

1 2 1

w(L) -5 1-%

NN

3 7 15
= 1+-L+—L%+=—2-13. ..
+4 +16 +64

= 2

e () (2e)

et donc:

L
VL) _ (9 4 3L+ 4L2)(1 + T5L+ A3TSL2 +...) = 2+ A5L+ 712512 + ...

(L)

=

Ceci peut étre facilement généralisé. Si le polynome normalisé u(L) = (1—aL)(1—GL) =
0 a deux racines réelles distinctes 1/a et 1/3, on aura:

1 1 A(l — aL)+ B(1 — L)

WD) - OT—aL)1-PL)  (1—aL)(i—pL)
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ou A et B sont choisis tels que A(1 — aL) + B(1 — L) = 1 pour tout L. Ceci implique:

_ b
A_ﬁ—a

—
:ﬁ—a

et donc:

1 _ A B
w(L)  1—-pBL 1—alL
= A1+ BL+BFL*+.. )+ B(l+al+a’L*+...)
=(A+B)+ (BA+aB)L+ (B*A+a*B)L* + ...
1 oo

_ i iyri—1
—ﬁ_a;w o)Lt

Dans le cas d’une racine réelle double 1/, on obtient:

I |
WD)~ (L—aLy
=(1+al+a’L*+...)1+al+a’L*+...)

=1+ 2oL +30?L? +4a°L3 + ...
o0

=Y (i+1)a'L
=0

Dans le cas de deux racines complexes conjuguées, on peut employer le premier dévelop-
pement en utilisant les propriétés des nombre complexes.

On peut aussi utiliser un développement de Taylor autour de L = 0; la dérivation
précédente a l'avantage d’étre constructive, et de mettre en évidence le lien entre 1/u(L)
et les racines de pu(L) = 0.

14.6 Distribution rationnelle des retards

Nous sommes maintenant préts a définir la distribution rationnelle des retards. On I’écrit
sous la forme:

yr = a+ p(L)zy + uy

avec:
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s w(L)  wo4+wiL+...4+weL*

On normalise en posant wy = 1.

Cette formulation est tres générale, car toute structure des coefficients peut étre ap-
prochée par ce rapport de deux polynomes. Nous pouvons en effet rendre 'approximation
plus fine en augmentant k, ¢, ou k et £.

On constate facilement que la structure des retards postulée par Almon correspond a
w(L) =1 (donc £ = 0), et v; = ag + a1 + azi® + ... + a,i°. Celle de Koyck correspond a
~v(L) = by, et w(L) =1— AL (donc k =0, =1).

14.7 Variables endogénes retardées

Lors de l'application de la transformation de Koyck, nous avons fait apparaitre des
variables endogenes retardées dans le membre de droite de 1’équation de régression. Il est
important de mettre en évidence les conséquences de leur présence parmi les variables
explicatives d’un modele.

Cette section n’étant qu’une introduction au probleme, nous nous contenterons ici d’étu-
dier un modele tres simple, qui est le suivant:

Yyr = bys—1 + ut

avec —1 < b < 1 et diverses hypotheses sur 'erreur u;.

Un modele beaucoup plus général sera étudié au chapitre XV. Les conclusions obte-
nues dans ce modele plus général, qui comprendra plusieurs régresseurs dont certains sont
des variables endogenes retardées, sont tres semblables et les méthodes d’analyse sont les
meémes.

On obtient aisément, par substitutions successives, la forme suivante:

o0
Yr = ug + buy—1 + bQUt—2 o= Z bjut—j
=0

14.7.1 Erreurs sphériques.

Supposons que E(u) = 0 et E(uu') = 02I. On a alors E(y,_ju) = 0, et si V(y,_1uy)
existe, on a plim(% Y yi—1ug) = 0. L’estimateur de b par moindres carrés ordinaires est
alors convergent. Mais il n’est pas sans biais puisque b="b+ Z?;l WUy avec

Yt—1

wt = 72714_1 5
j=2 Yj-1
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qui dépend de u; via le dénominateur.

~

La distribution limite de v/n(bmeo — b) est la distribution normale habituelle:

0.2

? . 1 n+1 o
plim n Zt:Q Yi—1

pour autant que les hypotheses de la section 10.8.3 soient vérifiées. En particulier, la
suite (Z;) = (yt—1u¢) doit étre une différence de martingale. Tel est bien le cas ici sous
I’hypothese d’indépendance des erreurs. En effet:

\/ﬁ(i)mco - b) 7 N(()? 022)_(1)() = N(O )

E(yi—1us) = By, ye 1 E(ug | ye—1) =0

E(yi—1us | Ye—2Ui—1, Yt—3Ut—2,...) =
Eut_l,ut_g,...E(yt—lut | Yt—2Ut—1,Yt—3Ut—2, ... ;Ut—1,Ut—2, - .. ) =

Eut—17ut—27--- [yt—lE(Ut | Ye—2Ut—1, Yt —3Ut—2, .« ; Ut—1, Ut—2, . . . )} =0

11 est facile de démontrer (voir Hamilton, Time Series Analysis, 1994, p. 122) que Pesti-
mateur de b par maximum de vraisemblance est le méme que ’estimateur de b par moindres
carrés ordinaires lorsque les erreurs sont normales.

14.7.2 Erreurs a moyenne mobile.

Il s’agit d’erreurs de la forme:

’

ur = € + pei—1 avec E(e) =0, FE(ee)= el

Comme nous ’avons vu, ces erreurs résultent d’une transformation de Koyck appli-
quée a un modele a retards échelonnés. On vérifie immédiatement que sous les hypotheses

habituelles,

. 1
plim (E Zyt_lut) =F (yr—1ut) = E(u—1 + bug—o +...) uy]

= E (upur—1) = E(er + per—1) (11 + per—2)] = po® # 0

Donc Pestimateur b = % n’est pas convergent. Calculons sa limite en probabilité.
t—1

Notons d’abord que y; = by;—1 + € + per—1, et donc:

Zytyt_1 = betQ_l+Zyt—1€t+,02yt—1€t—1-
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Par conséquent:

~ Zyt_1€t/n Zyt—let—l/n
b o= b+ +p
293—1/71 293—1/71

Par ailleurs, y; = Z;io W (e;—; + pet—j—1), ce qui implique, sous les hypotheses habi-

tuelles, plim( > y—16:) = E(ye—1€:) =0, et plim(: > y_161) = E(pp—160-1) = 0.

De méme:

. 1 SN 2
plim (E 293_1) =E(y;,)=E (th) =L szj (et—j + pet—j—1)
j=0
+2F Z Z b b (et—j + per—j—1) (€t—k + pet—k—1)
=0 k=j+1

> ) > 1 2\ 2 2 2 2
(1) S po? Yot = LELT BT T (14 2ty

Jj=0 j=0
7 hm l _ 1€ hm l C1€4_
Alors plimb = b+p : (nlzyt; t)+pp ‘(anyt ;t 1)
plim(5; >y 1) plim(L > y2 )
1—b?
1+ p2+2bp

On remarque que plimI; — b a le signe de p.

Montrons maintenant que 1’on peut estimer b de fagon convergente en utilisant y;_o
comme variable instrumentale. Il faut vérifier que:

1 1
plim (EZ X) = plim (E Z yt_lyt_z) est finie et non-nulle;
lim ( 2 lim 1}: ur ) =0
m { — u = — _ =
p n b n Yt—2Ut

Tout d’abord:

) 1
plim (ﬁ Z yt—1yt—2) = F (y1—1y1—2) = E (up—1us—2) + bE (y;_,) =

2

[0 (149> + 26p)] = 175 (0 + D)(1 + bp)

2
po +1—b2
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est finie et non-nulle, sauf si p = —b ou p = —%. Par ailleurs, plim (% Zyt_zut) =

> Yt—2yt
> Yt—1Yt—2

Cette estimation par variables instrumentales ne résout pas le probleme d’autocorréla-
tion des erreurs, qui se pose puisque E(uzu;_1) = po?. Ce probléme peut étre traité en
utilisant une méthode robuste d’estimation de la variance de by 1, analogue a celle que nous
avons introduite a la section 9.10; voir Hamilton, Time Series Analysis, 1994, chapitre 14.

E (y4—2ut) = 0. Nous concluons que plim = plimby = b.

Nous n’étudierons pas l’estimation de ce modele par maximum de vraisemblance, car
ceci releve d’un cours de matieres spéciales. Il s’agit d’un cas particulier de modele ARMA
(Auto-Regressive Moving Average); ces modeles peuvent étre estimés a ’aide de logiciels
spécialisés.

14.7.3 Erreurs autorégressives.

Nous supposons cette fois que u; = puy—1 + € avec |p| < 1, p # i%, et E(e) = 0,
E(ee) = 021
On a de nouveau:
plim (£ > g 1u)
plim (% > 34152—1) .

Rappelons que E(uiu;—s) = p*c2. Nous avons cette fois:

pliml; =b+

o
E(yi—1uy) = E[(ug—1 + bur—o + .. )uy] = :003(1 +bp + b2,02 +..) = 110_1;)10.
On a aussi:
E (th—l) =k (yt2) - ZijE (“?—j) + 22 Z VO E (ue—jui—r)
Jj=0 j=0k=j+1
I R P
J=0k=j+1
2 o) o0
o . b
) SN
i=0 k=j
o2 2bpo? o2(1+ bp)

=5 =20 —bp)  A—){-bp)

Par conséquent:

N po?/ (1= bp)

og (1+bp) /(1 =b2) (1 —bp)
p(1-#2)

1+ 0bp

plim b =

= b+
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On remarque que plimI; — b a de nouveau le signe de p.

Nous allons maintenant étudier I’estimation de ce modele par maximum de vraisem-
blance. En combinant les équations:

Yyr = byr—1 + us

Ut = PUt—1 + €

on obtient:
Y —byr—1 = p(ye—1 — byr—2) + &
soit aussi:
(1) yr = (b+p)yr—1 —bpyi—2 + €& pourt=3,...,n+2

Ce modele est non linéaire dans les parametres. Si nous supposons que, conditionnelle-
ment a y;—1 et y;—2, les ¢ sont normales de distribution commune N (0, 02), nous avons
pour 'observation t:

—1/2

Fye | ye—1,yi—2) = (2m0®) "2 exp | — [yt — (b+ p)ye—1 + bpy—2]”

202

et la densité de (y3,ya,...,Yn+2) conditionnelle aux deux premieres observations (y1,y2)
peut donc s’écrire:

S, yas - Yna2 |y, y2) = fys [y, v2) f(a |y, 92,93) - f(Una2 | Y192, - -+ s Ynt1)

= f(ys | y1,92)f(Ya | Y2,93) - - f(Ynt2 | Ynt1:Un)
n+2

= (270%) "% exp [_P [ys — (0 + p)ye—1 + bpyt_z]Ql
t=3

En prenant le logarithme de 1’expression précédente et en considérant le résultat comme
une fonction des parametres inconnus (b, p,0?), on obtient la vraisemblance logarithmique:

n—+2

n 1
log L(b, p,0?) = constante — B logo? — 252 Z[yt — (b+ p)yi_1 + bpys_2]?
t=3
n+2
= constante + Z Li(b,p,0?)
t=3

ou:
1
Li(b, p,0°%) = ) logo? — ﬁ[yt — (b+ p)ye—1 + bpy—2]*.
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On peut facilement vérifier que:

OL; 1

b = ;(yt—l — PYi—2)€t

oL 1

8—; = ;(ytq - byt—2)€t
OL; 1 1 9
do2 202 + 204 “

ou:
& =yt — (b+ p)yi—1 + bpye—2.
Comme log L = k + ) Ly, ceci implique:

8logL o2
= QZyt 1= pYe-2)er

dlogL n+2
p 7" = 3
dlogL  n 1 &2 5
P = 207 T g1 2
t=3

Pour annuler les deux premieres dérivées de log L, il suffit d’appliquer, de maniere
alternée, les moindres carrés ordinaires aux deux paramétrisations linéaires pouvant étre
tirées de I’équation (1), & savoir:

(Z/t - Pyt—l) = b(yt—1 - Pyt—z) + €t
(yt - byt—l) = P(yt—l - byt—z) + €

jusqu’a la convergence de la somme des carrés des résidus é,. On peut alors estimer o2 par:

1 n+2 A .
6" = n ;(yt — (b+ P)yr—1 + bpyr—2)*.

Afin de formuler les variances des estimateurs ainsi obtenus et d’énoncer un test d’auto-
corrélation des erreurs, nous allons tout d’abord calculer I'espérance et la matrice de co-
variance du vecteur:

0L,
b
0Ly | OLy
90| o
0L,

do?
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En vertu de la loi des espérances itérées, on a:

oL oL
E [8—;} = Eyt—hyt_zE la—et

car I’espérance conditionnelle apparaissant dans cette expression est nulle.

Yi—1, yt—z} =0

De méme, en utilisant la normalité conditionnelle de €;, on a E(e} | y¢—1,y:—2) = 0 et
E(e} | yi—1,y1—2) = 30; il est alors facile de vérifier que:

o[ _p[onon
90 Yt—1,Yt—2| = 20 90’ Yt—1,Yt—2
(Ye—1 — pyr—2)? (Yt—1 — pyt—2)(Ye—1 — bys—2) 0
- iz (Ye—1 — pYi—2)(Ye—1 — byr—2) (Yye—1 — byr—2)? 0
o
1
0 0 352

et donc, en vertu de la loi des espérances itérées:

OL;
V==
ki
(Yi—1 — pyi—2)? (Yi—1 — pyr—2)(ye—1 —byi—2) 0
= L p || G — o) e — byia) (-1 — bye—2)” 0
o
202

On peut vérifier que les vecteurs 0L, /00 ne sont pas corrélés entre eux. La moyenne de
ces matrices est alors égale A n='R(0), ot R(f) =V [313_31;} est la matrice d’information

introduite au chapitre X. Si une loi faible des grands nombres est applicable, on aura, par
exemple:

.1 2 1 2
lim - Z E(yt—1 — pyt—2)” = plim n Z(yt_l — PYr-2)

et on peut alors estimer la matrice de covariance de v/n(f — 0) par inverse de:

V., =
S (Y1 — pye—2)? S (Y1 — py—2) (-1 — byr—2) 0
1 . N .
— YW1 — pyr—2)(Ye—1 — byi—2) S (yi—1 — byr—2)? 0

0 0
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puisque plim V;, = plimn~'R(6), et donc plimnR~*(#) = plim V"'

De plus, la matrice nVj, est une estimation de la matrice de covariance de 0log L/06.
Ceci permet facilement d’appliquer le principe des multiplicateurs de Lagrange pour tester
Hy : p =0 contre Hy : p # 0.

L’emploi du critere LM est particulierement indiqué ici. Comme nous 'avons vu, la
statistique LM ne nécessite que 1’estimation du modele sous Hy. Dans le présent contexte,
Hj signifie absence d’autocorrélation; et dans ce cas, I’estimation du modele par maximum
de vraisemblance se réduit a ’emploi des moindres carrés ordinaires. En revanche, comme
nous l’avons vu, ’estimation sous H; nécessite une procédure itérative, qui est donc plus
compliquée.

Le multiplicateur de Lagrange p associé a la contrainte Hy lors de la maximisation de
la vraisemblance est égal a 813—5]4. On peut montrer (voir par exemple L.G. Godfrey, Miss-
pecification tests in econometrics: the Lagrange multiplier principle and other approaches,
Cambridge University Press, Cambridge 1988, pages 11 et 14) que la statistique LM prend
ici la forme:

1 /0
N . [Olog L ! .

LM =)0 1 0)(1/0[ ag D 1| w0
0

N A~ 81 L ’ s . . . B N
ou fip est la valeur de 3—5 évaluée aux estimations contraintes des parametres et ou

Vo [813—‘—5]:} est l'estimation contrainte de la matrice de covariance de dlog L/06. Comme

I’estimation contrainte est identique a ’estimation par MCO, définissons alors:

On vérifie aisément que:

Yyia Lyl 0
Vo lalOgL] SN D DI VART TAED WY 1A 0

0 0

et que, par conséquent:

1 (2 de—1e)* (3 Y1)
65 2yt 2oy — (O Ye-1tp—1)?

Nous allons maintenant montrer que cette statistique est identique a la statistique de
Breusch-Godfrey définie a la section 9.8.2. Dans le présent contexte, la statistique de
Breusch-Godfrey est la statistique LM utilisée pour tester Hy : p = 0 dans 1’équation
de régression auxiliaire:

LM =
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Yr = byr—1 + plig—1 +

o Ut—1 = Yr—1 — bmcoYt—2-
Pour montrer ce résultat, notons que l'estimateur des coefficients de régression dans
I’équation auxiliaire peut s’écrire:

. . -1
6= (b) :( DUy Ry 1) (Zyt?t‘l = (X'X)"1X"y
p D Yr—1ls—1 Zut 1 > Yrlip—1
et que la matrice des coefficients de la restriction p = 0 est égalea R = (0 1). L’expression
du multiplicateur de Lagrange démontrée a la section 6.1 prend alors la forme suivante:

A=) = [R(X’X)—lR']—l(r — Rp)

Zy_ O ) wten) + O wrn) (X i)

—— Zytﬁt_l + i)mco Zyt_1ﬁt—1
= —Z Yt — mcoyt 1)ut 1
==Y iy

Par ailleurs, comme nous 1’avons montré a la section 7.5:

U ) = S [ROCX) TR

1 DY
‘38 Zyt 12“15 1= Qo ye-1t1)?

On voit alors facilement que la statistique du test de p = 0 dans I’équation de régression
auxiliaire, a savoir:

LM* = XV (M) o
est bien égale a la statistique LM définie plus haut.

Pour terminer cette section, notons que ce modele autorégressif a erreurs autorégressives
est restrictif. En effet, ’équation (1) n’est qu’un cas particulier du modele plus général
suivant:

Yt = ayi—1 + BYt—2 + €

avec « = b+ p et B = —bp. Ces contraintes s’appellent restrictions de facteurs communs,
et seront examinées au chapitre XV dans un cadre plus général. Elles sont implausibles.
C’est pour cette raison que nous ne poursuivrons pas ’étude du modele de cette section
14.7.3. La méthodologie que nous venons d’énoncer est néanmoins indispensable pour la
justification du test de Breusch-Godfrey, que 'on doit employer dans ce cas-ci puisque le
test de Durbin-Watson n’est pas applicable.
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CHAPITRE XV

LE MODELE DYNAMIQUE GENERAL

15.1 Présentation et hypotheses

Dans ce chapitre, nous allons généraliser le modele autorégressif de la section 14.7. Une
généralisation dynamique naturelle du modele de régression multiple consiste a remplacer
les variables y; et x1y,...,xr: de ce modele par des combinaisons linéaires de leurs retards,
a savoir ¢(L)y: et y1(L)x1¢, - .., Ve(L)xge. On obtient alors:

o(L)ye = a+n(L)wre + - + (L) + €
ot ¢(L) est un polynéme normalisé de degré p et v;(L) est un polynéme de degré g¢;:

HL) = 1= gL = b, L7
Yi(L) = voi + il + -+ vg LY

Nous supposons que, conditionnellement aux variables explicatives de ce modele, les
erreurs €; sont normales et identiquement distribuées. Comme les variables explicatives
forment le vecteur z; = (yi—1,Z1¢,...,Tke) et les retards de ce vecteur, nous avons:

E(Et | Zt7zt—17---) =0

E(e | zt,20-1,...) = 0>

Comme a la section 14.7, ou nous avions supposé que —1 < b < 1, nous faisons aussi
I'hypothese que ¢(L) est inversible (ses racines doivent étre toutes strictement supérieures
a l'unité en valeur absolue).

On désigne ce modele par AD(p,q1, ..., qk).

Exemple:

Sip=1, k=1, et ¢ =1, le modele s’écrit:

Yt =  O1Y—1+a  + Y0121t FV11T1—1 €
%,—/ . ~ V]

partie autorégressive  partie retards échelonnés
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Notes:

(1) Il ne faut pas confondre ce modele avec le modele ARMA (p, q), qui s’énonce comme:

¢(L)ye = v(L)es

ou ¢(L) est de degré p, v(L) est de degré g, et les €, sont sphériques et inobservables.
Les erreurs u; = v(L)e; du modele ARMA suivent un processus a moyenne mobile,
alors que celles du modele AD sont sphériques.

(2) Contrairement au modele ARMA, le modele AD peut étre estimé par MCO. Les
tests habituels sont asymptotiquement valides (F pour l'ordre des retards, LM
pour la sphéricité des erreurs). Le modele AD présente donc une plus grande facilité
d’emploi. Pour cette raison, beaucoup d’auteurs préconisent son utilisation.

(3) Insistons sur la généralité du modele AD, qui inclut comme cas particuliers:

—le modele statique sip=¢q; =---=q =0
—Tle modele autorégressif pur ¢(L)y; = a + € si v;(L) = 0 pour tout i ;

—1le modele statique a erreurs autorégressives:

k
*
Yyt =a + § Bizje +ue,  H(L)uy = €
=1
sous des restrictions dites “de facteurs communs”, comme nous le verrons plus bas.

15.2 Les restrictions de facteurs communs

Ces restrictions impliquent que les polynémes de retards échelonnés v; (L) ont le facteur
commun ¢(L). Donc:

vi(L) = ¢(L)Bi(L).

Une forme particuliére de ces restrictions, que nous allons examiner plus en détail, est
la proportionnalité des polynomes de retards échelonnés au polynoéme autorégressif; cette
forme particuliere est donc:

Alors le modele AD s’écrit:
d(L)y: = a+ ¢(L)Brxrs + - - + ¢(L)Brrre + €

ce qui implique, en multipliant les deux membres par ¢—!(L):

Yy =a" + b1z + -+ BrXre + ug

ot a* = = (L)a = 9~ (1)a et u = 6 (L), soit aussi 6(L)us = er.
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Exemple:

Sip=k =g =1, la restriction s’écrit:

soit aussi:

Yor + 11l = (1 = ¢1L)B1 = 1 — p151 L.

En identifiant les coefficients de méme degré, on obtient:

B1 = vo1
Y11 = —p151

ce qui peut s’écrire:
711 + ¢1701 = 0.
Cette restriction est non linéaire, mais peut étre testée a ’aide d’une généralisation

de la statistique de Wald (on utilise une approximation linéaire de la contrainte). Le test
s’appelle test de facteurs communs (test COMFAC en abrégé).

Exercice:

En substituant la restriction précédente dans le modele:

Yt = @+ P1Yi—1 +Y01T1¢ + Y11T1,0—1 + €

montrez que I'on arrive a un modele statique a erreurs autorégressives.

15.3 Le modele AD et la relation d’équilibre stationnaire

Le modele AD est un modele statistique qui ne décrit que le comportement a court terme
(c’est-a-~dire conditionnel au passé immédiat) de y;. Pour obtenir une relation économique
intéressante, il faut obtenir la solution statique (ou solution & long terme, ou encore: relation
d’équilibre stationnaire) du modele. Une telle solution peut étre obtenue facilement si 1’on
suppose que les espérances de y; et des zj; sont constantes:

E(y:) = E(y) et E(zji) = E(x)).

Alors, en égalisant les espérances des deux membres de 1’équation du modele AD, on
obtient:

k
HOE() = a+ > 1 (DE@;)

et en résolvant, il vient:
k

E(y)=a"+ Y _BiE(x;)

J=1
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ot a* = ¢~ (1)a et B; = ¢~ 1(1)7;(1). Ceci est la relation entre les niveaux d’équilibre des
variables, E(y) et E(z;).

Commentaires:

(1) Ceci peut étre généralisé au cas ou une tendance linéaire est incluse dans la liste
des z ;.
(2) Sil'on impose les restrictions précédentes de facteurs communs v;(L) = ¢(L)5;,
on a vu que:
ye =a” + 1z + 0+ BeTir + uge

On a donc, a partir de cette relation:

_ Oy
6] N 8$jt

mais aussi, en partant du modele AD général:

OE(yt)

B = (1)y(1) = E(zj1)

Ceci implique donc I’égalité des coefficients a long terme et a court terme, et fait
apparaitre que les restrictions de facteurs communs sont assez implausibles.

Exercice: On donne le modele autorégressif y; = 2 + 0.8y;—1 + €, ou les erreurs ¢; sont
indépendantes et de distribution commune N(0,107%). On demande de calculer 1’espé-
rance inconditionnelle E(y;), la variance inconditionnelle V' (y;), et d’expliciter la relation
d’équilibre stationnaire de ce modele. Illustrez vos résultats en simulant y; a partir du
modele précédent (ceci peut étre fait a I'aide ’EXCEL ou d’un logiciel économétrique) et
en interprétant le graphique chronologique et 1’histogramme des réalisations simulées.

15.4 Le modele AD et le modele de correction d’erreur

Nous allons maintenant reparamétriser le modele AD en utilisant une identité algé-
brique. Le modele ainsi obtenu, qui porte le nom de modele de correction d’erreur (ECM),
aura pour intérét de faire apparaitre directement les coefficients de la relation d’équilibre
stationnaire, & savoir les ¢~1(1)~,(1). Il est important de noter que le modele de correction
d’erreur est équivalent au modele AD: en particulier, les résidus é; obtenus par moindres
carrés seront identiques dans les deux modeles. Néanmoins, le modele ECM est non linéaire
dans les parametres, tandis que le modele AD est linéaire. L’estimation du modele ECM
nécessite donc ’emploi de la méthode des moindres carrés non linéaires, qui est présente
comme option dans la plupart des logiciels économétriques.

Commencgons par énoncer, sous forme de lemme, l'identité algébrique mentionnée au
début de cette section.
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Lemme 15.1.
Si A(L) = Ag+ A1L + AoL? + -+ + A, L™ alors:

A(L) = A1)L + A*(L)(1 - L)

ou:
n—1
= § ATL
J
j=0

avec Aj = Ag et A5 = — ZZ:].HAS pourj=1,...,n—1etn>1.

Exercice:

Vérifiez le lemme 15.1 pour n = 1,2, 3, 4.
Dérivation du modele de correction d’erreur:

e On part du modele AD:

Lyy: =a+ Z’Yj(L)fjt + &

e On applique le lemme aux polynémes ¢(L) et v;(L)

2
(Vi1 +¢" (L) Ay = a+ Y [y (Dwj1 + 7] (L) Azs] + e
=1

k k
¢"(L)Ay: = a—¢(1)[ye—1 — Z D]+ > v (L) Az + &
j=1 j=1
k
¢*(L)Ayr = a — MNyt—1 — Zﬁg%,t 1]+ Z”y] VAT + &

Les f3; sont les coefficients de la relation d’équilibre.
15.5 Exemple économique
Supposons que k = 1, et p = ¢ = 1. Supposons de plus que:

y: = log de la consommation par téte a prix constants

x: = log du revenu disponible par téte a prix constants

Le modele:
S(L)y: = a+~v(L)x; + €
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s’écrit alors comme:
Yt — P1Ys—1 = a +YoTt +V1T¢—1 + €&

ou encore comme:
(1 =)yi—1+ Ay = a+ (Yo +7)ze-1 + Az + &
Si on définit 3 = (1 — ¢1)" (0 + 1) = ¢~ (1)7(1), on peut écrire:

Ay =a— (1 —¢1)ye—1 + (1 — ¢1)Bzi—1 + voAxs + &
Ayr =a— (1= é1)[ye—1 — Bri—1] + 100z + &

L’interprétation de y; = Bxy + us est celle d’'une fonction de consommation a long
terme. Le terme entre crochets est ’erreur u;—; de cette relation a long terme. Le terme
—(1 — ¢1)ut—1 est la “correction d’erreur” qui est ajoutée a un modele linéaire dans les
différences premieres des variables.
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CHAPITRE XVI

RACINES UNITAIRES ET COINTEGRATION

16.1 Processus stochastiques

Un processus stochastique discret peut étre considéré comme une suite infinie de va-
: 4 : +oo +o0o
riables aléatoires, telle que {Y:},=°°  ou {Y: };%.

Un processus stochastique continu peut étre considéré comme une fonction aléatoire

d’une variable continue t, telle que {Y (¢),t € R} ou {Y(¢),t € [0,1]}.

En interpolant linéairement entre les points (t;,Ys;) et (tit1,Ys,;,,), on peut obtenir un
processus continu a partir d’un processus discret. En posant t;41 — t; = % et en faisant
tendre n vers l'infini, on peut aussi obtenir la limite de ce processus, lorsque celle-ci existe.
Cette technique est illustrée par le graphique suivant, olt les y;, sont des réalisations des

variables Y3, et ol y() est une réalisation d’'un processus continu Y'(¢), obtenu par passage
a la limite.

Ye, y(t)

tl t2 t3 t4 t5
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16.2 Stationnarité faible

Un processus discret {Y;} est faiblement stationnaire (‘“covariance-stationary”) si et
seulement si:

EY)=u pour tout t
Cov(Yz, Yij) =7, pour tout j,t.

Les espérances et variances sont donc constantes, et la covariance entre Y; et Y, ne
) t s
dépend que de lintervalle se’parant t et s.

Exemples:

(1) Si les variables Y; sont N(0,1), indépendantes, et identiquement distribuées pour
tout ¢, on a:

p =0,
70:17
v; = 0 pour tout 7 # 0 .

Le processus est donc stationnaire.
(2) SiY; =pYi_1 + €, ou les ¢ sont N(0,1) indépendantes et ou |p| < 1, on a:
p =0,
7 = (1—p*)7",
= 1=p*)"h
Le processus est donc stationnaire.

(3) Un exemple de processus non stationnaire est fourni par une marche aléatoire:
Yi=Yi1+e&
ott les ¢, ~ N(0,0?) sont indépendantes et ot Yy = 0. En effet:

Yi=Yi ote 1+e
=Y, 3+ ot 1+e

t
:Y0+€1+62+“'+€t2261
i=1

On a:
EY;) =0, V(Y;)=to?
E(Y;Y;—j) = (t = j)o* pour j > 0.

La variance de Y; dépend donc de ¢, de méme que la covariance entre Y; et Y;_;.
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16.3 Processus intégré d’ordre d
Définition:
Un processus discret {Y;} est 1(d) si et seulement si:

AY, = o+ Bt + uy
¢(L)uy = P(L)e

ou ¢(L) et (L) sont inversibles et les €, sont sphériques.

Interprétation d’un processus I(d):

d est le nombre de fois qu’il faut différencier Y; pour arriver a un processus stationnaire
apres soustraction de la tendance linéaire St . Si d > 1 , on dit que le processus est
“intégré”.

Cas particuliers d’un processus I(d):
(1) d=0 = Y; suit un processus dit “stationnaire a tendance” (“trend-stationary”).
(2) d=1, a=0, =0, ¢(L) =¢(L) =1 = Y; suit une marche aléatoire (“random
walk”).
B)d=1, a#0, =0, ¢(L) =¢(L) =1 = Y, suit une marche aléatoire avec
dérive (“random walk with drift”).

16.4 Le test de Dickey-Fuller augmenté

Introduction
Soit {Y;} un processus stochastique discret. Quelle est la distribution limite de:
1 n
— Y,
iy
lorsque n — oo?

Au chapitre X, nous avons vu les cas suivants:

(a) Siles Y; sont indépendantes et identiquement distribuées d’espérance nulle et de
variance o2, le théoreme de Lindeberg-Levy vu & la section 10.8.1 nous dit que:

\/_ZY;—>N(OJ)
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(b) A la section 10.8.2, nous avons généralisé ce résultat a des suites de variables
indépendantes, mais pas identiquement distribuées: Si les Y; sont indépendantes
d’espérance nulle et de variance o2 et si E(Y,;?) < oo, alors:

1 n
— ) Y, N(0, o2
\/ﬁt_zl tT (070)

N R TN T o U
ot 0% =lim - > " | o7.

(c¢) A la section 10.8.3, nous avons généralisé ce résultat a des suites de variables Y
dépendantes du type Y; = uius—1 , ou les u; sont indépendantes et identiquement
distribuées d’espérance nulle. Nous avons vu que dans ce cas, sous certaines hypo-
theses:

1 n

LS N
vn = d

ol 02 = plim + > 7 | V.

Nous devons maintenant examiner un nouveau cas, celui de I’exemple 3 de la section
16.2. On peut montrer que dans ce nouveau cas, & Savoir:

Vi=Y,1+ea, Yo=0, ¢ iid, E(g)=0, V(ig)=o>
nous avons les résultats suivants:
1

n
T E Y; ne converge pas
n
t=1

02

1 n
— Y, — N(O .
n\/ﬁt_zltd (’3)

Donc, si 'on a affaire a des processus intégrés, les résultats limites habituels ne seront,
en général, plus valables. D’ou I'intérét d’un test destiné a la détection de variables I(1) .

La régression de Dickey-Fuller

Notre point de départ sera la formulation d’un modele suffisamment général, décrivant
le comportement d’une série de réalisations y;. Ce modele doit permettre ’application de
la, définition d’un processus (1) vue a la section 16.3. On suppose donc que:

(1) L)y = a + 0t + e

avec:

L) =1~ $1L— - = L7,
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Le degré p est choisi suffisamment élevé, de fagon a ce que les €; soient sphériques. Nous
appliquons maintenant & ¢(L) le lemme 15.1 vu au chapitre précédent. Ceci donne:

(2) ¢(L) = o(1)L +¢*(L)(1 — L)
avec:
$o=¢o =1
P
;= — Z ¢s pourj=1,....,.p—letp>1
s=j+1

p—1 ‘
0" (L) =) ;L.
7=0

Nous substituons enfin 1’équation (2) dans I’équation (1), pour obtenir:

p—1
o(1) yr—1 +Aye + Zcb;fAyt_j =a+ 0t + €
Ly N J=1 ,

6" (L)(1—L)y:

ou encore:
p—1

(3) ye=a+0t+py 1+ Y By +e
j=1

avec p=1—¢(1) et B; = —¢7.
Ceci est la régression de Dickey-Fuller. Si y; est I(1), >°; BjAyi—; + € est 1(0) . La
comparaison avec la définition d’un processus (1) montre que p = 1 . Le test est celui de

Hy:p=1 contre
H12,0< 1.

La statistique de Dickey-Fuller est alors la statistique ¢ pour le test de cette hypothese, a

savoir: .
TDF = M

O-lémco
Mais cette statistique n’a pas une distribution limite normale car p est le coefficient d’un
régresseur I(1). Les valeurs critiques de la statistique TDF sont fournies par Hamilton,
Time Series Analysis, 1994, Table B6, Case 4, p. 763. Pour prendre un exemple, si n = 100
et a = 0.05, on va rejeter Hy : p = 1 si TDF< —3.45, alors que la valeur critique normale
est égale a —1.645.
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Pour le test de la nullité d’un ou de plusieurs 3, (coefficients de Ay;_;), on peut utiliser
les tests habituels (¢ ou F, tables Student et Fisher).

Limite en distribution de TDF sous Hg.

Le résultat suivant est démontré par Hamilton, Time Series Analysis, 1994, pp. 499-500.

Sous Hy : p =1, TDF converge en distribution vers la variable aléatoire suivante:

0 1 0]4at| 1) —1]
W (1) — [y W(r)dr

0
0 1 0]A-1 |1
o ol
o 1 fol W (r)dr i
A= fol W (r)dr fol W2(r)dr fol rW (r) dr
% fol rW(r)dr %

et ou W(r) est un mouvement Brownien standard, qui est le processus stochastique continu
obtenu comme limite de:

1
Zy=Zy1+e, Zy=0, €~ N(0,—) indépendantes,
n

lorsquet=1,...,netn — 00 .

Afin d’expliquer la nature de ce processus continu, nous allons en donner une interpré-
tation constructive, qui permettra notamment de simuler les distributions des intégrales
apparaissant dans la variable limite précédente. Ces intégrales sont des variables aléatoires:
le processus W(r) peut en effet étre considéré come une fonction aléatoire de r (voir la
section 16.1) et I'intégrale d’une fonction est un nombre.

Considérons alors la suite des variables précédentes, qui peuvent s’écrire:

t

Zt:ZES pourt=1,...,n.
s=1

Z; a la distribution N (0, £). Soit 7 = £; comme une variable normale centrée est entiere-
ment caractérisée par sa variance, r caractérise entierement Z;. Notre définition implique
donc que si n — 0o, {Z;} converge en distribution vers:

{W(r),0 <r <1}
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Généralisons maintenant ceci au cas ou 'on a une suite de variables Y; caractérisées
par:

Yi=Y1+w, Yy=0, wu ~N(0,1) indépendantes.

On peut se ramener au cas précédent en divisant les deux membres de 1’égalité précédente
par \/n, et en définissant Z; = Y;/\/n, ¢, = u/y/n. On a alors:

{f} — W (),0 <7 <1},

On peut donc approcher une réalisation de W (r) en engendrant un grand nombre de
réalisations u; des innovations, et en engendrant par récurrence des réalisations y;/\/n
pourt=1,...,n

Les variables W (1) et W?2(1) qui apparaissent dans la variable limite sont faciles &
comprendre: W (1) est la valeur de W (r) au point r = 1, c’est donc la variable normale
réduite Z,. W?2(1) est le carré d’une normale réduite, c’est-a-dire une x? & un degré de
liberté.

Intéressons-nous maintenant aux intégrales apparaissant dans la variable limite. On peut
approcher les intégrales par des sommes de surfaces de rectangles dont les bases sont de
longueur 1/n et les hauteurs Y;/v/n , donc:

/01 W(r)dr ~ nz\/}%

! 15 Y2 Y2
/ WQ(T)drz—Z ¢ :Z ¢

0 n o n n?

1
1t Y, 1

Wrydr~=-3 -2t — Sy,

s D30 = S

Pour simuler, par exemple, fol W (r)dr, on peut:

Q

(1) engendrer n = 1000 réalisations de variables u; normales réduites indépendantes;
(2) calculer par récurrence n = 1000 réalisations y;;
(3) calculer:

2?21 Yt

IR . . ’ . . 1
On a alors une réalisation simulée d’une approximation de [ W (r)dr.

Si l'on refait cet exercice 10000 fois, on a alors 10000 réalisations simulées de cette
variable aléatoire. L’ histogramme de ces 10000 réalisations est une bonne approximation
de la densité de fo r)dr.
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En fait, Hamilton (Time Series Analysis, 1994, p.485) montre que fol W(r)dr ala dis-
tribution N(0,1/3). Dans des cas plus compliqués, tels que la simulation de la distribution
limite de la statistique TDF, la méthode de simulation est la seule possible. Il faut bien
noter que les variables aléatoires apparaissant dans la variable limite sont fonction d’un
méme processus W (r).

Notes sur le test TDF:

(1) Sil’on n’inclut pas la constante ou la tendance linéaire dans la régression de Dickey-
Fuller, la distribution limite change (les tables a employer sont différentes !). Voir
Hamilton, pp.528-529, pour les détails.

(2) L’inclusion d’une constante et d’une tendance linéaire dans la régression de Dickey-
Fuller est conseillée dans 'intérét de la robustesse (il est plus grave d’omettre a
tort des régresseurs que de faire I'erreur inverse).

(3) La variable limite précédente a été obtenue sous ’hypothese auxiliaire que § = 0
(pas de tendance linéaire dans 1’équation (3) de cette section lorsque p = 1, c’est-a-
dire dans le modele en différences premieres). Le test précédent n’est donc approprié
que si les y; ne présentent pas de tendance quadratique manifeste. La meilleure
stratégie a adopter dans le cas contraire reste une question ouverte.

(4) La technique de calcul des valeurs critiques illustre la puissance de la méthodologie
de simulation stochastique.

(5) La variable limite reste inchangée si les erreurs de la régression de Dickey-Fuller
ne sont pas normales, pour autant qu'un théoréeme central limite fonctionnel soit
applicable (voir Hamilton, p.479).

16.5 Variables cointégrées

On peut obtenir un processus I(0) a partir d’un processus (1) en prenant les différences
premiéeres du processus I (1). Malheureusement, ceci supprime toutes les informations & long
terme. Pour cette raison, on a défini une autre approche permettant d’obtenir un processus
1(0), celle de la cointégration.

Définition:
Soit Y14, Yo, ..., Yk des processus stochastiques I(1). Ces processus sont dits cointégrés
s’il existe un vecteur a # 0 tel que :

k
'Y, = E a;Yit
=1

soit un processus I(0).
Exemple:

Soit y1; une série d’observations sur le logarithme de la consommation par téte a prix
constants, et soit yo; une série d’observations sur le logarithme du revenu disponible par
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téte a prix constants. On fait I’hypothese que ces deux séries sont des réalisations de
processus I(1):

Y1t = M1 +Y1,6—1 + €1¢
Yor = Mo+ Y211 + €2¢

On aura cointégration si la série y1; — aya; = u; est une réalisation d’un processus 1(0) .

Interprétation:

Le vecteur cointégrant est ici a = (1, —a) . On a une “relation de cointégration”:

Y1t = QY2 + Uy

ot u; est 1(0) . On peut interpréter cette relation comme une fonction de consommation
a long terme, mais l'interprétation est différente de celle que I'on avait dans le cas ou y1,
et yor étaient stationnaires. En effet, les “niveaux d’équilibre” de y1; et yo; n’existent pas,
car:

Yit = i + Yit—1 + €t
=i + s + Yit—2 T €11 + €

¢
=tui+ Y €is + Yio;
s=1
donc E(y;:) n’est pas bornée.

On ne peut donc pas avoir une relation entre les niveaux d’équilibre des variables, mais
Y1t = ayz: peut étre considérée comme 1’équation d’un “attracteur”.

Test de I’hypotheése de cointégration.

L’idée de base est la suivante. On va faire un test de racines unitaires sur les résidus de
la relation de cointégration obtenus par la méthode des moindres carrés ordinaires (cette
méthodologie est la plus ancienne et la plus simple).

Il faut néanmoins prendre garde au fait que les distributions limites sont différentes de
celles des tests de Dickey-Fuller précédents, car ’estimation par moindres carrés repose
sur ’hypothese de cointégration. La mise en oeuvre se déroule comme suit:

(1) On teste si yg, x41,..., 2y sont I(1), a I'aide du test TDF précédent appliqué a
chacune de ces variables.

(2) On estime par moindres carrés ordinaires la relation de cointégration:

Y = o+ S1xe1 + -+ Brxer + e
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Ceci donne des résidus ;.

(3) On teste p =1 contre p < 1 dans la régression:

p
'ljtt = ,O'at—l + E Aﬁt_j + €.
=1

La statistique TCO = (p — 1)/ est a comparer avec les valeurs critiques fournies
par Hamilton, Table B9, Case 3, p.766. Ces valeurs critiques sont valables dans le
cas ol au moins 1'une des variables y;, x1¢, ...,k possede une dérive non nulle.

16.6 Régressions de cointégration

Quelles sont les propriétés des estimateurs par moindres carrés ordinaires des coefficients
de la relation:

Y = o+ S1xe1 + -+ Brxer + e

ou toutes les variables y, 41, . .., 2y, sont I(1) mais ot u; est I(0)? Stock (Econometrica
55, 1987, pp.1035-1056) montre que si 8 = (04, ..., k), alors:
\/E(B — ) — 0 (on dit que l'on a “superconvergence”);
p

A

n(pB — 5) — vecteur non standard.

Le probleme ne se pose donc pas au niveau de I’estimation ponctuelle, mais au niveau
des tests. L’étude de ces derniers ne sera pas faite ici. Plusieurs méthodologies possibles
sont décrites dans Hamilton, chap. 19 et 20.

On peut substituer dans un modele de correction d’erreur les résidus d’une relation
de cointégration estimée par moindres carrés ordinaires. Pour reprendre ’exemple de la
section 15.5, on peut estimer § par moindres carrés ordinaires dans la relation y; = B+ uy,
puis estimer, toujours par moindres carrés ordinaires, a, ¢1, et 79 dans le modele:

Ayr=a— (1= ¢1)[gr—1 — Bre_1] + 1Az + €.
16.7 Régressions factices (“spurious regresssions”)
Que se passe-t-il si 'on estime par moindres carrés la relation:
Yt = a+ fire + -+ BrTer + ue

ou toutes les variables y;, x41, . .., Tk, et uy sont I(1)? Dans ce cas, on n’a pas de cointé-
) ) b ) )
gration.
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Phillips (Journal of Econometrics 33, 1986, pp.311-340) montre que:

(1)
(2)

(%7 Bl; ce ;Bk) 7 vecteur non standard
Pour le test § = 0 contre 3 # 0:

n s 7 variable non standard.

Donc & et Fyps divergent et les Bz ne convergent pas en probabilité! Ceci méme si les
k + 1 variables y;, z41, . .., T4, sont indépendantes entre elles. Pour tout ¢, on a que:

lim P[Fpps > c] = 1,

n—oo

donc on rejettera toujours 3 = 0 si n est assez grand.

(1)
(2)

16.8 Conclusions

La modélisation économétrique des variables I(1) est un probleme difficile. Le do-
maine manque de maturité (plusieurs questions restent ouvertes).

La notion de cointégration est récente et reste contestée. Elle présente notamment
deux difficultés:

—I’équivalence observationnelle, en petit échantillon, d’un processus I(1) et
d’un processus “presque non stationnaire”, par exemple le suivant:

Y: =0.9999Y; 1 + €.

—Le manque de puissance des tests de racines unitaires couramment utilisés.

Donc la classification d’une variable entre I(0) et I(1) reste un peu un jugement
de valeurs, or I’étude de la relation entre les variables dépend crucialement d’une
telle classification.

Les distributions limites des statistiques de test et des estimateurs dépendent cru-
cialement des hypotheses faites sur le modele vrai. On peut tester ces hypotheses,
mais ceci n’élimine pas le risque d’une inférence incorrecte.

La cointégration est donc une hypothese de travail, qui donne de bons résultats
dans certains cas, pas dans d’autres. Ce n’est pas une panacée.

Il faut connaitre les concepts de base car les problemes posés sont importants. Le
but de cette introduction était précisément de rendre familiers ces concepts de base
(qui peuvent étre déroutants lorsqu’on les rencontre pour la premiere fois).



TROISIEME PARTIE

SYSTEMES D’EQUATIONS SIMULTANEES

CHAPITRE L

INTRODUCTION

1.1 Explication intuitive du biais dii a la simultanéité

Il arrive souvent qu’un modele économique comprenne plusieurs équations simultanées.
Comme nous allons le voir, si I’on ne tient pas compte de cette situation lors de I’estimation
des parametres du modele, les estimateurs obtenus pourront présenter un biais de simul-
tanéité, qui ne disparaitra pas lorsque la taille de ’échantillon tend vers 'infini (défaut de
convergence). En effet, certains régresseurs seront stochastiques, et seront corrélés avec le
terme d’erreur contemporain.

Nous illustrerons ce phénomene au moyen de deux exemples.
Exemple 1

Le modele suivant, dont 1'origine remonte a Haavelmo, comporte deux équations: une
équation stochastique de comportement, et une définition (identité comptable):

Ct = a—i—bY}—i—ult
Y = Ci+1;

ou C} est la consommation, Y; le revenu national, I; I'investissement, et u1; est un terme
’
d’erreur formant un vecteur uj avec E(uy) = 0, B(uju,) = o21.

En substituant la premiere équation dans la seconde, on obtient:
Yi=a+bY: +un+ I,

soit aussi:
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Donc si E(Iyu1¢) = 0, on a:
2 2

B = B(777) = 75

#0,

et 'application des moindres carrés ordinaires a la premiere équation ne donne pas des
estimateurs convergents.

Si E(Yui1¢) > 0, nous aurons, avec une probabilité relativement forte:

uy > E(uy) =0 lorsque Y; > E(Y;)
uir < E(uiz) =0 lorsque Y; < E(Y;)

Si ’on représente alors les deux droites C; = a + bY; et C’t =a+ IA)Y}, la pente de cette
derniere droite est la plus forte, car @ et b minimisent la somme des carrés des résidus:

Ct

a+ by,

Exemple 2

Nous avons ici deux équations de comportement, une loi d’offre et une loi de demande.
Les quantités demandées (¢;) dépendent du prix (p;) et du revenu (r¢). Le prix (p;) dépend
des quantités offertes (¢) et du cott de production (c;). Le systéme s’écrit:
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(i) g = a1 +biry+cipr + uiy

(ii) Pt = a2+ bacy + cagqp + ugt

Donc p; dépend de g; dans (ii), qui dépend de w14 dans (i): nous concluons que p; est
corrélée avec uq,. Mais p; apparait comme régresseur dans (i): nous avons donc un probléme
de simultanéité comme auparavant.

1.2 Variables endogenes et prédéterminées

Les variables p; et ¢; de I'exemple précédent sont dites endogenes: elles sont déterminées
par le modele, et dépendent des termes d’erreur de chacune des équations. Les variables
¢t et r sont dites prédéterminées: par hypothese, elles ne sont corrélées avec aucun des
termes d’erreurs contemporains.

Comme on le verra par la suite, il est important de faire une distinction entre variables
exogenes et variables prédéterminées. Les variables exogenes sont déterminées par des
relations n’appartenant pas au modele: elles ne sont donc corrélées, ni avec les termes
d’erreurs contemporains, ni avec les autres termes d’erreur. En revanche, les variables
prédéterminées comprennent, non seulement les variables exogenes, mais aussi les variables
endogenes retardées, pour autant que les erreurs ne soient pas corrélées dans le temps.

1.3 Présentation matricielle et hypotheses

Nous pouvons écrire le systeme d’équations précédent sous la forme canonique suivante:

g —cipt —ar —biry =0 = uyy

—caqt +pr —ag — 0y —bocy = ugr

ou, sous forme matricielle:

B P2 qt Y11 Y12 Y13 1 U1t
+ Tt =
Ba1 a2 Dt Y21 Y22 Y23 ct Uoy

avec les restrictions 811 = 1, P22 = 1, 713 = 0, 722 = 0. En général donc, nous avons
le format suivant pour un systeme de g équations, comportant g variables endogenes et k
variables prédéterminées:



202 P. DESCHAMPS, COURS D’ECONOMETRIE

Byt + Flﬂt = Ut

ou B est une matrice g X g de coefficients des variables endogenes;
I'  est une matrice g x k de coefficients des variables prédéterminées;
y: est un vecteur g x 1 de variables endogenes;
x¢ est un vecteur k x 1 de variables prédéterminées;
u; est un vecteur g x 1 d’erreurs inobservables.

Les hypotheses de ce modele sont les suivantes:
(Hy) E(uy) =0 pour tout t =1,...,n
(Hz) E(ugu;) =3
(Hs) BE(uru,) = Ogxg  (t#5)
(Hy) B est réguliere
(Hs) rang (X) =k <n

(Hs) plim <%X'U) = Oixg

(H7) plim <%X'X) = Syx est définie positive

ou X = est nxk et

U = est nxg

’

Uy,

En réunissant toutes les observations ¢ sur By, + 'ty = wuy, on peut aussi s’écrire
YB +XI' =U,ouY estn xg.
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1.4 Forme structurelle et forme réduite

Le systeme By, + 'zy = us s’appelle la forme structurelle du modele: c’est la représen-
tation formelle d’un modeéle économique et ce sont donc les parametres de ce systeme que
nous voulons estimer. Néanmoins, comme nous ’avons vu, nous ne pouvons estimer ces
parametres par la méthode des moindres carrés ordinaires appliquée a chaque équation.

Nous allons donc transformer la forme structurelle en un systeme dérivé, dit forme
réduite, qui exprime chaque variable endogene en fonction de toutes les variables prédé-
terminées du modele, et des erreurs.

Prémultiplions les deux membres de By; + I'z; = u; par B~1. 1l vient:

yr = lxy +v, avec Il = —B7IT'" et wv,=B tu
Comme nous le verrons, les g équations de ce nouveau systéeme peuvent étre estimées
par moindres carrés ordinaires, sans probleme de simultanéité.

La forme réduite peut aussi s’écrire:

Y=XII +V ,oh V=UB)"!

Comme cas particuliers de la forme réduite, nous pouvons mentionner:
(1) Le modele MANOVA (multivariate analysis of variance) ou les variables exogenes
ne prennent que les valeurs 0 et 1.
(2) Le modele autorégressif vectoriel (VAR). Ce modele peut s’écrire:
O(L)y, = mo + vy
ou ®(L) est une matrice de polynémes:
o(L)=1-1ILL—---—1II,LP.
On a alors:
yr = mo +Ilyys—1 + - + pye—p + vy
ce qui correspond bien a ’équation y; = Ilxy + vy, si 'on définit:
1
Yt—1
Ty = .
Yt—p
M= (m II; Iy ... 1II,).
(3) Le modele autorégressif a retards échelonnés vectoriel, o I'on a un nombre ar-
bitraire de variables exogeénes formant un vecteur z; et un nombre arbitraire de

retards de ces variables. Il s’agit d’une généralisation du modele VAR précédent,
qui peut s’écrire comme:

O(L)yyy =T'(L)z + vy.

Un cas particulier de ce type de modele sera étudié en détail a la section 1.7.
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1.5 Propriétés statistiques de la forme réduite

Il est facile de vérifier que:

E('Ut) =
E(vw;) = B7'S(B')™!
E(vv)) = Ogxy pour t # s

S

1
plim (EX,V) = Okxyg-

Donc les erreurs de la forme réduite sont d’espérance nulle, homoscédastiques, non
corrélées dans le temps, et non corrélées avec les régresseurs contemporains.

On peut par conséquent estimer les équations de la forme réduite par moindres carrés
ordinaires. La colonne i de 1’égalité matricielle Y = XII' + V peut s’écrire:

g = X3 + o

ol 3% est la colonne i de la matrice IT’. Ceci est une équation de régression du type habituel,
et par conséquent:
ﬁ’i — (X/X)—leyi

' = (X'X)"'X'Y.

On montrera plus loin (section 5.1) que cet estimateur est aussi I’estimateur par maxi-
mum de vraisemblance lorsque les erreurs sont normales. En revanche, comme nous 1’avons
indiqué, la forme structurelle ne peut pas étre estimée par MCO.

1.6 Interprétation économique de la forme réduite

Reprenons le modele de la section 1.1:

Ct = a—i—bY}—i—ult
Y, = Ci+ 1y

L’estimation des parametres de cette forme structurelle ne fournit que les propensions
marginales et moyennes a consommer. On pourrait aussi se demander quel est I'impact sur
la consommation d’une augmentation des dépenses d’investissement. Cet impact est bien
entendu mesuré par le multiplicateur.
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Nous allons voir que ce multiplicateur n’est autre que 'un des coefficients de la forme

réduite. Ces coefficients mesurent donc 'effet sur les variables endogenes d’un changement
des variables prédéterminées, lorsque 1’on tient compte de la simultanéité du systeme.

La forme structurelle s’écrit By; + I'zy = uy, avec

Ct 1 U1t
Yy = y Tt = 9 et Uy =

Donc:

B _L —a —b
- 1-b\—a -1/’

et la forme réduite s’écrit:

C
On obtient donc directement a, = = et a, = 5

1.7 Forme réduite dynamique, forme finale, multiplicateurs

Certaines variables prédéterminées sont ici des variables endogenes retardées. Dans le
cas particulier d’un seul retard, nous pouvons écrire la forme réduite comme:

yr = Ihy—1 + oz + v

ou y; est le vecteur des variables endogenes contemporaines, ;1 est le vecteur des
variables endogenes retardées, z; est le vecteur des variables exogenes et I1;, IIs sont des
sous-matrices de II.

Nous allons, au moyen de substitutions successives, exprimer y; en fonction des seules
variables exogenes et des erreurs.
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Ona y = I3 (Ilhiy—o+ozeoq1 +vi—1) + oz + vy
= TPy o+ Moz g + Moz + Myvs 1 + vy

et, apres s substitutions:

S S
ye =I5y o + > Tz + Y Muy
j=0 j=0

On fait alors 'hypothese que lims_, o II§ = O, et 'on obtient en passant a la limite:

oo oo ‘
Yt = ZCth_j +ZH]1Ut—j7
7=0

§=0
avec: ‘
C; = IIII,.
J def 1772
Cette derniere équation s’appelle la forme finale du modele. Elle permet d’obtenir, par
simple lecture, les multiplicateurs dynamiques. On distingue:

(1) Les multiplicateurs d’impact: ce sont les composantes de Cy = Ils.

(2) Les multiplicateurs de délai j: ce sont les composantes de C;. Ils mesurent ’effet
sur les y; d’une variation temporaire des variables exogenes a la période ¢ — j.

(3) Les multiplicateurs cumulés: ce sont les composantes de la matrice D, = Z]T-:o Cj.
Ils mesurent effet sur les y; d’une variation prolongée des variables exogenes durant
les 7+ 1 périodes t — 7, t —7+1,...,t.

(4) Les multiplicateurs d’équilibre: ce sont les composantes de la matrice:

Do =3 Cj= (T+T + 18 +..) I = (I - ) ™' I,

Vs

I
o

J

Ils mesurent ’effet d’une variation des z; soutenue pendant une infinité de périodes.
Le niveau d’équilibre des variables endogenes est alors donné par E(y) = Dz, ol
Z est le nouveau niveau des variables exogenes.

A titre d’exemple, considérons la forme structurelle suivante:

Ct = 0.25 + 051/;5 + U1t
I;, = 0.15+0.1Y; +0.3Y;_1 + us
Y;g - Ct + [t + Gt

Supposons qu’a partir d’une situation d’équilibre, le niveau G des dépenses gouverne-
mentales augmente d’une unité a la période t — 1, et revienne a la période suivante a son
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niveau initial. On demande les effets de cette augmentation temporaire sur C', Y et I a la
période t et a la période t + 1.

Nous avons ici:

C
! Ye—1 1
ye=1| Y |; x= ;2=
I, Zt Gy

et la forme structurelle By; + I'zy = uy s’écrit:

Ci
1 —-05 0 Ct 0 0 0 —-025 0 Vi1 e
0 -01 1 i [+]0 -03 0 —015 0 Ly | = | ua
-1 1 -1 I o 0 0 0 -1 1 0
Gy

On vérifie aisément que

0 0375 0 0.75 1.25
II=-B"'T'=|(0 075 0 1 2.5

0 0375 0 0.25 0.25

et la forme réduite s’écrit y; = Ilyy;—1 + a2y + v, avec:

0 0375 0 0.75 1.25
H1 = 0 0.75 0 et HQ = 1 2.5
0 0375 0 0.25 0.25

Les réponses aux questions posées sont données par les multiplicateurs de délai 1, et de
délai 2. On vérifie que:
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0.375 0.9375
Ci=IL1Il; = | 0.75 1.875
0.375 0.9375

0.28125 0.703125
Cy =1I31I, = | 0.5625  1.40625

0.28125 0.703125

Donc, si une situation d’équilibre prévaut a la période t — 2 (soit si Gy_2 = G) et si

Gi—1 — G =1 tandis que Gs — G = 0 pour s #t — 1, on a, a un terme d’erreur pres:

Cy — C = 0.9375 Cir1— C = 0.703125
Y; —Y = 1.875 Yipr —Y = 1.40625
I, — I =0.9375 Iiy1 — I =0.703125
En effet:
yt_g = Co(Zt—Z)+Cl(Zt_1—2)+02(Zt_2—2)+...+6t
Ytv1 =Y = CO(Zt+1 - 5) + C1(Zt - 2) + C’g(zt_l — 2) + ..o+ €1

Si maintenant ’augmentation des dépenses gouvernementales se maintient pour un
nombre infini de périodes, la consommation augmentera, a I’équilibre, de 5 unités; le revenu
national, de 10 unités; I'investissement, de 4 unités. En effet:

2.25 5
Doo=(I—10) "Iy =| 4 10
1.75 4

1.8 Relation entre la forme réduite dynamique et le modele AD

Le modele de la section précédente peut aussi s’écrire:
@(L)yt = F(L)Zt + vy

ou ®(L) = I —1I; L et I'(L) = IIy. On s’apergoit que la matrice Do, des multiplicateurs
d’équilibre n’est autre que [®(1)]7!I'(1). De manieére plus générale, tous les résultats du
chapitre XV de la seconde partie ont une généralisation vectorielle dans le présent contexte.
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CHAPITRE II

LE PROBLEME DE L’IDENTIFICATION

2.1 Structures observationnellement équivalentes

Lorsque nous estimons les parametres de la forme réduite par la méthode des moindres
carrés ordinaires, le probleme suivant se pose. Comme nous ’avons signalé a la section
1.4, ce sont les composantes des matrices B et I' qui nous intéressent en premier lieu.
Peut-on, alors, trouver des estimations convergentes uniques de ces composantes a partir
d’estimations convergentes des composantes de I17 Ce probléme est celui de 'identification
de B et de I

Pour que B et I' puissent étre identifiées, il faut qu’il existe une correspondance bi-
jective entre II d’une part, B et I' d’autre part. Donc, il faut qu’a toute forme réduite
corresponde une et une seule forme structurelle et réciproquement. Il est facile de voir que
sans restrictions sur les coefficients, ceci ne sera jamais le cas. A une forme réduite donnée
correspondrait une infinité de formes structurelles; ces dernieres sont dites observationnel-
lement équivalentes (elles impliquent la méme forme réduite).

Considérons en effet les deux formes structurelles suivantes:

Byr+Tay=u , et (FB)y:+ (FI)we = Fuy

ou F' est une matrice g x g réguliere, différente de la matrice unité. A la seconde forme
structurelle correspond la forme réduite y, = —B~'T'z; + B~ uy, comme on le voit facile-
ment si 'on prémultiplie les deux membres par (FB)~! = B~1F~L. Cette forme réduite
est identique a la premiere. Les deux formes structurelles sont donc observationnellement
équivalentes. Or, il existe une infinité de matrices F' régulieres.

On vérifie que les deux formes structurelles conduisent & la méme fonction de vraisem-
blance. Le probleme du maximum de vraisemblance n’a donc pas de solution unique.

Comment, alors, estimer B et I'? Nous ne pouvons le faire que grace aux restrictions
a priori que nous fournit la théorie économique sur les composantes de ces matrices. Le
probléeme d’identification est donc conceptuellement fort semblable au probléme de mul-
ticolinéarité étudié a la section 5.7.1 de la deuxieme partie.

En particulier, certaines des composantes seront nulles: les variables correspondantes
apparaitront dans certaines équations, mais pas dans les autres (voir la section 1.1 de cette
troisieme partie). Ces restrictions impliqueront alors des restrictions sur la matrice F', car
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les matrices de coefficients F'B et FT' de la structure transformée doivent obéir aux mémes
restrictions que la structure d’origine (dans le cas contraire, nous changerions le modele!)
Si ces restrictions impliquent une matrice de transformation unique, il y a correspondance
bijective entre forme structurelle et forme réduite: B et I' sont alors identifiables.

2.2 Systemes récursifs

Un systeme récursif est caractérisé par une matrice B triangulaire et une matrice 3 =
E(utu,) diagonale. Un exemple d’un tel systeme est donné par:

511 512 Y1t Y11 U1t
+ 1t =

521 522 Y2t Y21 Ut

avec les restrictions 11 = P22 = 1, f12 = 0, et E(ujugr) = 012 = 021 = 0. On peut
alors écrire:

Yie =  —Y11%1¢ + Ui

Yyor = —[21y1r — Y2121t + U2

L’application des moindres carrés ordinaires a chaque équation donne des estimateurs
convergents. La propriété est évidente pour la premiere équation. En ce qui concerne la
seconde, il est immédiat que E(yi,uz:) = 0, puisque E(z1ug) = 0 et E(uiug) = 0.

Nous allons illustrer la section précédente en vérifiant, par le biais de la matrice de
transformation F', que les deux équations du systeme sont identifiables.

Les matrices de la forme structurelle transformée:

fir  fi2 Bi1 P2 fi1B11 + fi2B21 fi1Bi2 + fi2822
FB = =

for fo2 B21 P22 f21011 + fa2B21  fa1B12 + fo2B22

fiivi1 + fi2ner
FT =

fa1v11 + fa2721

doivent obéir aux trois mémes restrictions que les matrices B et I'. De méme, la matrice
de covariance de la forme structurelle transformée doit étre diagonale. Nous avons donc
les quatre restrictions suivantes (il faut bien noter que ce sont les seules):
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fiiBu+ fiegfr = 1
fi1Biz+ fizfe = 0
fo1812 + fa2fe = 1

fii(o11 fa1 + 012 fo2) + fiz(o21 for +022f22) = 0

ou, en substituant les quatre restrictions sur les parametres de la forme structurelle
d’origine:

fir + fi2far = 1

fie = 0
foo = 1
fiio11 fo1 + fizo2afo = 0

Comme o017 # 0, ces quatre équations ont comme solution unique f11 = 1, fio =0, fo; =
0, f22 = 1.

Donc les restrictions impliquent F' = I, et nous ne pouvons avoir deux formes structu-
relles différentes impliquant la méme forme réduite. Les deux équations sont identifiables.

Exercice: Calculez la forme réduite du systeme précédent. Pourquoi ne peut-on pas iden-
tifier les parametres de la seconde équation structurelle lorsque E(ujsugt) # 07

2.3 La condition de rang

Lorsque les seules restrictions sont des restrictions linéaires homogenes portant sur les 3;;
et 7i;, jointes a des restrictions de normalisation (3;; = 1 pour un seul j dans I’équation i ),
nous allons voir qu’il n’est pas nécessaire de passer par I’approche de la section précédente.
Une condition nécessaire et suffisante pour I’identifiabilité d’une équation peut en effet étre
énoncée en fonction du rang d’une certaine matrice.
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2.3.1 Formulation en fonction des coefficients de la forme réduite.

Comme II = —B~'T", nous pouvons énoncer la relation suivante, qui lie les parametres
de la forme structurelle & ceux de la forme réduite:

BIL+T = Oy

soit aussi:

AW - ngk

ol
A=(B T) est gx(g+k)

II
W = est (g+k)xk
Iy,

Soit alors «; la i-ieme ligne de A. Il s’agit du vecteur des coefficients de la i-ieme équation
structurelle. Le rang de W est égal a k. En effet, comme rang (1) = k, rang (W) > k; mais
W n’a que k colonnes, donc rang (W) < k. Donc ;W = O;x, est un systéeme homogene
de k équations indépendantes avec g + k inconnues. L’ensemble des solutions est donc un
espace vectoriel de dimension (g + k) — k = g.

Les restrictions homogenes devront ramener cette dimension a 1'unité pour que 1’équa-
tion ¢ soit identifiable. Le vecteur «; sera alors déterminé a un facteur de proportionnalité
pres et la restriction de normalisation permettra de le déterminer de fagon unique.

Ces restrictions homogenes, au nombre de R;, sont regroupées dans le systeme «o;®; =
O1xr,;- La matrice ®; a g + k lignes et R; colonnes. Au total, le systeme d’équations qui
devrait nous permettre de retrouver les parametres de la i-ieme équation structurelle a
partir des restrictions et des parametres de la forme réduite est le suivant:

i (W @) = O1xsry)

et le rang de (W ®,;) doit étre égal a g + k — 1 pour que toutes les solutions soient
proportionnelles.

2.3.2 Formulation équivalente en fonction des coefficients de la forme struc-
turelle.

Cette formulation est plus facile a utiliser que la précédente, car elle n’implique pas le
calcul de II.
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Théoreme.

Le rang de (W ®; ) est égal a g + k — 1 si et seulement si le rang de A®; est égal a
g—1.
Démonstration:

Voir Judge et al., The Theory and Practice of Econometrics, 1985, p.577.

2.4 La condition d’ordre

Supposons maintenant que les seules restrictions homogenes soient des restrictions d’ez-
clusion (du type B;; = 0 ou 7;; = 0). Nous pouvons alors énoncer un critere encore plus
simple que le précédent. Il faut néanmoins insister sur le fait que ce critére est une condition
nécessaire, mais pas suffisante, pour 'identification d’une équation. Si la condition d’ordre
n’est pas vérifiée, I’équation n’est pas identifiable; si la condition d’ordre est satisfaite, il
faut néanmoins vérifier la condition de rang.

Repartons de 'équation rang (W ®;) = g+k—1. Comme (W @;) a k+ R; colonnes
et g+ k lignes, cette condition ne sera certainement pas vérifiée si R; < g — 1; en effet, dans
ce cas, rang (W @;) < k+R; < k+g—1. Une condition nécessaire pour 'identification de
I’équation i est donc R; > g—1. Comme les R; restrictions sont des restrictions d’exclusion,
on a:

Ri=g—gitk—Fk

ou g; et k; sont les nombres de variables respectivement endogenes et prédéterminées
incluses dans 1’équation <. Il faut donc que:

Ri=g—gitk—kizg-1

soit k—k; >g —1

Cette derniere inégalité est la condition d’ordre.

Le nombre de variables prédéterminées exclues ne peut étre inférieur au nombre de
variables endogenes incluses moins 1.

Sik—k; =g; — 1, 'équation est dite juste-identifiée.
Si k—k; > g; — 1, 'équation est dite sur-identifiée.

2.5 Exemple

Reprenons le systeme récursif de la section 2.2. Nous allons voir que sans la restriction
o012 = 0, la premiere équation reste identifiable, mais la seconde ne 1’est pas.
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La matrice A s’écrit, en tenant compte des restrictions:

1 0 Y11
A=
fo1 1 721
0 0
Pour la premiere équation, ®; = | 1 | . Donc A®; = (1 ), qui est de rang 1 = g — 1.
0

La premiere équation est donc identifiable. Comme k — k1 = 0 = g1 — 1 = 0, elle est
juste-identifiée.

Pour la seconde équation, k — ko = 0 < go — 1 = 1. Cette équation n’est pas identifiable.

Exercice: Discutez I'identification des deux équations de ’exemple 2 de la section 1.1
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CHAPITRE IIIL

METHODES D’ESTIMATION A INFORMATION LIMITEE

3.1 Introduction

Nous verrons dans ce chapitre la méthode des moindres carrés indirects, qui n’est appli-
cable qu’a une équation juste-identifiée (k — k; = g; — 1); la méthode des moindres carrés
doubles, qui est applicable & toute équation identifiable (k — k; > g; — 1); et 'estimateur
de classe k, qui généralise celui des moindres carrés doubles et qui inclut aussi, comme cas
particulier, ’estimateur par maximum de vraisemblance a information limitée. Le terme
information limitée signifie que 'on ne tient compte, lors de I'estimation des coefficients
de la i-ieme équation structurelle, que des restrictions a priori sur cette équation (indépen-
damment de la formulation des autres équations). Les méthodes de cette classe ont donc
I’avantage de la simplicité et de la robustesse. En revanche, les méthodes a information
complete, que nous verrons au chapitre IV, sont potentiellement plus efficaces car elles
utilisent les restrictions a priori sur toutes les équations du systeme.

L’estimateur de moindres carrés doubles, que nous verrons a la section 3.3, est I’estima-
teur a information limitée le plus couramment utilisé. C’est un estimateur par variables
instrumentales, qui est asymptotiquement équivalent a celui du maximum de vraisemblance
a information limitée.

3.2 Moindres carrés indirects

3.2.1 Présentation de la méthode.

Nous avons mentionné plus haut que les équations de la forme réduite y; = Ilxy +
v; pouvaient étre estimées par moindres carrés ordinaires: on régresse chaque variable
endogene sur toutes les variables prédéterminées présentes dans le modele. Ceci fournit
une estimation convergente de la matrice II, soit 11.

Si ’équation ¢ est juste-identifiée, on peut en déduire des estimations convergentes des
composantes de «; en résolvant le systeme

A

II
a; (W @;)=01xk+r) >, ou W= )
Iy,

et en imposant la condition de normalisation.
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3.2.2 Limitations.

Montrons que cette procédure n’est pas applicable lorsque R; # g — 1. La matrice
(W ®;) est de dimensions (g + k) x (k + R;).

Si R; > g — 1, son rang sera de g + k en général, méme si rang (W @;) =g+ k — 1.
Nous avons donc g + k équations indépendantes en g + k variables. La solution unique est
le vecteur nul, et cette solution est donc incompatible avec la condition de normalisation!

SiR; < g—1,lerangde (W ®&;) sera strictement inférieur & k+ g — 1, et nous aurons
une infinité de solutions.

Ilustrons ce qui précede au moyen de ’exemple suivant:

St = ao+aipt + axE + uiy

pr = bo+b1Si+bary + bapr—1 + uz

ou S; est le taux de variation des salaires; p; est le taux d’inflation; E; est le taux de
chomage; r; est le taux d’intérét.

Les deux variables endogenes sont p; et Sy; les quatre variables prédéterminées sont la
constante, Fy, rp et pp_q.

La matrice A a la forme suivante:

1 —al —apg —ag 0 0
A=
—by 1 —bo 0 —by —bs

Les deux matrices ®; et ®5 sont

0 O 0
0 O 0
0 O 0
=19y o ®=|1
1 0 0
0 1 0
0 —a
Donc Adq = et Ady =
—by —b3 0

Les deux matrices sont de rang 1, donc les deux équations sont identifiables. Pour la
premiere équation, k —k; =2 > g1 — 1 = 1. Pour la seconde, £k — ko =1 =g —1 = 1.
Donc la premiere équation est sur-identifiée, la seconde est juste-identifiée.

Nous résumons les données de 1’échantillon dans la matrice des sommes de carrés et de
produits suivante:



St
Sy 361
Pt 100
Constante 10
E, 20
Tt 80
Pt—1 80
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Dbt

100
279
80
10
60
40

Constante

10
80
100
0

0

0

Ey

20
10
0
20
0
0

Tt Pt—1
80 80
60 40

0 0

0 0

40 0

0 80
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Les parametres de la forme réduite sont estimés par moindres carrés ordinaires. Donc:

10 20 80 80

80 10 60 40

0.1

1 2

0.8 05 1.5 0.5

=& 0
0 3
0 0
0 0

Estimons les parametres de la seconde équation structurelle par la méthode des moindres
carrés indirects. Ces estimations sont obtenues en résolvant:

0

— by

_bS)

0.1 1
0.8 0.5
1 0
0 1
0 0
0 0

2 1
1.5 0.5
0 0
0 0
1 0
0 1

ce qui implique by = 0.75,b; = 0.5,by = 0.5, b3 = 0.

Si nous tentons de faire la méme démarche pour la premiere équation, nous obtenons:

=(0 0 0 0)
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0.1 1 2 1

0.8 05 1.5 0.5

(1 —al —ag —a 0 0) 0 1 0 0 :(0 0 0 0)
0 0 1 0
0 0 0 1
La troisieme équation de ce systeme s’énonce comme 2 — 1.5 a; = 0, la quatrieme

comme 1 — 0.5 a; = 0. Ces deux équations sont incompatibles.

3.3 Moindres carrés doubles

Contrairement a la précédente, cette méthode peut étre appliquée a toute équation iden-
tifiée. Nous fournirons deux interprétations de ’estimateur par moindres carrés doubles:

(1) une interprétation heuristique;
(2) une interprétation en termes de variables instrumentales;

3.3.1 Notation.

Supposons que nous voulions estimer les parametres de la i-ieme équation structurelle.
Celle-ci peut s’écrire:

yi = Yili+Xivitu

Bi
ou yi = Ti6+u, avec T, = (Y; X;) et 6=

Vi

y; est le vecteur n x 1 des observations sur la variable endogene dont le
coefficient est normalisé a I'unité dans I’équation i;

Y; est la matrice n x (g; — 1) des observations sur les variables endogenes qui
sont incluses comme régresseurs dans 1’équation ;

X,; est la matrice n X k; des observations sur les variables prédéterminées
incluses dans ’équation .
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3.3.2 Premier exemple d’application.

Pour la forme structurelle de la section 1.1:
Ct =a+bY: + uis
Yi=Ci+ I
nous avons calculé la forme réduite:
Cy = Iy + 1oy + vy
Y; = 1oy + Ilaoly + vay.

Si la matrice II était connue, on pourrait calculer:

Y, = Iy + oo ;.

Si I; est non stochastique, Y; est non stochastique. On pourrait alors imaginer d’estimer
par MCO les parametres a et b dans I’équation modifiée:

C't:a—kbf/}—kwt.

En fait, II est inconnue. Mais on peut l’estimer de facon convergente par MCO, et
calculer:

Vi = Moy + Moo ;.

L’estimateur de a et b par moindres carrés doubles se calcule en appliquant les MCO a
I’équation structurelle modifiée:

Ct:a‘i_bﬁ‘}—et.

3.3.3 Présentation heuristique générale.

Cette présentation conduit aisément aux équations normales. Nous définirons I’estima-
teur de §; par moindres carrés doubles comme le vecteur obtenu en:

e régressant, par moindres carrés ordinaires, chacune des variables de Y; sur toutes les
variables prédéterminées du modele, afin d’obtenir une matrice de valeurs calculées
}/’i .

e puis en remplagant Y; par Y; dans I’équation y; = Y;3; + Xiv: + u; et en appliquant
une nouvelle fois les moindres carrés ordinaires a I’équation ainsi obtenue.
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L’idée est donc la suivante:

Nous avons, en vertu de la forme réduite, I'égalité ¥ = X II' + V. Si II était une
matrice connue, le fait de remplacer la matrice Y par la matrice X I “purgerait” donc
les variables endogenes de leur partie aléatoire. On pourrait alors appliquer les moindres
carrés ordinaires a une équation structurelle ou 'on aurait remplacé les composantes de
Y, par ces valeurs purgées, puisque ce sont ces parties aléatoires qui sont responsables du
biais de simultanéité.

En pratique, bien sir, II est une matrice inconnue. Mais nous pouvons l’estimer de fagon
convergente, en appliquant les moindres carrés ordinaires a chaque équation de la forme
réduite. Soit II 'estimation obtenue.

Supposons, sans perte de généralité, que Y; forme les premieres colonnes de Y, et par-
tageons la matrice II' de la facon suivante:

o IT; est k x (g; — 1) et I est k x (g — (g: — 1))

On voit directement que YV, = X f[; Par ailleurs, f[;, étant obtenue par régression
des colonnes de Y; sur celles de la matrice X, est égale a f[; = (X'X)"'X"Y;. Donc
Y; = X(X X)"'X'Y; est la matrice obtenue lors de la premiére étape de la méthode des
moindres carrés doubles.

Pour la seconde étape, nous avons I’équation de régression y; = Yiﬁi + Xivi + €, que
nous pouvons aussi écrire y; = Z;0; + €; avec Z; = (SA/', X; ). Les équations normales

s’écrivent alors (Z; Z,)& = Z;yi, soit:

Y, Y/ Xi\ [Bi Y, i
(E.N.1) =
X;Vi X:Xi) \ X, y;

3.3.4 Justification par les variables instrumentales.

Supposons, sans perte de généralité, que la matrice X; forme les premieres colonnes de
X, et définissons Px = X(X'X)7'X’. On a PxX; = X;, car (X'X)"1X'X; forme les k;
premieres colonnes d’une matrice unité d’ordre k. D’autre part PxY; = Y;. On a alors:

Zi=(Y; X;)=Px(Y: X;)=PxT;

et par conséquent:

(Z]Z;)" ' Z]y;

= [(PxTy) (PxT;)) " (PxTi) ys
= [T} PxT;]"T Px y;

[ ] 1Z£yz'
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ou encore:

YV, X(X'X)'X'Y; Y, X;\ (B Y, X(X' X)Xy
(E.N.2) =
X;Yi XiXi) \4 Xiyi
L’expression [T} PxT;]~'T!Pxy; montre que l'on a bien un estimateur par variables
instrumentales: les observations sur ces variables forment la matrice X. La convergence en
probabilité de 5; vers §; est garantie par ’hypothese Hg de la section 1.3.

I est intéressant de noter que T/ PxT; est d’ordre k; + ¢g; — 1 et de rang inférieur ou
égal a k. Donc si la condition d’ordre n’est pas vérifiée (k — k; < g; — 1), la matrice des
coefficients des équations normales sera singuliere.

3.3.5 Distribution asymptotique.

Puisque l'estimateur des moindres carrés doubles est un estimateur par variables ins-
trumentales, le théoreme 13.8 de la seconde partie lui est immédiatement applicable. Nous
avons donc le résultat suivant.

Théoreme.

Soit §; I'estimateur de &; par moindres carrés doubles. Sous les hypothéses d’un théoréme
central limite:

(1) dlim (ﬁ(&- - 5,-)) ~ N(0,053%) oit £z = plim <%Z;Zi)
(2) Si (311 = %(yz — Tz&)/(yz — Tz&), a]ors plim&ii = 03y

Notons qu’il n’est pas nécessaire de calculer chaque résidu pour calculer &;;. On vérifie
en effet par simple substitution que:

1

3.3.6 Exemple numérique.

Reprenons maintenant 'exemple de la section 3.2.2. Pour la premiere équation, les
observations sur la variable p; forment la matrice Y7; celles sur la constante et sur la
variable E; forment la matrice X;. Le vecteur y; n’est autre que (S ).

Construisons les équations normales a partir de (E.N.2). On obtient par simple lecture:
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/ ?8 / 100 0
Xvi=|,| Xx-=
10 0 20
10
/ 10 / 20
‘Xﬂ“::(Qo) Xy = g
80
100 0 0 O
/ 0 20 0 0 / 80
X'X = XY, =
0 0 40 0 10

Par conséquent, Bl et 41 sont la solution du systeme:

179 &80 10 R 178
B

80 100 O = 10
Y1

10 0 20 20

Nous obtenons comme solution:

200 —160 —100 178

Bl 1
= —160 348 80 10
R 22000
71
—100 80 1150 20
32/22 ax
= —234/220 = ao
6/22 az

En ce qui concerne maintenant la seconde équation, les observations sur S; forment la

matrice Ys; celles sur la constante, r; et p;_1, forment la matrice X5; celles sur p; forment
le vecteur ys. Nous avons alors:
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10 100 0 0
XY, = 28 X,Xo=| 0 40 0
80 0 0 80
’ 80 ’ ?8
X2y2 = 60 X Yo = 60
40 10
10
X, Y, = | 80
80
et les équations normales sont:
261 10 80 80 by 178
10 100 0 0 bo 80
80 0 40 0 by 60
80 0 0 80 bs 40

systeme dont la solution est 130 = 0.75, by = 0.5, by = 0.5, 133 = 0. Nous retombons sur
les mémes résultats que ceux obtenus par moindres carrés indirects! Ceci est di au fait que
I’équation 2 soit juste-identifiée. Cette propriété est générale, comme on peut le démontrer.

Estimons maintenant les variances asymptotiques des estimateurs ag, a1, 2. On a:

100
&11:i{361—2(1.45 —~1.06 0.27) | 10
100
20
279 80 10 1.45
+(1.45 —1.06 0.27)| 80 100 0 —1.06 }:5.4575

10 0 20 0.27
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et les estimations des variances asymptotiques sont:

348
63, = 5.4575 (m) = 0.0863
63, = 0.0496
&3, = 0.2853
Comme: 4 6/22
— = ——— =0.5106 < 1.96,

0a,  1/0.2853

as n’est pas significativement différent de zéro.

3.4 L’estimateur de classe k

B
Il fut défini par H. Theil comme la solution des équations normales suivantes:
A
VY- kVVi ¥/ X0\ (B (Yi— k7)) i
xvi oxx) \a X

ou V; est une matrice de résidus de la forme réduite, définie comme:

Vi=(-X(X'X)"'X")Y; = MY;

Si k = 0, nous avons 'estimateur obtenu par moindres carrés ordinaires appliqués a la
1-ieme équation structurelle.

Si k = 1, nous avons l'estimateur de moindres carrés doubles, comme on peut le voir
facilement & partir des équations normales (E.N.2) puisque PxY; = Y; — Vi et puisque
Y/V: = VT

Si k est aléatoire et plim k = 1, nous avons un estimateur convergent. Si, en particulier,
k est égal a la plus petite racine ¢ d’une certaine équation déterminantale, on obtient
I’estimateur de maximum de vraisemblance a information limitée; on peut prouver que
plim \/ﬁ(@ — 1) =0 (voir Judge et al., The Theory and Practice of Econometrics, p. 602).
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CHAPITRE 1IV.

METHODES D’ESTIMATION A INFORMATION COMPLETE

Nous estimons ici, globalement, les parametres d’un systeme entier. Nous supposons que
toute équation non identifiable, et toute identité, a été supprimée du systeme (les identités
sont éliminées par substitution). Les méthodes de ce chapitre permettent, dans certains
cas, un gain d’efficacité asymptotique.

4.1 Le produit de Kronecker et certaines de ses propriétés

Cette opération permet, dans le cadre des systemes d’équations, I’élaboration d’une
notation tres compacte.

Si A est une matrice m x n et B est une matrice p X ¢, A ® B est la matrice mp X ngq
suivante:

anB algB . alnB

ale (IQQB . aan
AR B =

amiB amaB ... amnB

Mentionnons quelques-unes des propriétés de ce produit.

BF C®F

4.1.1 SIA:(D 5

B C), alors A F =
D®F EQ®F
Il n’y a pas de propriété analogue lorsque c’est la matrice F' qui est partagée.

412 (A®B) =A' @B

413 A (B+C)=A®B+A®C

414 B+C)® A=BRA+C® A

415 (A®B)(C=A®(B®()

4.1.6 tr(A® B) = (trA)(trB) si A et B sont carrées.
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4.1.7 Si Aest m x m et Bestn xn:
det(A ® B) = (det A)™(det B)™

4.1.8 Si A et B sont régulieres:
(Ao B)"'=A4"1g B!

4.1.9 Si les produits AC et BD sont définis:
(A® B)(C® D) = AC ® BD

4.2 L’opérateur de vectorisation et certaines de ses propriétés

Soit A une matrice m X n dont les colonnes sont les vecteurs a*:

A= (a' a? a™)
on définit: .
a
a2
vec A = .
an

Le vecteur vec A est donc mn x 1.
Les propriétés les plus importantes de cet opérateur sont les suivantes:
4.2.1 Si les matrices A, B, C sont conformes pour la multiplication, alors vec(ABC) =
(C"® A)vec B;
4.2.2 Si les matrices A et B sont conformes pour la multiplication et si AB est carrée, la
trace de (AB) est égale a (vec A’)' vec B.

Pour une étude approfondie des opérateurs ® et vec et d’autres opérations matricielles
avancées, on peut consulter Magnus et Neudecker, Matriz Differential Calculus with Ap-

plications in Statistics and Econometrics, 1988.

4.3 Moindres carrés généralisés et forme réduite

Comme premier exemple d’application des deux opérateurs précédents, nous allons mon-
trer que dans le cas d’une forme réduite, ’emploi des moindres carrés généralisés est équi-
valent a ’estimation par MCO de chaque équation individuelle.

Nous avons vu, a la section 1.4, que la forme réduite pouvait s’écrire:

Y = XII' + V.

Comme XII' = XII'],, 'application de la regle 4.2.1 donne:

vecY = (I, ® X)vecIl' + vec V.
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Cette équation peut aussi s’écrire comme:

y=Xp+U
avec:
Y =vecY
X=I,0X
U=vecV
B = vecll'.

On vérifie aisément que E(U) = Opgx1, €t que la matrice de covariance E(UU") est égale a
N=3,®1,,ou%, =B '%(B)"! est la matrice de covariance contemporaine des erreurs
de la forme réduite.

Mais 3, ® I,, n’est pas diagonale. Nous avons un cas particulier du modele traité a
la section 8.2.3 de la seconde partie. Pourquoi, alors, peut-on estimer les équations de ce
modele par moindres carrés ordinaires et non par moindres carrés généralisés? Ceci vient
du fait que les régresseurs soient les mémes dans chaque équation (X = I, ® X). Nous
allons vérifier, a ’aide des propriétés des deux sections précédentes, que la formule des
MCG se simplifie:

vecll! = 3 = (X'Q~'x)"tx'Q~ 1Yy
=[(I;® X) (B0 ® In) " Iy @ X)] 7' Iy ® X]' (S0 @ In) 'Y
=[(I;® X)' (2" @ In)(Iy ® X)) 7'y © X]' (2, @ 1n)Y
=[Z e (XX R @ XY
=2, @ (X'X) =t e XY
=l ® (X'X)"' X"y

(X' X)~1x’ 0
0 (X' X)~1 X/

QSO
<

0 0 X x)ixr ) \ye
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4.4 Moindres carrés triples

4.4.1 Présentation heuristique.

. 7 . N . 7 . /
La méthode des moindres carrés doubles revient a estimer §; dans ’équation X y; =
4 / . / / / . / . / .
(X T;)0; + X u; par moindres carrés généralisés. Si nous regroupons les g équations de ce
type, nous obtenons:

X/yl X/Tl O O ,
51 Xu1
= +
dg X/ug
X yq 0] 0] o X Ty
soit aussi:
Yy=X5+U

ot Y est gk x 1, et X est gk x >7_ (ki + g: — 1).

En ce qui concerne les erreurs U, on a, sous I'’hypothese simplificatrice que X est non
stochastique, E(U) = 0, et:

EUU) = T&(X X)
o(X'X) o(X'X) ... o,(X X)
agl():(’X) 092():(’)() agg():(’X)

La méthode des moindres carrés triples s’énonce alors comme suit:

(1) On applique les moindres carrés doubles & chaque équation individuelle. Ceci donne,
pour I'équation 7, un vecteur de résidus 4; = y; — 1;9;.

(2) Soit U = (g ...... U4 ). La matrice ¥ est estimée par S = %ﬁ/ﬁ
(3) On applique enfin la formule de Aitken au systéme précédent pour obtenir 5. Ceci
donne:

= {X'[S'e (X' X)X} [S e (X X))y

Si I’élément (i,7) de S™! est noté s, on vérifie facilement que:

s AL s9A\ T S TIX (X X)Xy
5: . . .

s Ay ... s99A,, S ST, X (X X)Xy,
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ot Aij =T, X (X X)'X'T;.

4.4.2 Justification par les variables instrumentales.

Définissons:

T, O O
O 1, ... O
T = . . . .
O 0O ... T,

U1

Y2

z = .

Yg

01

02

6 = .

dg

Ui

U2

U = .

Ug

Le systeme des g équations structurelles peut alors s’écrire:

z2=T0+ u.

On vérifie aisément que la matrice X et le vecteur ) de la section 4.4.1 peuvent s’écrire:
X =1, X)T
Y= ®X')z
En substituant ces expressions dans:
S={X e (X X)X S e (X X))y
on obtient apres simplification:
6=[T'(S7'®Px)T] 'T'(S7' @ Px)z

avec Px = X(X'X)"1X'.
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Nous avons donc bien un estimateur par variables instrumentales; les instruments for-
ment la matrice (S™! @ Px)7.

Vérifions que ces instruments vérifient bien la propriété du lemme 13.6 de la seconde
partie. Le vecteur plim %Z 'u prend ici la forme:

1
plim —7"(S™' ® Px)u
n
vecteur dont les sous-vecteurs prennent la forme:

1 ..
plim ~ > SITX(X'X) 7 X uy =
J
plim ) s Lrx) (Lxx - Ly, =
- n ' n n J

) 1 1 o
Z 54 (plim ET{X) (plim EX,X) plim EX,uj =0

J

en vertu de ’hypothese Hg de la section 1.3.
4.4.3 Comparaison avec les moindres carrés doubles.

Il est facile de vérifier que si ’on applique les moindres carrés doubles a chaque équation
du systeme, on obtient ’estimateur:

00 = [T'(I, ® Px)T|"'T'(I, ® Px)z

Donc, dans ce cas, les instruments forment la matrice (I, ® Px)7, au lieu de (S™! ®
Px)T dans le cas des moindres carrés triples. Si ¥~! n’est pas diagonale, les moindres
carrés triples utilisent plus d’information que les moindres carrés doubles, et sont donc
potentiellement plus efficaces.

Trois remarques peuvent étre faites:

(1) Si l'on impose la contrainte o;; = 0, i # j, S et S~! sont diagonales. § est alors
identique a I'estimateur obtenu en appliquant les moindres carrés doubles a chaque
équation du systeme: il n’y a aucun gain d’efficacité.

(2) Si chaque équation du systéme est juste-identifiée, 5 est identique a l’estimateur
obtenu en appliquant les moindres carrés indirects a chaque équation. On obtiendra
aussi des résultats identiques en appliquant les moindres carrés doubles a chaque
équation. Il n’y a donc gain d’efficacité que lorsque I'une, au moins, des équations
est suridentifiée.

(3) Enfin, si le systéme ne comprend qu’'une seule équation de comportement, les
moindres carrés triples sont bien entendu équivalents aux moindres carrés doubles.
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4.4.4 Distribution asymptotique.

L’estimateur par moindres carrés triples, nous ’avons montré, est un estimateur par
variables instrumentales. Il est donc convergent, asymptotiquement sans biais, et asympto-
tiquement normal. A ’encontre de ’estimateur par moindres carrés doubles, il est de plus
asymptotiquement efficace.

Théoréme. Soit & estimateur de & par moindres carrés triples, et soit 50 Pestimateur
de § obtenu en appliquant les moindres carrés doubles a chaque équation.

Sous les hypothése d’un théoréme central limite:
(1) plimé =&
(2) dlim+/n(0 —0) ~ N(0,Q) ou:

Q = plimn[T' (7! @ Px)7T]™*
(3) plimS—! =X%71 ou S a été précédemment définie.

(4) Si QV est la matrice de covariance asymptotique de \/5(50 —9), alors:

O = Q + B, o1 B est définie non négative.

Nous allons justifier ce théoreme au moyen d’un argument par analogie. A la section
13.3.3 de la seconde partie, nous avions trouvé la matrice de covariance asymptotique:

V =plimné*(Z2'X) ' Z2'Z(X'Z)" .
Cette matrice peut aussi s’écrire:

V =plimn(Z'X)" 'V (Z'u | Z)(X'Z)" .

Dans le cas qui nous occupe, Z doit étre remplacé par (X! ®@ Px)7, et X doit étre
remplacé par 7. De plus, nous avons E(uu' | Z) = ¥ ® I,, au lieu de E(uu’ | Z) = o°1.
Par conséquent, V(Z'u | Z) devient:

ETE ' Px)uwd/ (S '@ Px)T) | Z)=T' (2o Px)(E ) (37 ® Px)T
=7'(2'® Px)T

En faisant ces remplacements dans I'expression de V' et en simplifiant, on obtient:

Q = plimn[T'(X7! @ Px)7T]™!

qui est identique a la matrice de covariance de I’énoncé.
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4.4.5 Exemple numérique.

Appliquons la méthode précédente au modele de la section 3.2. Il nous faut d’abord
calculer

011 012
S =
012 022

La variance 611 a été calculée a la section 3.3.6 (611 = 5.4575). On obtient de méme:

100

. 80
Gy = —14279—-2(05 0.75 0.5 0)

100 60

40

361 10 80 80 0.5

10 100 0 0 |]075
+(05 075 05 0) }:2.03

80 0 40 0 0.5
80 0 0 80 0
279
510 = —1100— (145 —1.06 027) | 80
012—100 . . .
10
361
10
— (05 0.75 05 0)
80
80
0.5
100 80 60 40
0.75
+(1.45 —1.06 027)| 10 100 0 0 }:—3.3018.
0.5
20 0 0 0
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Les blocs:
T XX X)'X'Ty, TLXXX)'XT, TXXX)'Xy T,XXX) "Xy
ont également été calculés a la section 3.3.6. Il reste a trouver:
XX X)'X'Ty, T,X(XX) "Xy, ToX(X X) "X y1.

Nous avons:

: 80 10 60 40
T,X = (?f{) = 100 0 0 0
1 0 20 0 0
10 20 80 80
e (VXN 100 0 0 O
LA = (X;X) 0 0 40 ©
0 0 0 80
10 80
’ 20 / 10
80 40
Il est facile alors de vérifier que:
178 10 20
et o B 80 100 O
XX X)'X'T = 0 o0 0
40 0 0
261
’ ’ -1 ’ 10
T,X(X X) "Xy, =
80
80
’ / / 179
XX X) ' Xy = 80

10
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Les équations normales des moindres carrés triples s’écrivent alors:

179 80 10

11.484 | 80 100 O | 18.679
10 0 20
178 10 20
80 100 O

18.679 30.875
60 0 O
40 0 O

178 80 60 40

10 100
20 0
261 10
10 100
80 0
80 0

0 0

0 0
80 &80

0 0

40 0

0 &0

11.484

18.679

178

10

20
261

10

80

80

+ 18.679

+ 30.875

La solution de ce systeme, conduit au vecteur de parametres suivant:

(SN

1.4545

—1.0636

0.2727

0.5

0.75

0.39

0.165

et a la matrice de covariance asymptotique estimée:

179

80

10
178

80

60

40
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0.0496 —0.0397 —0.0248 0 0 —0.045 —0.015

—0.0397  0.0863 0.0198 0 —0.033  0.036 0.012

—0.0248  0.0198 0.2853 —0.1651 0.0165 0.3527  0.1726
0 0 —-0.1651 0.1015 —0.0101 —-0.203 —0.1015
0 —-0.033  0.0165 —0.0101 0.0213 0.0203 0.0101

—0.045 0.036 0.3527  —0.203  0.0203  0.4477  0.2166

—0.015 0.012 0.1726  —0.1015 0.0101  0.2166  0.1064

4.5 Maximum de vraisemblance a information complete

Cette méthode est la premiere en date de toutes celles que nous avons vues. C’est
aussi la plus cotteuse a appliquer, et, pour cette raison, la moins employée. Son intérét
théorique est néanmoins tres grand: en vertu des propriétés des estimateurs par maximum
de vraisemblance, les estimateurs obtenus sont convergents, asymptotiquement sans biais,
et asymptotiquement efficaces. En fait, en vertu d’un théoréme d’équivalence asymptotique,
nous pourrons justifier rigoureusement ’emploi de la méthode des moindres carrés triples
par le biais du maximum de vraisemblance.

4.5.1 La vraisemblance logarithmique.
La forme structurelle s’écrit:

YB +XI' =U
et la t-ieme ligne u; de U est un vecteur aléatoire satisfaisant u; ~ N(0, X). Les autres

hypotheses de ce chapitre restent inchangées.

La densité jointe de I'un des vecteurs u; s’écrit:

— _ 1
fu (ug) = (27) 9/2 (det X2) Y2 exp (—ﬁutE_lut)

Les y; et les u; sont liés par la relation By, + I'zy = w;. Donc la matrice jacobienne
Quy
Oy y . R
écrire la densité de y; conditionnelle a x; comme:

! / \ . RN .
B, et en vertu du théoreme de la section 2.2 de la premiere partie, nous pouvons

fe(ye) = fu(Bye +Tay) | det B' | = fu(By, +T'z;) | det B |
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Par conséquent, la densité des variables endogenes conditionnelle aux variables exogenes
s’écrit comme:

fy (o) = [ felw) =
t=1

n 1 < f
(27T)_”g/2 (det X0) /2 | det B | exp -3 Z (By; +Tx;) X7 (By; + I'zy)
t=1

ou, puisque:

S uS Tty =trUSTU = tr 27UV

t=1

fy (i, oyn) =

’

1 ’ ’ ’ ’
(27) 792 (det £) ™% | det B | exp [—§tr2_1 <YB +XF) <YB L XT )] .

Pour obtenir la vraisemblance logarithmique, on prend le logarithme de cette expression
considérée comme fonction de B, T'; et X:

log L(B,I',Y) =
1 ’ ’ ! ’ ’
k— glog (det ) + n log (| det B |) — 5tr 5! <YB +XT ) <YB +XT )
ou encore:

log L = k + g log (det ©71) + nlog (| det B |)

1 ’ ’ 1 ’ ’ 1 ’ ’ 1 ’ /
— §tr Y 'BY YB — §tr Y 'XYB — §tr Y 'BY XTI — §tr YIPX XT.

4.5.2 Les conditions de premier ordre.

Pour trouver les dérivées, nous notons que:
1 ’ ’ 1 ’ ’ ’ ’ ’ ’
S YTITXYB + ST YIBY XI' =tr BY XI'Y ' =trTX YB X!

et nous utilisons les formules suivantes (voir Magnus et Neudecker, Matriz Differential
Calculus with Applications in Statistics and Econometrics, 1988):
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Glog(gjetA ) _ <A/)—1

0 /
a—AtrAC’ =C

0 /
8—Atr DACA =2DAC si D et C sont symétriques.

Par conséquent:

’

0log L n 1 / / / /
_ —E——(YB XF) <YB XF):O
oy 2% 73 + +
81 L ’ -1 ’ ’
8L n<B) Yy IBY Y-y Irx'vy=0
OB
log I, , ,
9 §1§ — Y IBY'X_-2IIX'X=0

On peut écrire ces expressions de maniere plus condensée comme:

A 1 AL A
S = “UU
n
A/ -1 1 A A~/
<B) — -y iy
n
SIUX = 0
avec U = YB/+Xf/

Ce systeme est non linéaire, et doit étre résolu par des méthodes numériques. Pour qu’il
ait une solution unique, on doit lui ajouter les restrictions d’identification. Il faut noter
que la formule de 3 est précisément celle que nous avons employée en moindres carrés
triples. D’autre part, la troisieme équation est impliquée par UX = O, équation que nous
pouvons mettre en parallele avec les équations normales du modele de régression classique,
qui peuvent s’écrire X'a=0.
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CHAPITRE V.

ANALYSE STATISTIQUE DE LA FORME
REDUITE (REGRESSION MULTIVARIEE)

5.1 Estimation par maximum de vraisemblance

Il est facile, a partir des résultats de la section 4.5, de trouver les estimateurs par
maximum de vraisemblance des parametres de la forme réduite. En effet, la forme réduite
est un cas particulier de la forme structurelle lorsque ’on impose B = I, et quil n’y a
pas de restrictions a priori sur la matrice I'.

Les conditions de premier ordre de la section 4.5.2 s’écrivent alors:

Il est facile de vérifier que les estimateurs:
=-II=-Y'X(X'X)!

3= l(Y’[I — X(X'X)"'X'|Y)

S

satisfont bien & ces conditions.

En effet, si nous définissons M = [I — X (X’X)~!1X’], nous avons, en utilisant les esti-
mateurs de B et de I', la matrice de résidus suivante:

U=YI,+XI"'=Y - X(X'X)"'X'Y = MY.
g

La matrice M est symétrique et idempotente, et vérifie M’ X = O. Il s’ensuit donc que
UX =0c¢et que U'U =Y'MY, ce qui implique bien les conditions de premier ordre.

Nous allons maintenant estimer les variances des coefficients de régression de la forme
réduite. Nous pouvons écrire:

' = (X'X)'X'Y =(X'X)'X'(XII' + V) =1I' + (X'X) ' X'V.
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Par conséquent:
vec(Il' — II') = vec[(X'X) ' X'V] = [I[, ® (X' X) "' X' vec V.

Si nous supposons, pour simplifier ’argument, que X est non stochastique, la matrice
2 ) 5
de covariance de vecIl’ s’écrit:

E{(vec[ll' — II'])(vec[Il' — II'])’} = [I, ® (X' X)) X'|E(vec V vec' V)[I, ® X (X' X)™]
=, ® (X' X)'X[S® L[, ® X(X'X)™!]
=2 X'X)"HX'X)(X'X)!]
=2 X'X)™Y

et 'on peut donc estimer la matrice de covariance par:
Vivecll') =L @ (X' X)L

Si X est stochastique, on peut utiliser la méme reégle d’estimation mais son interprétation
est asymptotique. La justification utilise les mémes arguments qu’aux chapitres XIII et XIV
de la seconde partie.

Exercice: Soit la forme réduite suivante, ot 'on a 2 équations et 3 variables prédétermi-
nées:

yir = 111 + ioxyy + is2or + v1e
yor = Ilo1 + ooy + osxor + vor.

Formulez la statistique de Wald pour le test de Hy : 113 = Ilso contre Hy : I3 # Ilos.

Note:

Pour le calcul du rapport des vraisemblances, nous devrons, a la section suivante, diviser
par det 3. Il est donc intéressant de connaitre des conditions nécessaires pour la régularité

de ..

On a vu que ¥ = Y'MY/n avec M = I — X(X'X)"1X’. 3 est d’ordre g et M est
de rang n — k. Donc si n — k < g, X est singuliere. Le nombre d’observations doit étre
supérieur a la somme du nombre de régresseurs par équation et du nombre d’équations.
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5.2 Tests d’hypotheéses sur les coefficients par le rapport des vraisemblances

Comme a la section précédente, nous pouvons formuler la vraisemblance de la forme
réduite comme un cas particulier de celle de la forme structurelle; cette derniére vraisem-
blance a été vue a la section 4.5. Si nous posons IV = —II') B = I, et U = V, nous
obtenons:

L(IL %) = (21)""9/2 (det x2) /2 exp[—%trE_l (Y — XII')' (Y — XTII')].
Si nous définissons V =Y — XII' , la vraisemblance maximisée s’écrit:
L(L, $) = (2m) "/ (det £) /2 exp[ 15 VD]
On peut simplifier cette expression en notant que V'V = nf], et que donc:
trT VIV = trE 7 H(nd) = ng.
Par conséquent:
LALS) = (21) 792 (det £)~"/% exp (-%) .
Considérons alors la partition suivante des colonnes de II:
IT= (I IL.)
et le test de I'hypothese:
Hy:1, =1° contre Hy :1I, # I1°.
Un exemple de ce test est celui ot IIY = O: dans ce cas, on teste l’omis§ion des premieres

variables explicatives de la forme réduite. Si nous désignons par Iy et 3 les estimations
contraintes de II et de X, le rapport des vraisemblances peut s’écrire:

L(IIy, )

L(I1, %)
(2m)~"9/2 (det 30) /2 exp (—=2)
(27)="9/2 (det £) /2 exp (—22)

~ —n/2
. det Eo /
det > .




TROISIEME PARTIE, CHAPITRE V 241

Nous obtenons donc une généralisation de ’expression démontrée a la section 7.2 de la
seconde partie: au lieu d’avoir des variances estimées, on a des déterminants de matrices
de covariances (qui portent aussi le nom de variances généralisées).

En vertu du théoreme de la section 10.12 de la seconde partie, la distribution limite sous
Hy de —2log A est une X%p), ou p est le nombre d’éléments de IlI,. Mais dans ce cas-ci, on
n’a pas, en général, une transformation monotone de A ayant une distribution F' sous H)
en petit échantillon. La situation est donc différente de celle que nous avons rencontrée au
chapitre VII de la seconde partie.

On a constaté, notamment a 'aide d’études de simulation, que I’emploi des valeurs
critiques asymptotiques (celles de la x?) conduit, en petit échantillon, & un rejet trop
fréquent de ’hypothese nulle, méme si celle-ci est vraie. Ceci signifie que les valeurs critiques
exactes de —2log )\ sont supérieures & celles de la x? si n est faible.

Anderson (An Introduction to Multivariate Statistical Analysis, 1984) propose la correc-
tion suivante, qui n’est basée sur une argumentation théorique rigoureuse que lorsque X est
non stochastique. Mais des études de simulation ont montré que cette correction donnait
de bons résultats en général, méme lorsque le modele comporte des variables endogenes
retardées. Au lieu de —21log A, on utilise y(—21log A), ou le facteur de correction v est défini

comme: L
n—q —5(g+aq+1)

n

ou g1 est le nombre de colonnes de II, et ou ¢go = k — ¢1. On compare cette statistique
a la valeur critique d’une x? ayant p = gqi degrés de liberté. Si X est non stochastique,
’erreur d’approximation est d’ordre n=2.

Il est possible de montrer que cette correction est analogue a celle qui consiste a utiliser,
dans la définition de la statistique ¢, ’estimateur sans biais de la variance des erreurs au
lieu de 'estimateur par maximum de vraisemblance.

5.3 Forme réduite dérivée

Si, au lieu d’estimer IT par IT = Y’ X (X’X)~!, on utilise:

f=—B'F

ot B et I ont été calculées par I'une des méthodes d’estimation de la forme structurelle
(MCD, MCT, MVIL, ou MVIC), on parle de forme réduite dérivée. Si chaque équation est
juste-identifiée, I = f[; mais si tel n’est pas le cas, II est potentiellement plus efficace que
II car il tient compte de plus de restrictions.

Les méthodes d’estimation de la forme structurelle permettent d’estimer les variances
asymptotiques des éléments de B et F mais I est une fonction non linéaire de ces ma-
trices. Dans cette section, nous allons donc énoncer un théoreme permettant d’estimer les
variances des éléments de II. Des versions de ce théoréme sont énoncées dans Monfort,
Cours de Probabilité, p. 166 et dans Hamilton, Time Series Analysis, p. 186. Il peut bien



242 P. DESCHAMPS, COURS D’ECONOMETRIE

str aussi servir dans d’autres contextes, chaque fois que 1’on veut faire un test d’hypotheses
sur une fonction non linéaire de parametres; une application courante est le test des res-
trictions de facteurs communs, que nous avons rencontrées au chapitre XV de la seconde
partie.

Théoreme. Soit 0 un vecteur de paramétres inconnus et soit 6 son estimateur.
Supposons que:

(1) A
dlim v/n(6 — 6) ~ N(0,9)

(2) La fonction g(f) € R™ ait toutes ses dérivées partielles continues
(3) La matrice jacobienne:

991 991
001 tee 00y,
Vg = : : : soit de rang m
9gm 9gm
001 tee 00y, 0=0¢

alors:

dlim v/n(g(8) — g(6)) ~ N(0,(Vg)Q(Vg)")

Comme exemple, nous allons estimer la variance asymptotique de I'un des coefficients
de la forme réduite du modele de Haavelmo. Nous avons vu a la section 1.6 que la premiere
équation de cette forme réduite pouvait s’écrire comme C; = IIy; + Il12f; + v1¢, avec
I1;; = a/(1 — b). Supposons que a et b aient été estimés par a et 13, et que leurs variances

et leur covariance asymptotiques aient été estimées par 62, 62, et 0,;,- L’application du

a’ b’

théoréme précédent a IT1; = a /(1 — 13) donne alors:

NS 1 . a . a -
V(Hll): ~ 0'52L+ 1_[;40'*2+217AO' B

Exercice. Reprenez ’exemple de la section 15.2 de la seconde partie, portant sur les
restrictions de facteurs communs. Comment testeriez-vous 'hypothese Hy : 11+ @171 =0
contre H1 S Y11 + ¢1701 75 07
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CHAPITRE VI.

COMPARAISON DES MOINDRES CARRES TRIPLES ET DU
MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE A INFORMATION COMPLETE

Nous allons montrer dans ce chapitre que les estimateurs MCT et MVIC ont la méme
distribution limite normale, et sont par conséquent asymptotiquement équivalents. L’esti-
mateur MCT hérite donc des propriétés d’efficacité asymptotique de la méthode du maxi-
mum de vraisemblance.

En fait, comme nous le verrons, l'estimateur MVIC peut étre considéré comme un
estimateur par variables instrumentales, mais ces variables sont construites a 1’aide de la
forme réduite dérivée au lieu de I’étre par la forme réduite directe.

Les développements de ce chapitre sont dus & Hausman (“An instrumental variable ap-
proach to full information estimators for linear and certain nonlinear econometric models”,
Econometrica 43, 1975, pp. 727-738).

6.1 Reformulation des équations normales des moindres carrés triples

Nous avons vu, a la section 4.4.2, que si I’on réunissait les n observations sur les g
équations de la forme structurelle, on pouvait écrire, en tenant compte des restrictions de
normalisation et d’exclusion:

z=Td+u

ou 7 était une matrice diagonale par blocs, avec des blocs diagonaux donnés par les
matrices T; = (Y; X, ) définies a la section 3.3.1.

L’estimateur MCT pouvait s’écrire comme:

6= (Z2'T)"'7'%

avec Z = (S71® Px )7 . Px était égale & X (X'X)~1 X’ et S était 'estimateur de ¥ obtenu
en appliquant les moindres carrés doubles a chaque équation séparément.

La matrice Z peut étre obtenue en supprimant de la matrice suivante:

Z,=(ST"oPx);®(Y X)
:S_1®Px(Y X)

les colonnes qui correspondent aux restrictions d’exclusion et de normalisation.
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Considérons alors le systeme suivant:

(1) (Z!T)o = Z' 2.

On peut écrire ce systeme sous la forme:

(2) W'US™! = O(’H—g)xg
ou:
W=Px (Y X)

et ou: R R
veeU = 2z —T9.

En effet, I’égalité (2) implique:
vec(W'US™) = (S7' @ W )vecU =0

ce qui est bien équivalent a 1’égalité (1), en vertu de la définition de Z,.

On peut obtenir I'estimateur MCT en supprimant, dans le systéeme (1), les équations
qui correspondent aux restrictions de normalisation et d’exclusion (puisque les équations
de ce systeéme correspondent a des colonnes de Z,). De méme, on peut obtenir I’estimateur
MCT en sélectionnant, dans ’égalité matricielle (2), les éléments qui correspondent aux

/
éléments non contraints de la matrice ( T )

6.2 Reformulation des conditions de premier ordre du
maximum de vraisemblance a information complete

La contribution fondamentale de Hausman a été de noter que les conditions de premier
ordre du maximum de vraisemblance, que nous avons vues a la section 4.5.2, pouvaient
s’écrire sous une forme analogue a I’équation (2) de la section précédente, a savoir:

IS —1
WUE™" = O(itg)xg

ce qui permet la comparaison des deux méthodes d’estimation. Nous allons démontrer ce
résultat.

Tout d’abord, la condition de premier ordre sur Y peut s’écrire:
(a) nl, =UUL™
Ensuite, la condition de premier ordre sur B peut s’écrire:

(b) B~ Y(nl,) =Y'UL™L
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En combinant (a) et (b), il vient:

BTl —y'UL =0
ce qui implique, puisque U’ = BY' + ' X":

et en simplifiant:
(c) BTII'X'Us! = 0.
Enfin, la condition de premier ordre sur I' implique:
(d) -X'Us7t=0.
En regroupant (c) et (d) et en changeant de signe, il vient:

(—B—lfx'
Xl

)02—1:0

ce qui montre que ’'on a bien W/UX ™! = O, avec:

W= (-X(B'TY X)

6.3 Comparaison des deux nouvelles formulations

La comparaison avec les MCT est alors immédiate, si I’on note que la matrice W de la
section 6.1 pouvait s’écrire comme:

W=Px(Y X)=(PxY X)=(XII' X)
avec [ = (X'X)~'X'Y, tandis que la matrice W de la section 6.2 peut s’écrire:
W= (XII' X)

avec Il = —B~1I". Pour former les instruments, les MCT utilisent la forme réduite directe,
tandis que le MVIC utilise la forme réduite dérivée.
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En d’autres termes, les MCT utilisent les instruments:

PxTiy O O
1 O PxT5 O
(ST ® 1) : : :
O O . PxT,

avec PxT; = (X f[; X, ); tandis que le MVIC utilise les instruments:

nm o0 ... O
@1[)07’2 ... O
eL)| . ..

o o ... T,

avec T = ( XIT,  X;).

6.4 Conséquences

On peut déduire facilement de ce qui précede I'équivalence asymptotique des MCT et
des MVIC. En effet, comme les estimateurs sont convergents:

plim 12[Z = plim 1:[Z =1I;

plim S = plimf] =

et les matrices de covariance asymptotiques sont donc les mémes en vertu du théoreme de
Slutsky.

Or, sous ’hypothése d’un théoreme central limite, les distributions limites des estima-
teurs MCT et MVIC sont normales multivariées. Elles sont donc entierement caractérisées
par leurs espérances et leurs matrices de covariance.

Donc les distributions limites sont les mémes; ceci constitue la meilleure justification
théorique possible de la méthode des MCT, qui est plus facile a mettre en oeuvre que celle
du MVIC.
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CHAPITRE VII.

METHODES NUMERIQUES DE
MAXIMISATION DE LA VRAISEMBLANCE

Pour une excellente présentation de ces méthodes, le lecteur pourra consulter I’article
de synthese de R. Quandt, “Computational problems and methods”, dans: Handbook of
Econometrics vol. I (1983), édité par Griliches et Intriligator, pp. 699-764. Nous nous
bornerons ici a parler des méthodes les plus courantes.

7.1 Méthode de Newton-Raphson

L’idée de base de cette méthode est de définir une suite d’approximations quadratiques
de la vraisemblance. En maximisant successivement chacune de ces approximations, on
espere converger vers un maximum de la vraisemblance. L’approximation quadratique a
Iitération k se fait autour du maximum de ’approximation utilisée a I'itération k — 1.

Soit donc 0 un vecteur k x 1 de parametres a estimer et soit 6y une valeur de . Soit
L(0) =log L(0) la vraisemblance logarithmique. Nous écrivons le gradient de £ comme:

oL
g(0) = 90
et la matrice Hessienne de £ comme:
HO) = 0L
060006’

Une approximation quadratique de £() autour de 6y est donnée par:
1
L, (6) = L(00) +9'(60)(6 —bo) + 5(8 — o) H (60)(8 — bo)

En vertu des regles de la section 3.4 de la seconde partie, les conditions de premier ordre
pour la maximisation de cette approximation sont données par:

oL*
00

= g(Ao) + H(6)(# —6p) =0

ce qui implique: X
0=10y— H_l(eo)g(eo).

La méthode de Newton-Raphson est une application récurrente de cette regle, a savoir:
Orr1 =60k — H " (6k)g(0r)
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7.2 Méthodes quasi-Newton

La méthode précédente a plusieurs limitations. La matrice Hessienne H () peut ne
pas étre définie négative pour certaines valeurs des parametres. Elle est souvent difficile a
calculer. Enfin, la regle de la fin de la section précédente implique souvent un déplacement
trop important, surtout lorsque 1’on est proche du maximum.

Pour ces raisons, il est utile de généraliser cette regle. Si 'on définit Ax comme une
approzimation de H=1(0y), gr. comme g(f), est dx comme — Aggy, une telle généralisation
est la suivante:

Ok+1 = Ok + Ardi

oll A, est un scalaire positif qui maximise la fonction d’une seule variable suivante:
F()\k) = L‘(@k + )\kdk)

Le vecteur dj définit donc la direction dans laquelle on se déplace et \; est 'amplitude
du déplacement dans la direction d.

On peut noter que g,dy est la dérivée de L(0; + Ardi) par rapport a A;. Comme
9:dr = —9. Akgk, cette dérivée sera positive si Ay est définie négative. Si Ay est 'inverse
de la Hessienne et si £ est concave, un accroissement marginal de A; aura donc pour effet
d’augmenter la vraisemblance.

De nombreuses méthodes empiriques ont été proposées pour choisir Ax. Dans les sections
suivantes, nous passerons en revue celle du score et celle de Davidon-Fletcher-Powell, qui
sont parmi les plus employées.

7.3 Méthode du score
On remplace ici la matrice Hessienne par son espérance, et définit donc:

, .
E(ae)
9606' ) ,_,,

Ay est donc 'opposée de I'inverse de la matrice d’information, que nous avions définie
a la section 10.10 de la seconde partie comme:

2L dL OL
RW)__E(ame"E(5§5¥)

Ay =
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Les avantages de cette méthode sont les suivants:

(1) La matrice d’information est d’ordinaire d’expression plus simple que la Hessienne;

(2) Une matrice d’information réguliere est définie positive, méme si la vraisemblance
n’est pas localement concave; Ay est alors définie négative, ce qui est nécessaire
pour la convergence de 1’algorithme comme nous ’avons vu;

(3) Au point stationnaire, la Hessienne de £ est en général égale a —R(#) (voir la
dérivation de R(f) dans le modele de régression multiple, vue a la section 10.10
de la seconde partie); lorsque 1'on s’approche de 'optimum, la méthode du score
devient donc pratiquement équivalente a celle de Newton-Raphson;

(4) A la convergence de I’algorithme, la matrice —Aj, est une estimation de la matrice
de covariance asymptotique de 6 (voir la section 10.11 de la seconde partie).

7.4 Méthode de Davidon, Fletcher, Powell

On utilise ici la regle de récurrence suivante:

(AO)(AO) 1 ,
A = Ar + — A (A Agr) A
R ORI A (Age)  (Age) Ar(Agr) [Ar(Age)(Age) A
avec la condition initiale Ag = —I et ou gi est le gradient de £ évalué a l'itération

précédente.

On démontre que sous certaines conditions, la suite de matrices définie par cette regle
converge vers 'inverse de la Hessienne de L.

Cette méthode ne nécessite que le calcul des dérivées premieres de L, et est donc
commode lorsque la matrice d’information est difficile a calculer.

7.5 Choix de 'amplitude du déplacement

On peut calculer )\, par balayage, mais la procédure est cotteuse. Une solution plus
opérationnelle est la suivante:

(1) On choisit un nombre € €]0, 1].
(2) On choisit A\x > 0 tel que:

_ L(0k + Midn) — L(6)

< <1-—e.
Ak gy, di
En d’autres termes, on choisit une solution approchée de 1’équation:

L6k + Medi) — L(Ox) 1
)\kgfgdk N 2.

f(Ar) =
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Cette solution existe toujours, pour autant que g;dj, soit strictement positif et que £
soit bornée supérieurement. Il est en effet facile de montrer que:

lim f(Ax) <0

A —00

et, a l'aide de la regle de L’'Hopital, que:
lim =1.
A,:—>0 F()

La procédure que nous venons de décrire a deux avantages:

(1) L’inégalité de gauche, qui implique f(A;) > 0, garantit un accroissement de L a
chaque itération, car Aypg.di > 0;

(2) L’inégalité de droite, qui implique f(Ax) < 1, empéche A, de tendre vers 0, ce qui
impliquerait ;11 = 0.
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